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Vorwort. 


Die  drei  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  Determinantentheorie 
und  Algebra  bildeten  den  Hauptbestandteil  der  akademischen  Vorträge 
Leopold  Kroneckers  an  der  Berliner  Universität,  und  ebenso  hat  sich 
seine  wissenschaftliche  Lebensarbeit  zum  grofsen  Theile  in  diesen  drei 
Gebieten  bewegt. 

Schon  in  seiner  Antrittsrede  in  der  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften sprach  er  aus,  wie  sehr  ihn  gerade  diejenigen  Probleme 
fesselten,  welche  der  Arithmetik  und  der  Algebra  gemeinsam  sind,  und 
je  weiter  er  selbst  schafifend  in  seiner  Wissenschaft  vordrang,  desto 
deutlicher  wurde  ihm  der  enge  Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden 
grofsen  Disziplinen  und  die  Notwendigkeit,  sie  aus  den  gleichen  Ge- 
sichtspunkten zu  behandeln.  So  wurde  auch  bei  jeder  Wiederholung 
die  Verbindung  zwischen  jenen  drei  Vorlesungen  eine  engere,  und  zu- 
letzt empfand  er  es  als  innere  Notwendigkeit,  sie  in  einen  Cyklus  zu 
vereinigen,  dem  er  den  zusammenfassenden  Namen  „Über  allgemeine 
Arithmetik''  gab. 

In  seinen  Vorlesungen  wollte  Kronecker  eine  Darstellung  jener 
Disziplinen  geben,  welche  alle  wesentlichen  gesichei-ten  Ergebnisse  der 
Forschung  bis  zur  Gegenwart  zu  einem  einheitlichen  organisch  geglie- 
derten Ganzen  zusammenfafst.  So  ergab  sich  mit  Notwendigkeit  eine 
Anordnung  des  Stoffes,  welche  in  vielen  Fällen  von  der  durch  die 
historische  Entwickelung  bedingten  wesentlich  verschieden  war.  Be- 
sonders mufsten  die  Prinzipien,  welche  im  neunzehnten  Jahrhundert 
erst  später  ftlr  die  Wissenschaft  bestimmend  hinzutraten,  schon  im  An- 
fange entwickelt  werden,  wohin  sie  ihrer  Natur  und  Bedeutung  nach 
gehörten,  während  sie  sonst  vielfach  erst  dann  hinzugezogen  wurden, 
wenn  die  aus  ihnen  abzuleitenden  Folgerimgen  dargestellt  werden 
sollten.  Endlich  mufs  ich  noch  auf  eine  Forderung  aufmerksam 
machen,  welche  Kronecker  bewufst  an  die  Definitionen  und  Beweise 
der  allgemeinen  Arithmetik  stellte,  und  durch  deren  strenge  Beachtimg 
sich   seine  Darstellimg   der  Zahlentheorie   und   der  Algebra  wesentlich 
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von  fast  allen  übrigen  unterscheidet.  Er  meinte^  man  könne  und  man 
müsse  in  diesem  Gebiete  eine  jede  Definition  so  fassen,  dafs  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Versuchen  geprüft  werden  kann,  ob  sie  auf 
eine  vorgelegte  Gröfse  anwendbar  ist  oder  nicht.  Ebenso  wäre  ein 
Ezistenzbeweis  für  eine  Gröfse  erst  dann  als  völlig  streng  anzusehen, 
wenn  er  zugleich  eine  Methode  enthalte,  durch  welche  die  Gröfse, 
deren  Existenz  bewiesen  werde,  auch  wirklich  gefunden  werden  kann. 
Kronecker  war  weit  .davon  entfernt,  eine  Definition  oder  einen  Beweis 
vollständig  zu  verwerfen,  der  jenen  höchsten  Anforderungen  nicht  ent- 
sprach, aber  er  glaubte,  dafs  dann  eben  noch  etwas  fehle,  und  er  hielt 
eine  Ergänzung  nach  dieser  Richtung  hin  für  eine  wichtige  Aufgabe, 
durch  die  unsere  Erkenntnis  in  einem  wesentlichen  Punkte  erweitert 
würde.  Aufserdem  glaubte  er,  dafs  eine  in  diesem  Sinne  strenge 
Formulierung  sich  im  allgemeinen  einfacher  gestaltet  als  eine  andere, 
bei  welcher  jene  Forderungen  noch  nicht  erfüllt  sind,  und  durch  seine 
Vorlesungen  hat  er  hierfür  wohl  in  vielen  Fällen  den  Beweis  erbracht. 

Diese  Gründe  haben  bewirkt,  dafs  sich  die  Vorlesungen  über 
Zahlentheorie,  deren  ersten  Band  ich  hiermit  der  OflFentlichkeit  über- 
gebe, in  einigen  wesentlichen  Punkten  von  den  früheren  Lehrbüchern 
über  diesen  Gegenstand  unterscheiden. 

Gauss  bestimmt  in  der  Einleitung  zu  seinen  „Disquisitiones  arith- 
meticae"  das  Gebiet  der  natürlichen  ganzen  Zahlen  als  das  Feld  der 
Arithmetik,  aber  er  selbst  war  gezwimgen,  dieses  Gebiet  dadurch  zu  er- 
weitem, dafs  er  in  der  fünften  Sektion  desselben  Werkes  das  Reich 
der  quadratischen  Formen  von  zwei  Variablen,  in  der  siebenten  die 
Funktionen  von  x  hinzunahm,  welche  gleich  Null  gesetzt  die  Kreis- 
teilungsgleichungen ergeben. 

Kronecker  bezeichnet  nun  von  vom  herein  die  Untersuchung  der 
rationalen  Zahlen  und  der  rationalen  Funktionen  von  einer  und  von 
mehreren  Variablen  als  die  Aufgabe  der  aUgemeinen  Arithmetik.  Durch 
diese  Erweiterung  des  Bereiches  seiner  Wissenschaft  hat  er  den  Grund 
gelegt,  nicht  nur  für  die  erwähnten  höheren  Anwendungen  der  reinen 
Zahlentheorie,  sondern  auch  für  die  Determinantentheorie  oder  die 
Lehre  von  den  linearen  Gleichungen  und  für  die  Algebra  oder  die 
Theorie  der  höheren  Gleichungen.  Nachdem  in  dem  ersten  Teile  des 
vorliegenden  Bandes  die  Zerlegbarkeit  der  Zahlen  in  ihre  Primfaktoren 
und  die  Gesetze  der  Teilbarkeit,  d.  h.  die  Theorie  der  Kongmenzen 
nach  einem  Modul  auseinandergesetzt  ist,  wird  in  seinem  zweiten 
Teile  dargelegt,  dafs  man  mit  diesen  Definitionen  und  Methoden 
von  Gauss  auch  das  weitere  Reich  der  rationalen  Funktionen  beliebig 
vieler   Variablen    vollständig    beherrscht^  und    auch   hier   genau    die- 
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selben  Resultate  erhält;  wein  man  den  Begriff  der  Teilbarkeit  durch 
einen  Divisor  in  naturgemäfser  Weise  zum  Begriffe  der  Teilbarkeit 
durch  ein  Divisorensystem  erweitert. 

Wie  weit  die  Anwendbarkeit  dieser  Gaussischen  Prinzipien  reicht, 
lehren  schon  hier  die  geometrischen  Anwendungen,  sowie  die  wesent- 
lichen Vereinfachungen,  welche  die  Theorie  der  Ej-eisteilungsgleichungen, 
die  Beweise  für  das  quadratische,  das  kubische  und  das  bi quadratische 
Reciprocitatsgesetz  und  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  durch 
sie  erfahrt.  Ganz  besonders  wird  dies  aber  auch  in  den  späteren  Vor- 
lesungen dieses  Cyklus  hervortreten,  denn  auf  dieser  Grundlage  läfst 
sich  die  ganze  Determinantentheorie  und  ein  sehr  grofser  Teil  der 
Algebra  einheitlich  und  in  wunderbarer  Einfachheit  aufbauen. 

Gauss  hat  die  Arithmetik  zum  Range  einer  Wissenschaft  erhoben, 
aber  erst  Dirichlet  gab  ihr,  wie  schon  Kronecker  mit  Recht  hervorhob, 
wirklich  eigentliche  Methoden,  indem  er  zeigte,  dafs  und  wie  man 
ganze  Klassen  arithmetischer  Probleme  entweder  lösen,  oder  wenigstens 
die  arithmetische  Schwierigkeit  auf  eine  analytische  reduzieren  kann. 
Die  Methoden  Dirichlets  beruhen  wesentlich  auf  der  Einföhrung  des 
Grenzbegriffes  in  die  Arithmetik,  und  diese  Erweiterung  der  arithme- 
tischen Prinzipien  stellte  sich  bereits  für  die  elementare  Theorie  der 
quadratischen  Formen  als  unumgänglich  notwendig  heraus,  da  die 
Hauptfrage  nach  der  Darstellung  der  Klassenzahl  dieser  Formen  auf 
andere  Weise  nicht  gelöst  werden  konnte.  Trotzdem  wurde  aber  dieser 
Begriff  fast  in  allen  Lehrbüchern  entweder  gewissermafsen  notgedrungen 
erst  ganz  spät  hinzugenommen,  oder  es  wurden  überhaupt  alle  mit 
ihm  zusammenhängenden  Fragen  als  der  reinen  Arithmetik  femliegend 
zunächst  unterdrückt,  und  später  in  einer  selbständigen  Darstellung 
zusammengefafst. 

Auch  Kronecker  hat  in  der  Zeit  von  1871  bis  1882  imter  dem 
Titel  „XJber  die  Anwßndung  der  Analysis  auf  Probleme  der  Zahlen- 
theorie'^  allein  jene  Dirichletschen  Methoden  in  grofsen  sechsstündigen 
Vorlesungen  behandelt,  während  sein  Lehrer  und  Freund  E.  E.  Kummer 
die  sog.  „reine"  Zahlentheorie  vortrug.  Aber  er  erkannte  selbst,  dal's 
bei  dieser  mehr  aus  äufseren  Gründen  erfolgten  Scheidung  beide  Dis- 
ziplinen nicht  zu  ihrem  Rechte  kamen,  denn  der  logische  Aufbau  der 
Arithmetik  wurde  durch  die  Unterdrückung  oder  verspätete  Hinzu- 
ziehung des  Grrenzbegriffes  verkümmert,  während  sich  die  Anwendungen 
der  Analysis  auf  die  Arithmetik  niemals  einheitlich  gestalten  liefsen, 
sondern  immer  den  Charakter  einer  äufserlichen  Zusammenfassung  be- 
grifflich fem  liegender  Fragen  behielten. 

Als  daher  nach  dem  Rücktritt  Kummers  im  Jahre  1883  die  Auf- 
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gäbe  an  seinen  Nachfolger  herantrat,  das  ^anze  Gebiet  der  Arithmetik 
systematisch  und  in  voller  Ausführlichkeit  zu  behandeln,  da  zweifelte 
Kronecker  gerade  auf  Grund  der  bisher  gemachten  Erfahrimgen  keinen 
Augenblick,  dafs  die  Methoden  der  Analysis  da  auseinanderzusetzen 
seien,  wohin  sie  begrifflich  gehören,  nämlich  schon  am  Anfange  der 
Darstellung,  und  so  erhalten  wir  im  dritten  Abschnitte  des  vorliegen- 
den Bandes  eine  ausführliche  Theorie  der  Mittelwerte  arithmetischer 
Funktionen,  aus  der  klar  hervorgeht,  dafs  es  wirklich  eben  nur  der 
Begriff  der  Grenze  ist,  welcher  zu  den  vorher  behandelten  arithme- 
tischen Definitionen  und  Methoden  als  neu  hinzutritt. 

Der  erste  Band  der  Zahlentheorie  schliefst  mit  dem  Beweise  des 
berühmten  Satzes,  dafs  jede  arithmetische  Reihe,  deren  Anfangsglied 
und  Differenz  teilerfremd  sind,  unendlich  viele  Primzahlen  enthält;  aber 
Kronecker  vervollständigt  den  Dirichletschen  Beweis  dieses  Satzes  in 
einem  wesentlichen  Punkte,  indem  er  nachweist,  dafs  man  für  jede  l)e- 
liebig  grofs  anzunehmende  Zahl  ft  eine  gröfsere  Zahl  il  so  bestimmen 
kann,  dafs  in  dem  Intervalle  (ft  •  •  •  ]l)  sich  sicher  eine  Primzahl  der 
verlangten  Form  ^befindet.  Diese  schöne  Ergänzung  jenes  berühmten 
Beweises  ist  eine  Frucht  der  oben  erwähnten  höheren  Forderungen, 
welche  Kronecker  an  arithmetische  Beweise  stellte,  und  hier  scheint 
es  in  der  That,  dafs  durch  diese  Verbesserung  der  Dirichletsche  Be- 
weis nichts  an  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit  verloren  hat. 

Für  die  Herausgabe  dieses  Werkes  lag  mir  ein  überreiches  Material 
in  den  sorgfältig  gesammelten  Notizen  Kroneckers  für  alle  seine  Vor- 
lesungen von  1863  bis  1891  vor;  femer  standen  mir  sechs  zum  Teil 
sehr  eingehende  Ausarbeitungen  der  in  den  Wintersemestern  1883/84, 
1885/80,  1887/88,  1889/90  gehaltenen  vier-  bezw.  sechsstündigen  Vor- 
lesungen zur  Verfügung,  endlich  eine  Ausarbeitung  der  Vorlesung, 
welche  im  Winter  1891  durch  den  Tod  Kroneckers  unterbrochen 
wurde.  Dann  habe  ich  noch  eine  sehr  gute  von  Professor  G.  Hettner 
herrührende  Bearbeitung  des  im  Wintersemester  1875/76  gehaltenen 
sechsstündigen  Kollegs  über  die  Anwendung  der  Ana,lysis  auf  Probleme 
der  Zahlentheorie  vielfach  für  die  Herausgabc  benutzen  können.  Ich 
möchte  noch  kurz  angeben,  wie  ich  diese  reichen  Hülfsmittel  für  den 
vorliegenden  Band  benutzt  habe,  und  für  die  Fortsetzung  dieses  grolsen 
Werkes  zu  verwerten  gedenke. 

Kronecker  selbst  hat  über  den  Plan,  seine  Vorlesungen  heraus- 
zugeben, oft  und  eingehend  mit  mir  gesprochen;  aber  er  betonte  dabei 
stets,  dafs  sie  für  diesen  Zweck  noch  ganz  wesentlich  umgearbeitet 
imd  systematisiert  werden  müfsten.    Liegt  doch  der  Wert  und  der  Reiz 
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akademischer  Vorlesungen  in  ganz  anderen  Vorzügen^  als  der  eines 
Lehrbuches  über  denselben  Gegenstand.  Hier  sollen  nicht  alle  Hülfs- 
mittel  zur  Durchforschung  des  ganzen  Gebietes  gegeben  werden,  wohl 
aber  soll  der  Lehrer  die  Begeisterung  für  jene  Disziplin  wecken,  er 
soll  die  Hörer  gewissermafsen  in  das  Lmere  der  Werkstatt  der  Männer 
einfuhren,   welche   die  Wissenschaft   wirklich   gefordert   haben.     Hier 

'  kann  man  auf  eine  völlig  strenge  Disposition,  auf  eine  erschöpfende 
Darstellung  des  ganzen  Gebietes  verzichten,  denn  dies  findet  der 
Lernende  später  in  den  Lehrbüchern  und  Abhandlungen;  hier  darf  der 
Lehrer  auf  anregende  und  aussichts  volle  Probleme  eingehen,  auch  wenn  die 
Untersuchung  noch  nicht  zu  einem  vollen  Abschlufs  geführt  werden 
kann,    denn    gerade   solche  Fragen   werden   empfängliche  Geister  viel 

.  tiefer  zu  eigenen  Problemstellungen  anregen,  als  vollständig  durch- 
geführte Untersuchungen.  Aufserdcm  waren  die  Zuhörer  der  Kronecker- 
schen  Vorlesungen  grofsenteils  bereits  so  gut  vorgebildet,  dafs  er  viele 
Voruntersuchungen  als  bekannt  voraussetzen  konnte,  auf  die  bei  einer 
systematischen  Darstellung  notwendig  ausführlich  eingegangen  werden 
mufste. 

Alle  die  so  sich  ergebenden  wichtigen  Änderungen  gedachte 
Kronecker  bei  der  Herausgabe  selbst  zu  machen,  aber  nach  seinem 
Tode  fanden  sich  in  seinem  Nachlasse  gar  keine  Vorarbeiten  für  die 
Ausführung  dieses  Planes.  So  erwuchs  mir  denn  die  schwere  Auf 
gäbe,  die  Bearbeitung  des  reichen  Materiales  nach  den  mir  wohl  be- 
kannten Litentionen  des  Meisters,  aber  ohne  seine  Hülfe  auszuführen, 
und  der  Wunsch,  dieser  Pflicht  nach  meinen  besten  Kräften  gerecht 
zu  werden,  hat  die  Herausgabe  dieses  ersten  Bandes  trotz  angestrengter 
Arbeit  etwas  verzögert.  Jetzt  sind  aber  die  Vorarbeiten  so  weit  ge- 
diehen, dafs  die  erste  Hälfte  des  zweiten  Bandes  der  Zahlen theorie 
und  die  erste  Hälfte  der  Determinantentheorie  bald  diesem  Bande 
folgen  können. 

Aus  den  Aufzeichnungen  und  Nachschriften  geht  hervor,  dafs 
Kronecker  seine  Vorlesungen  jedesmal  in  allen  wesentlichen  Punkten 
neu  durchgearbeitet  hat;  daher  die  sorgfältige  Formulierung  und  Be- 
handlung der  prinzipiell  wichtigen  Fragen.  Aber  aufserdem  wurden 
in  den  verschiedenen  Jahren  die  einzelnen  Teile  der  Zahlentheorie 
das  eine  Mal  sehr  eingehend  behandelt,  das  andere  Mal  nur  kürzer 
skizziert,  und  so  ergab  sich  die  dankbare  Aufgabe,  aus  allen  jenen 
Vorlesungen  eine  gleichmäfsige  Darstellung  des  ganzen  Gebietes  her- 
auszuarbeiten, wie  sie  der  Verewigte  in  einer  länger  ausgedehnten  Vor- 
lesung vielleicht  gegeben  hätte.  In  der  hier  gegebenen  Bearbeitung 
habe  ich  keine  wesentliche  Untersuchung  fortgelassen,  welche  Kronecker 
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in  einer  dieser  Vorlesungen  durchgeführt  hat,  und  ebenso  wenig  habe 
ich  es  gewagt^  irgend  ein  Problem  aufzunehmen^  welches  Kjonecker 
nicht  wenigstens  irgend  einmal  gestreift  hätte.  Einige  Untersuchungen^ 
deren  Resultate  oder  Methoden  mir  wertvoll  erschienen  ^  habe  ich  in 
den  Anmerkungen  am  Ende  dieses  Bandes  kurz  dargestellt^  während 
einige  gröfsere  Zusätze  am  Ende  des  ganzen  Werkes  hinzutreten 
sollen. 

Während  so  der  Ideenkreis  dieses  Buches  im  wesentlichen  der 
geblieben  ist,  innerhalb  dessen  sich  die  Vorlesimgen  bewegten,  habe 
ich  mich  besonders  zu  erreichen  bemüht,  dafs  dieses  Werk  auch  ein 
Yollsüindiges  systematisches  Lehrbuch  der  Zahlentheorie  würde,  ohne 
dafs  der  persönliche  Reiz  der  Kroneckerschen  Darstellung  verloren 
ginge.  Ich  habe  daher  die  Anordnung  des  Stoffes  vollständig  nach 
eigenem  Ermessen  gemacht,  und  icl>  habe  an  vielen  Stellen  die  Hülfis- 
Untersuchungen  und  vorbereitenden  Sätze,  auf  welche  sich  Eronecker 
einfach  bezog,  dargestellt  und  eingehend  begründet,  in  dem  Wunsche, 
dafs  diese  Vorlesungen  auch  dem  nicht  vorgebildeten  Leser  zugänglich 
sein  möchten.  Aus  demselben  Grunde  hielt  ich  es  auch  für  nötig,  die 
Darstellimg  an  vielen  Stellen  ausführlicher  zu.  gestalten.  Endlich 
habe  ich  besonders  in  der  achtzehnten  Vorlesung  die  Untersuchungen 
Kroneckers  selbständig  weitergeführt,  damit  das  interessante  Problem 
der  Dekomposition  der  Modulsjsteme  in  diesem  Lehrbuche  auch  zu 
einem  befriedigenden  Abschlüsse  geführt  werde.  Die  von  mir  ge- 
machten wesentlichen  und  unwesentlichen  Zusätze  habe  ich  im  An- 
hange so  genau  angegeben,  dafs  der  Leser  den  ursprünglichen  Inhalt 
der  Kroneckerschen  Vorlesungen  leicht  wieder  herstellen  kann.^ 

Vor  der  definitiven  Drucklegung  hat  Herr  Professor  J.  L.  Heiberg 
in  Kopenhagen  die  historische  Einleitung  imd  Herr  Professor  6.  Frobenius 
sowie  Herr  Dr.  E.  Landau  einen  grofsen  Teil  des  ganzen  Werkes  sehr 
sorgfältig  durchgesehen;  einige  Verbesserimgsvorschläge  dieser  Gelehrten 
habe  ich  mit  herzlichem  Danke  benutzt.  Femer  hat  mich  Herr 
Weymann  bei  der  Redaktion  der  ersten  und  Herr  Dr.  Fuchs  bei  der 
Korrektur  der  zweiten  Hälfte  dieses  .Bandes  in  dankenswertester  Weise 
unterstützt. 

Sollte  es  mir  gelungen  sein,  den  Lesern  dieses  Werkes  auch  nur 
einen  Teil  der  hellen  Freude  zu  gewähren,  mit  der  die  Schüler 
Kroneckers  den  Vorträgen  des  Meisters  folgten,  so  würde  ich  mich 
für  die  grofse  auf  die  Herausgabe  verwandte  Arbeit  reich  belohnt  und 
zur  Fortarbeit  an  diesem  schönen  Werke  ermutigt  fühlen. 

Berlin,  den  5.  März  1901. 
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§  1- 

Die  Zahlentheorie^  mit  der  wir  uns  in  diesen  Vorträgen  beschäf- 
tigen wollen,  ist  als  fest  begründete  Disciplin  von  allen  Zweigen  der 
Mä-fclieinatik  der  jüngste,  dagegen  kann  sie  mit  vollem  Bechte  den  An- 
spmch  erheben,  das  älteste  Forschungsgebiet  des  menschlichen  Geistes 
gel>ildet  zu  haben.     Sind  doch  die  Zahlen,  speziell  die  ganzen  Zahlen, 
ge^wifs  die  früheste   mathematische  Errungenschaft  der  Menschen,  und 
ganze  Kulturperioden  mögen  zwischen  der  Zeit  ihrer  Einführung  und 
z.  B.  der  Entstehung  der  geometrischen  Grundbegriffe  verflossen  sein. 
So  machten  auch  die  ersten  Menschen,  die  sich,  soviel  wir  wissen,  wirk- 
licten  mathematischen  Untersuchungen  zuwendeten,  die  Babylonier,  die 
Arithmetik  zum  Gegenstande  derselben. 

Trotzdem  ist  die  Geometrie  viel  eher  zu  einer  einheitlichen  Wissen- 
schaft geworden    und   verdiente    schon   zur  Zeit   der  Griechen   diesen 
Namen  vollständig,  während  die  Arithmetik  erst  in  unserm  Jahrhundert 
ilurer  Vollendung   entgegengeführt  wurde.     Allerdings   findet  sich  ein 
wahrscheinlich  auf  pythagoräischer  Grundlage  fufsender  Versuch,  die 
Zahlentheorie  wissenschaftlich  zu  begründen,  bei  EuTdidy  einem  Schüler 
Kafos,   der    um   300  v.  Chr.   unter   Ptolemaeus   Soter  in   Alexandrien 
Ißtte  und  dort   sein  Hauptwerk,  die   „Elemente"   (arot^er«)   verfafste. 
Das  siebente,  achte  und  neunte  seiner  uns  erhaltenen  dreizehn  Bücher 
geben  eine  systematische  Lehre  von  den  Zahlen.   Auf  Grund  verhältnis- 
mäfsig  weitgehender  Forschungen  bietet  er  uns  hierin  mit  ihren  Be- 
weisen eine  gröfsere  Anzahl  interessanter  arithmetischer  Besultate,  die 
ungeachtet  seiner  auch  in  dieser  Darstellung  unverkennbaren  geome- 
trischen Tendenz  in  ihrer  wahren  Bedeutung  von  ihm  voll  erkannt  und 
gewürdigt  worden  sind. 

Kronecker,  Zftblentheorie.    I.  1 
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Es  ist  bemerkenswert^  dafs  dieses  Unternehmen  EuklidSy  die 
Zahlenkunde  zum  Range  einer  Wissenschaft  zu  erheben,  mehr  als  zwei 
Jahrtausende  hindurch  keine  Nachahmung  gefunden  hat;  denn  so  be- 
deutend auch  die  Leistungen  der  auf  Euklid  im  Laufe  der  Entwick- 
lung folgenden  Zahlentheoriker  sind,  der  einheitliche  Aufbau  und  die 
systematische  wissenschaftliche  Darstellung  dieser  Disciplin  sind  erst  ganz 
neuen  Datums.  Wir  verdanken  sie  dem  grofsen  Gaufs^  und  zwar  als 
sein  höchstes,  unsterbliches  Verdienst,  und  selten  ist  wohl  ein  epoche- 
machendes Buch  unter  einem  so  bescheidenen  Titel  in  die  Welt  hin- 
ausgetreten, wie  seine  im  «lahre  1801  erschienenen  „disquisitiones 
arithmeticae^^,  die  noch  für  lange  Zeit  den  Kanon  der  „Zahlentheorie^ 
bilden  werden.  Diese  jetzt  geläufig  gewordene  Bezeichnung  für  unsere 
Wissenschaft  ist  eine  Übersetzung  des  französischen  „theorie  des 
nombres".  Gau/s  hat  ihr  stets  den  Namen  „höhere  Arithmetik^  (arith- 
metica  sublimior)  beigelegt. 

§2. 

In  der  Vorrede  zu  seinem  grundlegenden  Werke  versucht  Gaufs, 
seine  Arithmetik  von  den  übrigen  mathematischen  Disciplinen  durch 
die  folgende  Definition  abzugrenzen: 

„disquisitiones  in  hoc  opere  contentae  ad  eam  matheseos  partem 
pertinent,  quae  circa  numeros  int^gros  versatur,  fractis  plemm- 
que,  surdis  semper  exclusis." 

Indem  er  so  als  das  Objekt  der  Zahlentheorie  wesentlich  nur  die  gansen 
Zahlen  ansieht  und  insbesondere  die  irrationalen  (numeri  surdi)  streng 
ausgeschlossen  wissen  will,  trennt  er  den  Gegenstand  seiner  Betrach- 
tungen vielleicht  etwas  zu  scharf  von  den  Teilen  der  Mathematik^  die 
sich  auf  die  Eigenschaften  anderer  mathematischer  Grössen  (quantitates) 
beziehen.  Eine  derartige  Abgrenzung  des  Bereiches  einer  Wisaenachaft 
kann  ü]>erhaupt  nicht  gut  gegeben  werden,  solange  diese  sich  weiter 
und  weiter  entwickelt,  und  dabei  ihr  Gebiet  organisch  ausdehnt.  Anlaer- 
deni  aber  ist  es  naturgemäfs  beinahe  unmöglich,  die  Aufgabe  einer 
Wissenschaft  im  Anfange  einer  Darstellimg  derselben  einem  Leoer  deut- 
lich zu  machen,  dem  ja  zunächst  noch  alle  Vorkenntnisse  fehlen;  man  mnfs 
sich  vielmehr  vom  theoretischen  Standpunkte  aus  damit  begnügen,  gewisse 
Beispiele  und  Aufgaben  bedeutsamer  Natur  herauszugreifen  und  dadurch 
die  Eigenart  des  betreffenden  Erkenntnisgebietes  zu  charakterisieren.  Für 
unsern  Fall  würde  man  z.  B.  hervorheben  können,  „dafs  es  sich  in  der 
Zahlentheorie  um  die  Untersuchung  der  Zahlen  bezüglich  ihrer  Teil- 
barkeit, ihres  Charakters  als  Quadrate  oder  Kuben  u.  s.  f.  handelt^.  Da- 
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gegen  ist  es  nicht  wohl  möglich,  ihr  von  vornherein  bestimmte  Zahl- 
gebilde vorzuschreiben,  mit  denen  sie  sich  befassen  soll. 

Der  Gaufsische  Ausspruch,  der  die  Zahlentheorie  in  Gegensatz  zur 
Analysis  und  Algebra  zu  setzen  bestimmt  ist,  hat  nur  dann  eine  Be- 
rechtigung, wenn  die  Quantitäten,  welche  er  ausgeschlossen  wissen  will, 
der  (xeometrie  oder  der  Mechanik  entnommen  sind,  falls  man  nicht  etwa 
auch  sie  in  Zahlen  übersetzen  und  als  solche  definieren  will. 

Die  engere  Abgrenzung  unserer  Wissenschaft  der  reinen  Algebra 
und  Analysis  g^enüber  ist  in  der  That  gar  nicht  durchzuführen.  Dafs 
dem  so  ist  und  dafs  die  Beschränkung  auf  die  rationalen,  sowie  der 
Ausschlufs  der  irrationalen  Zahlen  nicht  aufrecht  erhalten  werden 
können,  beweisen  die  „disquisitiones"  selbst  am  deutlichsten;  denn  die 
ganze  siebente  Section  dieses  Werkes,  die  die  Theorie  der  Kreisteilung 
behandelt, '  ist  ja  der  Betrachtung  trigonometrischer  Gröfsen ,  ^Iso 
irrationaler  Zahlen  gewidmet. 

Auch  die  Meinung,  es  müsse  die  Verwendung  von  Buchstaben  in 
der  Algebra  als  ein  wesentliches  Unterscheidungsmoment  derselben  gegen- 
über der  Zahlentheorie    gelten,   läfst   sich   unter  Berufung   auf  Gcmfs 
selbst  widerlegen.     Er   hat  nämlich    zuerst   den   folgenreichen  Schritt 
geihan,    unbestinmite  Grössen    systematisch    in   die  Arithmetik   einzu- 
führen; ein  fruchtbarer  Gedanke,  dessen  ersten  Spuren  wir  bei  Diophani 
und  seinem  grofsen  Ausleger  Fennat  begegnen.     Freilich  haben  sich 
später   noch    Euler   und   Lagrange   ausführlich    mit    der   Theorie    der 
sogenannten   quadratischen  Formen   ao(?  +  hxy  -|-  cy^   beschäftigt;    sie 
thaten  dies  jedoch  immer  nur  im  Hinblick  auf  die  Frage,  welche  Zahlen 
durch  sie  dargestellt  werden  können,  wenn  man  den  Gröfsen  x  und  y 
ganzzahlige  Werte   beilegt,    sie   stellten   sich   also    z.  B.    die  Aufgabe, 
X  und  y  als  ganze  Zahlen  so  zu  bestimmen,  dafs  x^  +  y^  gleich  5,  13,  17 
oder  allgemein  gleich  irgend  einer  vorgelegten  Primzahl  von  der  Form 
4n  -|-  1  wird.   Erst  Gaufs  liefs  dann  diese  speziellen  Fragen  fallen  und 
ging  direkt  zu  der  Untersuchung   der  Formen  selbst  über,  sodafs  bei 
ihm  die  unbestimmten  Variablen  x  und  y  wirklich,  wie  in  der  Algebra, 
die  Bedeutung  von  Rechnungsobjekten   und   nicht   mehr   die  von    ge- 
eignet zu  wählenden  ganzen  Zahlen  besitzen.     Die  Darstellung  irgend 
einer  ganzen   Zahl  m  in  der  Form  ax^  +  ^^V  +  ^V^   f^U^'   dann   als 
reife  Frucht  bei  den  bezüglichen  Untersuchungen  von  Gaufs  ab.    Rein 
aufserlich  kennzeichnete  er  diesen  Fortschritt  durch  die  Wahl  der  neuen, 
einfacheren  Bezeichnung  (a,  fe,  c)  für  den  Ausdruck   ax^  +  ^^V  +  ^y^j 
indem  er   hierdurch   die    alleinige   Abhängigkeit    der    Form    von    den 
KoefBcienten  andeutete.    Zugleich  wurde  durch  seine  allgemeinere  Auf- 
fassung des  Gegenstandes  der  wichtige  Begriff  eines  Systems    ganzer 
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Zahlen    und    damit   im   Zusammenhange   der   der  Äquivalenz    solcher 
Systeme  methodisch  für  die  Wissenschaft  gewonnen. 

Andrerseits  würde  die  durch  die  ßaufsische  Definition  geforderte 
Abgrenzung  der  Arithmetik  gegen  die  Analysis  die  kontinuirlichen 
Gröfsen  und  die  Anwendung  der  auf  sie  gegründeten  Methoden  in  der 
Hauptsache  dem  Bereiche  der  Zahlentheorie  entziehen.  Eine  derartige 
Beschränkung  erschien  allerdings  geboten  zu  einer  Zeit^  als  man  solche 
Quantitäten  noch  mehr  geometrisch  fafste;  sie  ist  aber  hinfällig 
geworden,  seitdem  man  neuerdings  sich  bemüht,  viele  der  Geometrie 
oder  Mechanik  entstammende  Gröfsen  ohne  Rücksicht  auf  diese  Ent- 
stehung zu  definieren,  womit  dann  sofort  ihr  rein  arithmetisches  Wesen 
in  den  Vordergrund  tritt.  Definiert  man  z.  B.  die  aus  der  Geometrie 
herrührende  Transcendente  n  etwa  durch  die  Leibniz'sche  Reihe 

4  3     •     ö  7    ^ 

^   2n  +  i' 

so  ergiebt  sich  aus  dieser  grade  eine  der  schönsten  arithmetischen 
Eigenschaften  der  ungeraden  Zahlen,  nämlich  eben  die,  jene  geometrische 
Irrationalzahl  zu  bestimmen;  in  diesem  Sinne  ist  wohl  jenes  bekannte 
Wort:  „numero  impari  deus  gaudet^'  zu  verstehen.  Die  Glieder  dieser 
Reihe  sind  nämlich,  um  das  etwas  näher  auszuführen,  arithmetisch 
wohl  unterschieden:  sie  haben  das  positive  oder  negative  Vorzeichen, 
je  nachdem  ihre  Nenner  durch  4  geteilt  den  Rest  1  oder  3  lassen. 
Wir  haben  hier  also  eine  Definition  der  Transcendenten  x  von 
durchaus  zahlentheoretischem  Charakter.  Nicht  anders  steht  es  mit 
der  folgenden,  impliciten  Darstellung  der  Ludolf 'sehen  Zahl,  die  wir 
erhalten,  wenn  wir  in  dem  die  ungeraden  Zahlen  wiederum  bevorzugen- 
den Kettenbruche 


z  '  tang  z  = 


z" 
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3  — 
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z  =  -r  einsetzen. 
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Was  uns  diese  Beispiele  lehren,  ist  nun  mafsgebend  für  alle  De— 
finitionen  der  Analysis  überhaupt.  Dieselben  führen  stets  auf  die  ganzen 
Zahlen  und  ihre   Eigenschaften  zurück,  und    es   ist  von   dem  ganzen 
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Gebiete  des  letztgenannten  Zweiges  der  Mathematik  der  einzige  Begriff 
des  limes  oder  der  G(^enze  der  Zahlentheorie  bisher  fremd  geblieben. 
Gtegen  die  Analysis  also^  die  sich  von  ihrer  ursprünglichen  Quelle^  der 
Geometrie^  befreit  und  auf  freiem  Boden  selbständig  entwickelt  hat^ 
kann  die  Arithmetik  nicht  abgegrenzt  werden^  um  so  weniger^  als  es 
DiruMet  gelungen  ist,  grade  die  schönsten  und  tiefstliegenden  arith- 
metisdien  Resultate  durch  die  Verbindung  der  Methoden  beider  Disci- 
plinen  zu  erzielen. 

So  hat  Gaufs  in  seinem  Werke  selbst  die  Scheide  durchbrochen, 
die  er  zwischen  der  Arithmetik  und  den  Schwesterdisciplinen  aufrichten 
wollte,  hat  ihr  aber  dadurch  zugleich  die  Bahn  zu  einer  Ausbildung 
gewiesen,  in  welcher  sie,  nicht  mehr  der  Analysis  untergeordnet,  yiel- 
mehr  berufen  erscheint,  alle  Teile  der  Mathematik  mit  Ausnahme  der 
Geometrie  und  Mechanik  zu  umspannen. 

Wenn  wir  nun  schliefslich  doch  aus  praktischen  Gründen  die 
Arithmetik  oder  wenigstens  den  Inhalt  dieser  Vorlesimgen  abgrenzen, 
so  wird  das  nur  so  geschehen  können,  dafs  sich  die  Grenzlinien  mehr 
oder  minder  yerwischen,  so  dafs  an  manchen  Stellen  gewissermafsen 
nur  noch  ihre  Spuren  hervorschimmern. 

In  jedem  einzelnen  Falle  mufs  eben  das  mathematische  Taktgefühl 
entscheiden,  ob  man  die  betreffende  Materie  der  Arithmetik,  der  Algebra 
oder  der  Analysis  zurechnen  will;  denn  auch  die  Abgrenzung  der  bei- 
den letzteren  gegen  einander  ist  nicht  mehr  scharf  durchführbar. 

Die  Erkenntnis  der  engen  Verwandtschaft  der  Arithmetik  mit 
'.  Analysis  und  Algebra  und  der  daraus  entspringende  Zwang,  gewisse 
\  Methoden  dieser  beiden  für  jene  zu  entnehmen,  führten  nun  seit  Gaufs 
'x  zu  einer  so  gewaltigen  Umgestaltung  der  Disciplin,  dafs  es  jetzt  auch 
nicht  mehr  angemessen  erscheint,  den  Namen  „Zahlentheorie"  oder  den 
(ranlsischen  „arithmetica  sublimior'^  an  die  Spitze  der  ganzen  Lehre  zu 
setzen,  man  mufs  vielmehr  eine  neue  Benennung  suchen,  welche  die  oben 
erläuterten  Beziehungen  andeutet.  Eine  solche  glaubte  ich  in  dem 
Gesamttitel  „allgemeine  Arithmetik"  (arithmetica  generalis)  zu  finden, 
den  diese  Vorlesungen  zum  ersten  Male  tragen  und  der  eben  den  Tollen 
Bereich  der  Arithmetik  und  der  mit  ihr  zusammenhängenden  Disciplinen 
anfassen  soll. 

Aber  auch  eine  allgemeine  Arithmetik  werden  wir  doch  stets  mit 
der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  beginnen  müssen,  d.  h.  mit  einer  syste- 
matischen Behandlung  der  ganzen  Zahlen.  Nur  werden  wir  hierbei 
keineswegs,  wie  Gcmfs  es  wollte,  das  Hereinziehen  der  Brüche  ver- 
meiden, da  sie  ja  nichts  anderes  sind,  als  Systeme  zweier  ganzen  Zahlen, 
ttnd  ebenso  werden  wir  in  gewisser  Weise  auch   irrationale  Zahlen  in 
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den  Kreis  unserer  Erörterungen  auiiielimen.  Endlich  wird  man  an- 
gesichts der  konsequenten  und  allgemeinen  Entwicklung  der  Begriffe 
der  Teilbarkeit  und  des  Enthaltenseins  noch  die  arithmetische  Behand- 
lung der  rationalen  Funktionen  einer  oder  mehrerer  Variablen,  sow^ie 
die  Herleitung  der  einfachsten,  hierher  gehörigen  Resultate  nicht 
entbehren  können,  wir  wollen  daher  auch  sie  schon  in  diesen 
Vorlesungen  benutzen.  Der  Erfolg  einer  solchen  Erweiterung  unseres 
Gebietes  wird  sich  in  dem  ferneren  Verlaufe  bei  der  Untersuchung  der 
Reciprocitätsgesetze  und  der  Behandlung  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen  deutlich  zeigen. 

Eine  Fortführung  dieser  allgemeinen  Untersuchungen  ist  dann 
nach  zwei  Seiten  hin  möglich:  Entweder  kann  sich  die  genaue  Be- 
trachtung der  linearen  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  oder 
die  Spezialbehandlung  der  Funktionen  einer  Variablen  von  höherem, 
als  dem  ersten  Grade  anschliefsen.  Der  erste  Weg  führt  uns  zur 
Determinantentheorie,  der  letztere  zur  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen,  die  ja  nichts  anderes  ist,  als  die  Untersuchung  von  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen,  die  den  Wert  Null  haben  sollen.  Den  letzten 
Teil  des  Stoffes,  der  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zu  erledigen  ist, 
würden  dann  die  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  bilden,  deren 
Grad  den  ersten  übersteigt. 

Das  ist  der  Plan,  nach  dem  ich  die  Reihe  meiner  Vorlesungen 
über  allgemeine  Arithmetik  einzurichten  gedenke.  Nunmehr  trete  ich 
in  die  „Zahlentheorie",  die  erste  derselben,  ein. 


§■3. 

* 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  über  das  Alter,  die  Be- 
gründung und  die  Abgrenzung  der  Arithmetik  will  ich  ihre  geschicht- 
liche Entwicklung  in  gedrängter  Kürze  darlegen.  Es  wird  uns  ein 
solcher  Überblick  zugleich  Gelegenheit  geben,  auf  die  Hauptprobleme, 
die  unsere  Wissenschaft  in  den  zwei  Jahrtausenden  ihres  Werdens  und 
Wachsens  beschäftigt  haben,  kurz  hinzuweisen. 

Wie  schon  erwähnt,  fällt  die  Eütstehung  der  Zahlen  und  ihres 
Gebrauches  in  Zeiten,  aus  denen  uns  keine  Kunde  mehr  geworden  ist. 
Doch  auch  aus  den  ersten  historischen  Perioden  ist  uns  nur  sehr  wenig 
über  die  Anfänge  der  Zahlenlehre  aufbewahrt.  Die  wirkliche  Aus- 
bildung derselben  beginnt,  wie  überhaupt  unsere  Kultur,  im  Orient. 
Nur  aus  Steinresten,  namentlich  durch  die  schätzenswerten  Entdeckungen 
von  J,  Brandis  in  den  letzten  JahVzehnten,  wissen  wir,  dafs  die  alten 
Babylonier  die  Behandlung  der  Zahlen,  besonders  in  bezug  auf  ihre 
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Teilbarkeit  bereits  zu  einer  hohen  Stufe  gebracht  haben  müssen;  dies  war 
hauptsachlich  ein  Verdienst  der  bevorzugten  Priesterkaste,  welche  die 
Pfl^e  aller  Wissenschaft  in  Händen  hatte,  und  der  damit  auch  die 
Ausgestaltung  der  Zahlenwissenschaft  zufiel  Das  strenge  Kastenwesen 
erwies  sich  eben  auch  hier  als  vorzüglich  geeignet,  die  Kenntnisse 
einer  Generation  der  nächsten  unverkürzt  zu  übermitteln  und  ein 
sicheres,  stetiges  und  doch  auch  kräftiges  Fortschreiten  wissenschaft- 
licher Arbeit  zu  ermöglichen.  Mehr  noch  trug  vielleicht  das  merk- 
würdige Zahlensystem  der  Babjlonier  zu  ihren  Erfolgen  bei,  ein  System, 
dessen  Grundzahl  die  Sechzig  ist;  denn  so  unbequem  diese  grofse  Zahl 
auch  für  das  praktische  Rechnen  ist,  so  anregend  und  förderlich  mufste 
sie  für  Zahlensinn  und  Zahlenlehre  sein.  Sie  ist  eine  derjenigen  Zahlen, 
die  im  Verhältnis  zu  ihrer  Gröfse  die  meisten  Teiler  besitzen,  und 
daher  ganz  besonders  geeignet,  die  Grundzahl  eines  Systems  zu  bilden, 
viel  geeigneter  jedenfalls,  als  die  Zahl  Zehn,  die  nur  die  beiden  Teiler 
2  und  5  hat  und  die  ihre  Erhebung  zur  Grundzahl  unseres  Zahlen- 
systems dem  rein  zufälligen  Umstände  verdankt,  dafs  wir  mit  zehn 
Fingern  ausgestattet  sind.  —  Ähnliche  Vorbedingungen,  wie  bei  den 
Babyloniem  fanden  sich  auch  in  China  und  Ägypten. 

Die  Griechen  haben  die  Arithmetik  zusammen  mit  ihrer  ganzen 
Kultur  von  den  orientalischen  Völkern  übernommen,  haben  sie  aber 
nach  ihrer  Eigentümlichkeit  selbständig  ausgearbeitet  und  vervoll- 
kommnet. Auch  bei  ihnen  waren  es  nur  verhältnismäfsig  wenige, 
die  sich  mit  der  Arithmetik  befafsten,  aber  diesen  wenigen  wurde 
es  durch  das  Institut  der  Sklaverei,  die  alle  Sorge  und  Plage  des 
täglichen  Lebens  von  dem  Gebildeten  fast  völlig  fernhielt,  ermöglicht, 
sich  den  abstrakten  Wissenschaften  in  MuTse  und  mit  ganzer  Seele 
hinzugeben.  ~* 

So  haben  denn  auch  die  Griechen  Arithmetik  und  Geometrie  so 
gefördert,  dafs  Euklid  bereits  alles,  was  bis  dahin  besonders  durch 
Pffthofforas  und  die  Pythagoräer  gefunden  xmd  geleistet  worden  war, 
sammeln  und  in  seinem  bereits  erwähnten  Hauptwerke  „die  Elemente" 
systematisieren  konnte,  für  die  erstere  Disciplin  freilich  in  einer  Weise, 
die  uns  doch  mitunter  eigentümlich  berührt,  wenn  sie  auch  für  spätere 
Jahrhunderte  vorbildlich  geworden  ist. 

Schon  sein  Verfahren,  zur  Begründung  der  Zahlenlehre  von  dem 
auszugehen,  was  wir  als  kontinuierliche  Quantitäten  bezeichnen  würden, 
also  von  Gröfsenvorstellungen,  die  arithmetisch  wesentlich  unbestimmt 
sind,  kann  uns  nicht  als  der  natürliche  Weg  erscheinen.  Von  hier  aus 
gelangt  er  durch  den  an  die  Spitze  der  Entwicklung  gestellten  Begriff 
des  Verhältnisses  zur  Zahl  als  dem  Ausdruck  eines  solchen  und  zur 
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Einheit  (iiovdg),  um  nun  erst  mit  deren  Hilfe  die  ganzen  Zahlen  ein- 
fach als  Mengen  (jckfjd'og)  von  Einheiten  zu  definieren.  Sicherlich  sind 
die  Menschen  zu  dem  Zahlbegriffe  auf  eine  ganz  andere,  naturgemaCsere 
Art  gekommen;  denn  zu  einem  Vergleiche,  wie  ihn  doch  der  Begriff 
des  Verhältnisses  bedingt,  bedarf  es  schon  einer  beträchtlichen  Abs- 
traktion. 

Von  dem  letztgenannten  Begriffe  versucht  FAiUid  a  priori  eine 
Erklärung  zu  geben,  und  zwar  definiert  er  das  Verhältnis  schlechthin 
als  ein  Verhalten  (Adyog,  0xe0ig).  Die  Nichtigkeit  und  Unbrauchbar- 
keit  dieser  Bestimmung  springt  aber  derart  in  die  Augen,  dafs  man 
vermutet  hat,  die  betreffende  Stelle  rühre  gar  nicht  von  ihm  her, 
zumal  er  gleich  darauf  den  nächsten  Begriff,  den  der  Proportion  (ava- 
koyCa),  in  trefflicher  Weise  erklärt. 

Von  dem  Begriffe  der  ganzen  Zahl  aus  weiterschreitend  gewinnt 
Euklid  dann  die  Definitionen  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen,  des 
Teilers  (ft^pog),  der  unzerlegbaren  oder  Primzahlen  (iQ^d'^bg  XQ&tog) 
und  der  zusammengesetzten  Zahlen,  der  Quadrat-  und  Kubikzahlen 
(tatQaycjvoi^  xvßoi)  u.  a.  m.  Die  geometrische  Anschauungsweise  der 
Griechen  tritt  bei  den  hier  angewandten  Bezeichnungen  wieder  auf- 
fällig hervor;  so  nennt  Euklid  eine  aus  nur  zwei  Primzahlen  multipli- 
kativ  zusammengesetzte  Zahl  eine  Flächenzahl,  eine  solche,  die  nur 
drei  Primzahlen  enthält,  eine  Körperzahl.  ' 

Ganz  besonders  scharf  hebt  sich  dagegen  von  dem  geometrischen 
Hintergrunde  die  Betrachtung  der  sogenannten  vollkommenen  Zahlen 
(numeri  perfecti,  aQcd'iiol  taketoi)  ab,  deren  Eigenschaften  doch  ledig- 
lich rein  arithmetischer  Natur  sind  und  deren  charakteristisches  Merk- 
mal darin  besteht,  dafs  sie  gleich  der  Summe  ihrer  eigentlichen  Teiler 
sind.     Von  ihnen  beweist  Euklid  folgenden  merkwürdigen  Satz: 

„Wenn   man    eine  Reihe  von  Zahlen  mit   der  Eins    beginnend 
durch  fortgesetzte  Multiplikation  mit  zwei  bildet  und  addierti, 
so  erhält  man  eine  vollkommene  Zahl,  wenn  man  jene  Sumnx©, 
sobald  dieselbe  eine  Primzahl  ist,  mit  der  letzten  Zahl  der  ReiHe 
multipliziert." 

In  der  Redeweise  der  heutigen  Mathematik  würde  der  Satz  folgend^^' 
mafsen  lauten:  Ist 

1  +  2  -f  2^  -^ h  2""'  =  2"  —  1  =p 

eine  Primzahl,  so  ist  2^~  p  eine  vollkommene  Zahl. 

Bei    der  Unzulänglichkeit    der    griechischen  Zahlzeichen  ist  die^^ 
Leistung  der  griechischen  Mathematik  wahrhaft  zu  bewundem,  so  leicl*-* 
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auch  der  Beweis  mit  uDseren  jetzigen  Hilfsmitteln  zu  führen  ist.  Die 
sämmtlichen  eigentlichen  Teiler  von  2"~  p  sind  nämlich 

1,  2,  2»  •  ■  •  2-';  i),  2^),  2V  •  •  •  2"-^, 
und  ihre  Samme  ist  in  der  That 

=  1+2  + 2»  H h  2"~*  +1»  +  2p  H H  2"~*i> 

=  i,+j,(2"-'-l)=i>.2"-\ 

Nimmt  man  für  n  die  Werte  2,  3,  so  wird  p  bezw.  =  3,  7,  und  da 
diese  wirklich  Primzahlen  sind^  so  gehören  hierzu  die  vollkommenen 
Zahlen  3  •  2  =  6   und  7  •  4  =  28.     Der  FaU  w  =  4,   für  den 

1  +  2  +  2«  +  2»  =  15 

keine  Primzahl  ist,  liefert  keine  vollkommene  Zahl;  eine  solche  er- 
giebt  sich  aber  wieder  für  w  =  5,  nämlich  (2^ —  1)  2*  =  496. 

Das  Gepräge,  welches  die  Zahlentheorie  bei  Euklid  trägt,  ist  ihr 
bis  auf  den  heutigen  Tag  geblieben.  Für  ihre  Eigentümlichkeit,  ganz 
Triviales  und  ungemein  Tiefsinniges  dicht  neben  einander  mit  sich  zu 
führen,  die  in  dem  Mafse  keine  andere  mathematische  Disciplin  mit 
ihr  teilt,  kann  es  eine  deutlichere  Illustration  kaum  geben,  als  sie 
die  „Elemente^  die  erste  sie  behandelnde  Schrift,  darbieten.  Mit  er- 
müdender Breite  wird  da  auf  der  einen  Seite  bewiesen,  dafs  das  Produkt 
zweier  Quadratzahlen  wieder  eine  solche  ist,  und  dann  steht  im 
20.  Kapitel  des  neunten  Buches  der  durch  Inhalt  und  Beweis  gleich 
ausgezeichnete  Satz,  dafs  die  Anzahl  der  Primzahlen  unendlich  grofs 
ist.     Schon  die  Fassung,  die  Euklid  demselben  giebt,  ist  vortrefilich: 

„Der  Primzahlen    sind   mehr,    als  jede   vorgelegte  Anzahl   von 
Primzahlen." 

Auch  den  Gang  des  Beweises  wollen  wir  in  der  von  Euklid  herrührenden 
Form  geben.  Da  die  Methode  der  allgemeinen  Untersuchung  von  beliebig 
vielen  Zahlen  noch  nicht  bekannt  war,  so  beschränkt.e  er  sich  darauf, 
drei  Primzahlen  als  gegeben  anzunehmen  und  zu  zeigen,  dafs  dann 
notwendig  noch  eine  vierte  existieren  mufs;  dabei  richtete  er  aber 
seinen  Beweis  so  ein,  dafs  sich  seine  Anwendbarkeit  auf  beliebig  viele 
Primzahlen  von  selbst  ergab: 

Es  seien,  sagt  er,  ^,  B,  F  drei  vorgelegte  Primzahlen;  aus 
denen  bilden  wir  die  Zahl  E  so,  dafs  sie  die  kleinste  ist,  die  ^,  B,  F 
zu  Teilern  hat.  Dann  mufs  £?  +  1  entweder  selbst  eine  Primzahl  sein, 
oder  sich  doch  in  Primfaktoren  zerlegen  lassen.  Es  sei  ^  die  kleinste 
Primzahl,  die  in  E  -{-  1  enthalten  ist;  dann  kann  ^  durch  A,  B,  F 
nicht  teilbar  sein,  denn  wäre  das  der  Fall,  so  müfste  es  auch  E  -\-  l 
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sein,  und  das  ist  ja  ausgeschlossen ,  weil  E  selbst  durch   diese  Zahlen 
teilbar  ist. 

Der  Nachweis  dieses  Satzes  würde  sich  heute  etwa  so  gestaltet 
haben:  2h  7  P^y-Pn  seien  vorgelegte  Primzahlen;  bilden  wir  dann 
die  Zahl  (Pi  -  p^  -  p^  -  -  -  Pn  -\-  1),  so  ist  sie  durch  keine  jener  n  Prim- 
zahlen teilbar.  Sie  ist  deshalb  entweder  selbst  eine  Primzahl  oder 
enthält  doch  wenigstens  eine  Ton  Pi,  p^y  p^,  -  -  -Pn  verschiedene  Prim- 
zahl als  Teiler. 

Diese  Euklidischen  Ergebnisse  greifen  aber  noch  viel  weiter;  sind 
nämlich  in  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  die  n  ersten  Primzahlen 
gegeben,  so  folgt  aus  ihnen  nicht  nur  die  Existenz  einer  (n  -}-  1)*", 
sondern  auch  ein  bestimmtes  Intervall,  in  dem  mindestens  eine  fernere 
Primzahl  mit  Sicherheit  liegen  mufs.  Freilich  ist  dieses  Intervall  sehr 
grofs,  und  es  entsteht  daher  notwendig  die  Frage  nach  dem  kleinsten 
Zwischenräume,  in  dem  jene  (n  +  1)*"  Primzahl  liegen  mu&,  oder, 
was  dasselbe  ist,  nach  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Primzahlen  auf 
einander  folgen,  eine  Frage,  die  auch  heute  noch  ihrer  Beantwortung 
harrt;  die  Intervalle,  die  allemal  zwischen  je  zwei  benachbarten  Prim- 
zahlen liegen,  sind  ganz  unregelmäfsig,  bald  grofs,  bald  klein.  Es 
scheint  fast,  als  ob,  so  weit  man  auch  in  der  Reihe  der  Zahlen  fort- 
schreiten mag,  immer  neue  Primzahlen  vorkommen  müssen,  die  sich 
um  so  wenig  wie  überhaupt  möglich,  d.  h.  nur  um  zwei  Einheiten  unter- 
scheiden; doch  fehlt  auch  hierfür  noch  der  Beweis. 

Nachdem  man  so  erkannt  hatte,  dafs  in  der  R^ihe  der  natürlichen 
Zahlen  die  der  Primzahlen  nie  abbricht,  lag  es  eigentlich  nahe,  die 
allgemeinere  Untersuchung   anzustellen,   ob   in    einer  Zahlenreihe,  die 
aus  der  natürlichen  durch  Überspringen  einer  bestimmten  Anzahl  vo 
Zwischengliedern  entsteht,  also  z.  B.  in  der  Reihe 

1,  5,    9,  13, 
oder 

3,  7,  11,  15, 

oder  überhaupt  in  einer  beliebigen  arithmetischen  Reihe 

by  a  -\-  b,    2a  -\-  b, . .  .na  -{-  b,  • ' '         (>«=i,  2, 3 . . .) 

wo  a  und  b  selbstredend  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben  dürfen,  imme 
unendlich  viele  Primzahlen  vorhanden  sind. 

Jedoch  erst  der  französische  Mathematiker  Legendre  war  es,  de 
diese  Frage  überhaupt  einmal  aufwarf,  und  zwar  glaubte  er  anfangs, 
dem  Satze,  dafs  jede  arithmetische  Reihe  unendlich  viele  Primzahlen 
enthält,  selbstverständliche  Richtigkeit  zuschreiben  zu  dürfen;  später 
gab    er   jedoch    ausdrücklich    einen    Beweis,    der    sich    indessen    auf 


•    •    • 


•    •    • 
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unbewiesene  Annahmen  stützt.  Es  war  dem  grofsen  Zahlentheoretiker 
Gustav  hejeune-Dirichlet  vorbehalten,  einen  völlig  strengen  Beweis  jener 
Legendre'schen  Behauptung  zu  führen.  Aber  er  wiederum  bediente 
sich  eines  von  dem  Euklidischen  ganz  abweichenden  Verfahrens  und 
vermochte  daher  nicht,  dessen  klassisches  Vorbild  zu  erreichen  und 
seinen  Beweis  so  auszubilden,  dafs  er  ein  Intervall  erkennen  läfst,  in 
dem  notwendig  immer  eine  neue  Primzahl  der  arithmetischen  Reihe 
liegen  mufs.  Im  Jahre  1885  ist  es  mir  dann  gelungen,  dem  Beweise 
DiricMets  jene  Vollendung  zu  geben,  und  in  diesen  Vorlesxmgen  werde 
ich  ihn  zum  ersten  Male  in  seiner  exakteren  Fassung  auseinander- 
setzen. 

Das  Gesetz  anzugeben,  nach  dem  die  Primzahlen  einer  beliebigen 
arithmetischen  Reihe  auf  einander  folgen,  sind  wir  natürlich  noch  viel 
weniger  imstande,  als  wir  es  für  den  Spezialfall  der  natürlichen 
Zahlenreihe  waren. 

Man  ersieht  hieraus,  und  das  ist  recht  bezeichnend  für  die  Natur 
der  zahlentheoretischen  Aufgaben,  dafs  Fragen,  die  mit  den  von  Euklid 
behandelten  innig  zusammenhängen,  erst  zwei  Jahrtausende  nach  ihm 
in  der  Wissenschaft  auftauchten  und  zum  gröfsten  Teile  noch  heute 
ungelöste  Rätsel  geblieben  sind. 

Von  den  Forschem,  die  vor  Euklid  oder  gleichzeitig  mit  ihm  auf 
unserm  Gebiete  gewirkt  haben,  ist  nur  wenig  oder  nichts  erhalten 
geblieben,  und  so  läfst  es  sich  nur  schwer  entscheiden,  wie  grofs  der 
Anteil  ist,  der  ihm  selbst  an  den  in  seinen  Schriften  niedergelegten 
Resultaten  zukommt.  Jedenfalls  verrät  sein  Werk,  welches  noch  jetzt 
in  England  als  Elementarbuch  gebraucht  wird,  und  auf  das  sich  auch 
die  meisten  unserer  Lehrbücher  stützen,  einen  so  hohen  Grad  wissen- 
schaftlicher Reife,  dafs  man  zu  der  schon  erwähnten  Hypothese  genötigt 
wird,  Euklid  sei  mehr  ein  Bearbeiter  der  mathematischen  Errungen- 
schaften mehrerer  Jahrhunderte,  als  der  Schöpfer  einer  eigenen  Lehre  ge- 
wesen. Die  „Elemente"  haben  in  den  letzten  Jahren  durch  Menge  und 
Heiberg  eine  ausgezeichnete  Übersetzung  ins  Lateinische  gefunden. 

§4. 

Von  den  späteren  griechischen  Zahlentheoretikem,  die  zwar,  wie 
gesagt,  ihre  Wissenschaft  nie  in  ein  System  gebracht,  sie  aber  doch 
bedeutsam  gefördert  haben,  ist  uns  ebenfalls  verhältnismäfsig  sehr 
weniges  überliefert.  Für  unsere  knappe  historische  Übersicht  schliefst 
sich  an  Euklid  erst  wieder  der  Alexandriner  Diophant  an,  ein  ganz 
aufserordentliches  mathematisches  Talent,  durch  den  die  Zahlentheorie 


12  Erste  Vorlesung. 

sehr  erheblich  in  ihrer  Entwicklung  weiter  geführt  wurde.  Bis  vor 
kurzem  schwankten  selbst  die  Angaben  über  seine  Lebenszeit  um 
600  Jahre,  nämlich  zwischen  2(X)  v.  tJhr.  und  400  n.  Chr.,  nur  schlols 
man  aus  dem  Umstände,  dafs  seine  Schriften  ein  so  sehr  viel  reicheres 
Material  aufweisen,  als  die  EufclidSy  dafs  sein  Leben  wohl  in  das  Ehide 
jener  Periode  fallen  müfste,  und,  wie  sich  zeigte,  mit  vollem  Recht; 
denn  neuerdings  ist  den  Bemühungen  der  französischen  Historiker 
unserer  Wissenschaft  der  Nachweis  geglückt,  dafs  Diophant  um  das 
Jahr  350  n.  Chr.  unter  Kaiser  Julian  gelebt  hat.  Er  soll  84  Jahre  alt 
geworden  sein  und  hat,  wie  wir  mit  Sicherheit  wissen,  13  Bücher  über 
arithmetische  Probleme  geschrieben,  von  denen  nur  sechs,  aber  wohl  die 
wichtigsten,  auf  uns  gekommen  sind,  sowie  eine  auch  noch  vorhandene 
Abhandlung  über  die  Polygonalzahlen  verfafst. 

Diophant  ist  für  uns  der  erste  Darsteller  der  Algebra  und  der 
allgemeinen  Arithmetik;  er  behandelte  als  erster  die  Auflösung  von 
numerischen  Gleichungen,  die  allerdings  bei  ihm  noch  alle  in  die 
Form  praktischer  Aufgaben  eingekleidet  sind,  und  kam  im  Anschlüsse 
daran  auf  den  Gedanken,  für  die  Unbekannte  (aQid'iibg  ickoyog)  einen 
neuen  Buchstaben  einzuführen.  Das  war  eine  äufserst  glückliche  Kon- 
zeption, von  der  eins  der  wichtigsten  Hilfsmittel  der  ganzen  Mathe- 
matik, die  Buchstabenrechnung,  ihren  Ausgang  nahm  und  die  grade 
für  einen  Griechen  um  so  schwieriger  war,  als  die  Buchstaben  seines  Alpha- 
bets bereits  sämtlich  bestimmte  Zahlen  ausdrückten.  Er  wählte  zur  Be- 
zeichnung der  Unbekannten  den  Buchstaben  g  das  Compendium  für  igi&fuig. 

Femer  gab  Diophant  eine  allgemeine  Methode  an,  um  lineare 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  aufzulösen,  während  vor  ihm  die 
Griechen  allein  auf  den  Weg  des  Probierens  angewiesen  waren.  Dabei 
ist  es  nun  ein  interessanter  Beleg  für  die  Langsamkeit  des  Fortschritte* 
in  der  Mathematik,  dafs  er  die  Systeme  zweier  linearen  Gleichungen- 
mit  zwei  Unbekannten  zwar  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zog,  es- 
aber  doch  nicht  dahin  brachte,  für  sie  dasselbe  zu  leisten,  wie  für  eine 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten,  dafs  es  ihm  nicht  in  den  Sinn  kam,  auch 
für  die  zweite  Unbekannte  gleichfalls  ein  besonderes  Zeichen  zu  suchen. 
Nachdem  er  nämlich  die  eine  Unbekannte  mit  Hülfe  seiner  neuen  Methode 
bestimmt  hat,  findet  er  die  zweite  in  der  früheren  Weise,  durch  Probieren. 

Von  hier  aus  wandte  er  sich  schliefslich  den  Gleichungen  zu,  die 
wir  noch  jetzt  Diophantische  nennen,  deren  Lösungen  nicht  vollständig 
definiert  sind,  aber  ihrer  Natur  nach  notwendig  ganze  Zahlen  sein 
müssen,  und  beschäftigte  sich  z.  B.  mit  der  Aufgabe,  eine  ganzzahlige 
Gleichung  mit  mehreren  Unbekannten  durch  ganze  Zahlen  zu  befrie- 
digen.   Untersuchungen  dieser  Art  bilden  dann  später  in  ihrem  weiteren 
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Umfange  einen  so  wesentlichen  Teil  der  Zahlentheorie  ^  dafs  man   die- 
selbe anch  Diophantik  oder  diophantisehe  Analytik  genannt  hat*). 

Ziemlich  gleichzeitig  mit  Diophant  lebten  noch  zu  Alexandrien 
der  wenig  bedeutende  Mathematiker  Theon  und  seine  Tochter  Hypatia, 
ein  echtes  Kind  der  untergehenden  heidnisch-griechischen  Zeit,  der  Ton 
Suidas  ebenfalls  mathematische  Arbeiten,  u.  a.  ein  Kommentar  zu 
DiophafUs  Werken,  zugeschrieben  werden  und  die  im  Jahre  415  von 
den  fanatischen  Christen  ihrer  Vaterstadt  getötet  wurde. 

Hiermit  schliefst  in  der  Hauptsache  die   Geschichte    der  Zahlen- 
lehre  der  Griechen  ab,  und  Ton  ihnen  geht  die  Pflege  unserer  Wissen- 
schaft an  die  Araber  über,  von  denen  wir  freilich  wenig  mehr  als  eine 
Übersetzung  des  Diophant,  und  auch  die  nicht  einmal  vollständig,  besitzen. 
So  haben  die  Araber  zwar  die  Zahlentheorie  nur  in  geringem  Mafse 
inhaltlich  durch  eigene  Entdeckungen   bereichert;   dagegen  verdanken 
wir    ihrem   hervorragenden  Formensinne   die  Ausarbeitung  von  Hilfs- 
mitteln, deren  sich   die  heutige  Mathematik  bedient,  und  speziell  die 
Begründung   der  von   ihnen   mit   dem  Namen  „Algebra"   (etwa  Buch- 
stabenrechnung) belegten   Wissenschaft.     Aufserdem  aber  machten  sie 
dem  Abendlande  das  herrliche  Geschenk  unseres  jetzigen  Ziffemsystems, 
das  sie  ihrerseits  von  den  Persem  und  Indem  überkonmien  hatten,  ein 
Gleschenk,  welches   den  zahlentheoretischen  Forschungen  geradezu  die 
Schwingen  verlieh,  die  ihnen  bis  dahin  fehlten.     Wenn  man  nämlich 
auch  annehmen   darf,    dafs   die  Weiterbildung  der   Zahlen   und   ihrer 
Theorie  jedenfalls  ohne  die  Einfuhrung  dieses  Ziffemsystems,  wenn  auch 
sdir  viel  langsamer,  vor  sich  gegangen  wäre,  so  kann  man  doch  ihre 
Wichtigkeit  für  die  Entwicklung  der  gesamten  abendländischen  Kultur 
überhaupt  kaum  hoch  genug  anschlagen. 

Auf  verschiedenen  Wegen  gelangten  die  arabischen  Ziffern  nach 
Italien,  und  das  neue  System  breitete  sich  dann  in  dem  übrigen  Europa 
langsam  aus,  so  dafs  es  erst  am  Ausgange  des  Mittelalters  ein  Gemein- 
gut des  ganzen  Occidents  geworden  ist. 

*)  Der  Einwurf  lAbris^  (Memoire  sur  la  th^orie  des  nombres,  Crelle's  Journal 
^  9)  Biophemts  unbestimmte  lineare  Gleichungen  seien  nicht  sowohl  unbestimmt, 
>l8  vielmehr  überbestimmt,  da  einer  solchen  Gleichung 

ax  -\-  by  -\-  c  =  0 
noch  die  beiden  andern 

sin  xn  =  0,     sin  yic  =  0 

'^^^^z^f^  werden  müTsten,  um  x  imd  y  als  ganze  Zahlen  zu  charakterisieren, 
ist  nichtig,  weil  die  letzteren  unendlich  viele  Lösungen  besitzen,  also  keine  wirk- 
lichen Gleichungen  sind.  Bei  seinem  ersten  Auftreten  wurde  dieser  Einwand 
aelbat  von  DirichUt  nur  als  Kuriosität  behandelt. 


Zweite  Vorlesung. 

Niedergang  der  Wissenschaften  im  Mittelalter.  —  Die  Arithmetik  im  siebzehnten 
und  achtzehnten  Jahrhundert.  —  Fermat  und  einige  von  seinen  Sätzen.  —  Beweis 
des  8.  g.  kleinen  Fermatschen  Satzes.  —  Die  Polygonalzahlen.  —  Der  s.  g.  grofse 
Fermat'sche  Satz:  Die  Gleichung  x"  +  y"  =  ^^  ^^t  nur  für  n  =*  2  in  ganzen 
Zahlen  lösbar.  —  Euler;  sein  Leben  und  einige  seiner  arithmetischen  Arbeiten.  — 
Die  vollkonmienen  und  die  befreundeten  Zahlen.  —  Diophantische  Probleme.  — 
Eulers  Lösung  des  Fermatschen  Problemes  in  den  Fällen  n  =  2  und  n  =  4.  — 
Die  Feilsche  Gleichung.  —  Das  Reciprocitätsgesetz.  —  Legendre  und  sein  Essai 

sur  la  thäorie  des  nombres. 

§1- 

Das  Mittelalter  ist  eine  Zeit  des  Niederganges  der  Mathematik, 
wie  aller  Wissenschaften.  Die  Geschichte  der  Algebra  beginnt  erst 
wieder  im  16.,  die  der  Arithmetik  sogar  erst  im  17.  Jahrhundert,  das 
wohl  für  alle  Zweige  der  Mathematik  eins  der  fruchtbarsten  gewesen 
ist.  In  dieser  Periode  ersteht  ganz  unvermittelt  ein  Mann,  der  auf 
seinem  Gebiete  wahrhaft  Wunder  Tollbracht  hat  und  vielleicht  nächst 
Gaufs  als  der  gröfste  Zahlentheoretiker  aller  Zeit.en  anzusehen  ist.  Es 
war  dies  Fermdty  der  von  1601 — 1665  lebte.  Er  war  nicht  einmal 
Mathematiker  von  Fach,  sondern  Jurist  und  bekleidet»e  die  Stelle  eines 
Parlamentsrates  in  Toulouse.  Dafs  er  trotzdem  nicht  nur  ein  arith- 
metisches Talent  ersten  Ranges,  sondern  auch  in  vollem  Mafse  ein 
Gelehrter  gewesen  ist,  geht  aus  einigen  uns  erhaltenen  Briefen  und 
Aufzeichnungen  hervor,  denen  zufolge  er  sowohl  die  gesamte  Arith- 
metik seiner  Zeit  beherrschte,  wie  eine  eindringende  Kenntnis  der 
Newtonschen  Analysis  besafs*). 

Fermat  hat  eine  Übersetzung  des  Diophant  angefertigt  und  die- 
selbe mit  Randbemerkungen  versehen,  in  denen  er  seine  zahlentheore- 
tischen Entdeckungen  leider  meistenteils  ohne  Beweis  aufbewahrt  uni 
dadurch  uns  Nachlebenden  eine   grofse  Zahl  unenthüUter  Geheimnisse 
hinterlassen  hat.  Man  ist  von  der  Richtigkeit  der  Fermatschen  Theoreme 
überzeugt  und  glaubt  auch,  dafs  er   sie    thatsiiohlich   bewiesen    habe^ 

*)  Eine  vollständige  Ausgabe  seiner  Werke  und  der  von  ihm  hinterlassenecr^s 
Briefe  wird  seit  dem  Jahre  1891  durch  Paul  Tannery  und  Charles  Henry  besorgt.  H. 
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aber  auffällig  bleibt  es,  dafs  bei  den  Sätzen,  denen  er  seinen  Beweis 
zugefügt  hat,  derselbe  nicht  allzu  schwer  erscheint,  und  grade  da,  wo 
sich  dem  Beweise  für  uns  ungewöhnliche  und  zum  Teil  heute  noch 
nicht  überwundene  Schwierigkeiten  entgegenstellen,  ein  solcher  auch 
bei  Fermat  fehlt.  Andrerseits  darf  wieder  nicht  verschwiegen  werden, 
dafs  FertHoi,  wie  Jacobi  hervorgehoben  hat,  bei  einigen  seiner  Be- 
hauptungen, die  sich  nachher  als  nicht  korrekt  herausgestellt  haben, 
ausdrücklich  bemerkt,  er  halte  dieselben  zwar  für  richtig,  habe  sich 
aber  vergebens  um  einen  Beweis  bemüht,  während  bei  den  wahrschein- 
lich richtigen  Sätzen  ein  derartiger  Zusatz  jedesmal  fehlt. 

um  die  geschichtliche  Darlegung  unserer  Absicht  gemäfs  mit  einer 
sachlichen  Einführung  in  die  Aufgaben  der  Zahlentheorie  zu  ver- 
schmelzen und  hier  speziell  einen  Einblick  in  die  Fragen  zu  geben, 
mit  denen  sich  Fermat  beschäftigt  hat,  wollen  wir  im  folgenden  einige 
der  von  ihm  herrührenden  Sätze  besprechen  und  zugleich  damit  An- 
deutungen verknüpfen,  in  welcher  Weise  sie  auf  die  fernere  Entwick- 
lung der  Zahlentheorie  eingewirkt  haben. 

Zunächst  wenden  wir  uns  einem  Theoreme  zu,  das  heute  im  Gegen- 
satze zu  dem  viel  tiefer  liegenden  „grofsen  Fermatschen  Satze"  unter 
dem  Namen  „kleiner  Fermatscher  Satz"  bekannt  ist  und  folgender- 
maTsen  ausgesprochen  werden  kann: 

Ist  p  eine  beliebige  Primzahl,  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so 

ist  der  Ausdruck 

n^  —  n 
stets  durch  p  teilbar. 

Am  einfachsten  kann  der  Beweis  hierfür  durch  Induktion  geführt  wer- 
den: Aus  dem  binomischen  Lehrsatze  ergiebt  sich  nämlich  die  für  einen 
l)eliebigen  Wert  von  n  geltende  Identität 

p-i 
(n+iy-(n  +  l)  =  n'-n  +  ^p,  n'-\ 

WO  die  ganzen  Zahlen 

_  l){p  -  1) .  .  .  (p  -  Ä  -t-  1) 

Ph  — 1T2  ".ttä ^*-*'  *'  •  *  ■  ^"^^ 

die  zum  Exponenten  p  gehörigen  Binomialkoefficienten  sind.  Da  nun 
P\j"'p  _j  ihrer  Natur  nach  ganze  Zahlen  sind  und  ihi-e  Nenner  aus 
l*»iter  Faktoren  bestehen,  die  kleiner  sind,  als  die  Primzahl  p,  während 
allemal  ihre    Zähler  p   enthalten,    so    mufs  jede    einzelne    von    ihnen 

wid  damit  auch  die  Summe  ^^  Pf,'^^~^  durch  p  teilbar,  d.  h.  von  der 

A==l 
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Form  p  '  k  sein.     Es  ist  also 

{n+iy  —  (n-{-l)  =  n''  —  n+p'k 

Ist  daher  n^  —  n  durch  p  teilbar,  so  gilt  dasselbe  auch  Ton 
(w  +  1)''  —  (w  +  1)?  ^^^^  da  der  obige  Satz  für  n  =  1  offenbar  erfüllt 
ist,  so  ist  er  hiemach  für  jeden  Wert  von  n  bewiesen. 

Diese  Herleitung  stützt  sich  darauf,  dafs  die  BinomiaUcoefficienten 
ihrem  Wesen  nach  notwendig  ganze  Zahlen  sein  müssen,  denn  der  Bino- 
mialkoefficient  p^  ist  der  Koefficient  von  x^  in  der  Entwickelung  von 
(1  +  ^Yf  giebt  also  an,  wie  oft  die  Potenz  x^  in  dem  Produkte 
(1  +  a?)  •  •  (1  +  a:)  =  (1  -[-  xY  vorkommt,  und  diese  Anzahl  mufs 
daher  ihrer  Natur  nach  notwendig  ganz  sein;  es  ist  dies  ein  Beweis- 
moment, welches  in  unserer  Wissenschaft  häufig  wiederkehrt  und  auf 
das  wir  in  einem  andern  Zusammenhange  noch  zurückkommen  werden. 

Von  den  vielen  Erweiterungen  des  kleinen  Fermatschen  Satzes, 
der  in  der  elementaren  Zahlentheorie  eine  sehr  bedeutende  Rolle 
spielt,  wollen  wir  eine  hier  vorführen,  weil  sie  uns  in  der  Folge  inter- 
essieren wird: 

Nach  dem  polynomischen  Lehrsatze  besteht  die  Identität 

_  V ...  V     p'-     ^*. . . .  -,*. 

k 


(a:,  +  a^,  +  --  +  x,)p=2---2jrr^^>'--^»"' 


wo  sich  die  Summationen  über  alle  diejenigen  Werts jsteme  Ai,  •  •  Ä'„ 
zwischen  0,  1,-  -  •  p  erstrecken,  deren  Summe  genau  gleich  p  ist,  und 

wo  wieder  die  Polynomialkoefficienten  7-— : .  irr  i^^^r  Entstehungsweise 

nach  natürlich  ganze  Zahlen  sind.  Ist  nun  für  einen  solchen  eines  der  k, 
etwa  k^  gleich  p  selbst,  so  sind  alle  übrigen  k^^  k^,  -  -  -  k^  gleich  0,  der 
betreffende  Koefficient  ist  demnach  gleich  1;  die  Gesamtheit  aller  der- 
artigen Glieder  auf  der  rechten  Seite  ist  offenbar: 


<  +  <  H \-  <• 

In  allen  andern  Gliedern  unserer  vielfachen  Summe  sind  die  Zahlen  k 
durchweg  kleiner  als  p;  ist  daher,  was  nunmehr  angenommen  werden 
soll,  p  eine  Primzahl,  so  sind  alle  jene  Koefficienten  Vielfache  von  |), 
weil  ihre  Zähler  p  enthalten,  die  Faktoren  ihrer  Nenner  aber  sämtlich 
kleiner  als  p  sind.     Wir  haben  damit  den  Satz  gewonnen: 

Ist  p  irgend  eine  Primzahl,  so  ist  die  Differenz 
(1)  (a;^  +  a;,  +  ■  •  ■  +  a:J''  -  «  +  <  -h  •  • .  +  <) 

stets  durch  p  teilbar. 
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Z.  B.  ist  für  p  =  3 

(x,  +  x^  +  x^f-{x\+xl+xl) 

=  S{xlx^  +  x\  +  x^^  +  ar^a;*  +^1^:3  +  a;,a;J  +  2x^x^x^) . 

Setzt  man  in  dem  obigen  Ansdruck  (1)  speziell: 

rc^  ==  a?„  =  •  •  •  =  a;  =  1 , 

so  ergiebt  sich  direkt^  dafs  n'*  —  n  durch  p  teilbar  ist,  und  der 
Fermatsche  Satz  ist  so  von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus 
noch  einmal  abgeleitet. 

§  2. 

Ehe  wir  zu  dem  grofsen  Fermatschen  Satze  übergehen,  be- 
handeln wir  noch  eine  Gruppe  von  Sätzen,  die  Fermat  selbst  als  „pul- 
cherrima  theoremata"  bezeichnet,  und  denen  er,  einer  Andeutung  in  den 
Randbemerkungen  zufolge,  eine  eigene  Abhandlung  widmen  wollte.  Sie 
betreffen  die  Lehre  von  den  sogenannten  Polygonalzahlen,  einen  Lieb- 
lingsgegenstand für  seine  Arbeiten,  und  es  erfüllt.e  ihn  mit  besonderem 
Stolze,  dafs  er  der  Entdecker  gerade  dieser  Theoreme  gewesen  ist.  Dennoch 
haben  FermcUs  Ergebnisse  auf  diesem  Gebiete  weit  weniger  in  die  fernere 
Entwicklung  der  Zahlentheorie  eingegriffen,  als  manche  andere  seiner 
Entdeckungen,  vielleicht,  weil  sie  überhaupt  nicht  so  sehr  den  Stempel 
wissenschaftlicher  Resultate,  als  den  einer  geistvollen  Unterhaltung  tragen, 
vielleicht  aber  auch,  weil  unsere  arithmetischen  Methoden  auf  Probleme 
dieser  Art  npch  nicht  erfolgreich  angewendet  werden  können;  denn  gerade 
bei  jenen  Sätzen,  die  im  wesentlichen  noch  unsem  Bemühungen,  sie 
zu  beweisen,  spotten^  wird  man  auf  die  Vermutung  geführt,  dafs  Femiat 
die  Zahlentheorie  nach  einer  ganz  andern  Richtung  ausgebildet  habe, 
als  wir,  dafs  er  nämlich  über  die  additive  Zusammensetzung  der  Zahlen 
sich  Aufschlüsse  verschafft  habe,  die  uns  auch  heute  noch  fehlen. 

Der  Begriff  der  Polygonalzahlen  knüpft  an  die  Art  an,  wie  man 
spielerisch  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  in  der  Form  eines  Dreiecks, 
eines  Vierecks  u.  s.  f.  folgendermafsen  anordnen  kann: 

Anordnung  der  Zahlen  im  Dreieck: 

1       3       6     10  • 
2      5       9     * 

• 

4      8    • 
7     • 

Kronecker,  Zahlentbeorie.    I.  2 
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Anordnung  der  Zahlen  im  Viereck: 


1 

4 

9 

16  : 

2 

3 

■  8 

15  ■- 

5 

6 

7 

14  : 

10 

•    •    • 

11 

•        •        • 

12 

>        •        •        • 

13  : 

•  •  •  • 

Anordnung  der  Zahlen  im  Fünfeck: 

^  S         12 


U.  B.  f. 

Man  bezeichnet  dann  allgemein  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  auB 
denen  bei  dieser  Darstellung  das  erste,  zweite,  dritte,  •  •  •  fc-Eck  besteht,  alfl 
die  erste,  zweite,  dritte,  •  •  •  i;-Eckszahl,  so  dafs  also  in  den  oben  be- 
zeichneten drei  Anordnungen  die  in  der  obersten  Horizontalreihe  neben 
einander  stehenden  Zahlen  die  Reihe  der  Dreiecks-,  Vierecks-  und  Fünf- 
eckszahlen darstellen.     Es  sind  demnach: 

1,    3,     6,     10,     15,    21,..  i-(n*  +  n) 

die  Dreiecks-  oder  Trigonalzahlen, 

1,    4,     9,     16,     25,    36,...  n» 
die  Vierecks-  oder  Tetragonalzahlen, 

1,    5,12,    22,    35,    51,..y(3n*  — w) 

die  Fünfecks-  oder  Pentagonalzahlen,  und  man  erkennt  leicht,  dafs  die 
allgemeine  Ileihe  der  A;-Eckszahlen 

1,    *,    3Ä  — 3,     6Jfc  — 8,     lOÄ  — 15,  . 

lauten  mufs. 

Sie  alle  bilden  arithmetische  Reihen  zweiter  Ordnung,  die  mit  der 
Eins  beginnend  A:  —  1  zur  ersten,  Ä*  —  2  zur  zweiten  Differenz  haben. 
Überträgt   man   die   eben   beschriebene   Art   der   Anordnung   auf   den 


n-\ -— (A-  — 2) 


§  2.   Die  Polygonalzahlen.  19 

Raum,  so  bekommt  man  die  polyedrischen  Zahlen,  die  arithmetische 
Beihen  dritter  Ordnung  bilden.  Setzt  man  in  dem  allgemeinen  Aus- 
druck n  +  —-F"  (*  —  ^)  ^  ^®  ****  A-Eckszahl  n  =  0,  so  erhält  man 

für  jedes  h  als  nullte  2;- Eckszahl  die  Zahl  Null,  und  in  manchen  Fällen, 
insbesondere  bei  dem  unten  erwähnten  Hauptsatze,  ist  diese  den  A^Ecks- 
zahlen  zuzurechnen. 

Zunächst  seien  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Geschichte 
dieser  figurierten  Zahlen  hier  angefügt:  Allem  Anscheine  nach  hat  man 
sie  bereits  in  der  Schule  Piatos  untersucht;  jedenfalls  thaten  dies  der 
ca.  200  Y.  Chr.  lebende  Mathematiker  HypsHdes,  sowie  der  Alexandriner 
Eratosfhenes.  Endlich  hat,  wie  schon  erwähnt,  Diophant  eine  kleine 
zehn  Lehrsätze  umfassende  Abhandlung  über  sie  geschrieben.  Doch 
soTiel  sich  auch  die  Griechen  mit  diesen  eigentümlichen  Zahlen  be- 
.  schaftigt  haben,  sie  waren  weit  davon  entfernt,  den  folgenden  Satz 
Fermats  aufzufinden: 

„Jede   Zahl    läfst    sich    als   Sunmie   von   k  2; -Eckszahlen   dar- 
stellen.^ 

Derselbe  ist  in  seiner  Allgemeinheit  bis  auf  den  heutigen  Tag  noch 
nicht  ein  wandsfrei  bewiesen  worden,  und  für  die  speziellen  Fälle,  in 
denen  das  gelungen  ist,  mit  so  tiefliegenden  Hilfsmitteln,  dafs  man  es 
wohl  mit  Sicherheit  aussprechen  kann,  Fermats  Beweise,  falls  er  sie 
wirklich  besessen  hat,  seien  auf  ganz  andern  Fundamenten  basiert 
gewesen. 

So  hat  zuerst  Gau/s  für  den  Satz: 

„Jede  Zahl  kann  als  Summe  von  drei  Dreieckszahlen  dai^estellt 
werden"  (k  =  3) 

einen  Beweis  aus  den  verstecktesten  Eigenschaften  der  ternären  qua- 
dratischen Formen  geschöpft,  deren  Theorie  erst  von  ihm  begründet 
worden  ist.  Dieser  Spezialfall  besagt  nämlich,  dafs  jede  ganze  Zahl  h 
in  der  Form: 

,  _  x{x  +  1)  ,  y(y  +  ^)  ,   g(g  +  1) 

geschrieben  werden  kann,  wo  x,  y,  z  geeignet  gewählte  ganze  Zahlen 
Weuten.  Vervollständigen  wir  hier  die  Summanden  der  rechten  Seite 
2n  Quadraten,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

8Ä  +  3  =  (2a:  +  1)*  +  (2y  +  ly  +  {20  +  ly 

nnd  damit    die    Fassung,    in    der   Gaufs   unsem   speziellen   Fall    des 

Fennatschen  Satzes  erledigt  hat: 

2* 
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„Jede  Zahl^  die  durch  8  geteilt  den  Rest  3  läfst,  ist  als  Summe 
von  drei  ungeraden  Quadratzahlen  darsteUbar'^, 

worin  man  statt  „ungeraden  Quadratzahlen^  auch  „Quadratzahlen''  schlecht- 
hin setzen  kann^  da  die  Summe  von  drei  Quadraten  durch  8  geteilt  den 
Rest  3  nur  dann  lafst,  wenn  sie  alle  ungerade  sind. 
Der  weitere  Satz: 

„Jede  ganze  Zahl  kann  als  Summe  von  vier  Quadratzahlen  dar- 
gestellt werden" 

ist  wohl  nicht  minder  bemerkenswert  und  leistet  ebenfalls  in  seiner  Art 
Vollkommenes^  denn  er  giebt  uns  zugleich  die  geringste  Anzahl  von 
Quadraten  an^  die  zu  jener  Darstellung  notwendig  und  hinreichend  sind, 
denn  z.  B.  schon  die  Zahl  15  =  1*  +  1*  +  2*  +  3^  kann  nicht  durch 
weniger  als  vier  Quadrate  dargestellt  werden.  Die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  Tallt  am  Schlüsse  von  C.  G.  J,  Jacobis  „fundamenta  novt 
theoriae  functionum  ellipticarum"  als  Nebenresultat  der  Betrachtungen 
über  elliptische  Funktionen  ab  und  liefert  dadurch  ein  denkwürdiges 
Beispiel  für  die  Nützlichkeit  einer  Verbindung  von  Analysis  und 
Zahlentheorie. 

Es  läTst  sich  auch  leicht  zeigen^  wie  das  ursprünglich  zahlen- 
theoretische Problem  in  ein  analytisches  umgewandelt  werden  kann 
Multiplizieren  wir  die  vier  unendlichen  Reihen: 


h=4-y> 


A  =  — OD 

1  4-  2t«  +  2ti*  +  2m»  H =  ^  u** 

1  +  2i;  -f  2t;*   +  2t?»  -\ =  ^  t/ 

l=  — <x 

«1=1-4- OD 


rn 

mit  einander,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(2'^')  (2'«0  (2^)  (2'«^V2'  ^*  •«*'-"•  «'"^ 

aus  der  für  0  =  u  =  v  =  tv  die  Identii^t 
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hervorgeht.  Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  kommt  die 
Potenz  g^  offenbar  genau  so  oft  vor,  wie  die  Zahl  s  als  Summe  der 
Quadrate  von  vier  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  ausdrückbar 
ist;  schreiben  wir  daher  die  linke  Seite  in  Form  einer  Potenzreihe 

so  giebt  der  EoefScient  c,  an^  wie  oft  die  obige  Darstellung  von  s 
möglich  ist.  Soll  also  der  Fermatsche  Satz  für  den  Fall  i  =  4  richtig 
sein,  so  darf  kein  einziger  der  Eoefficienten  c  gleich  Null  sein.  Den 
Wert  der  letzteren^  d.  i.  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  beliebigen 
Zahl  s,  hat  nun  Jacobi  mit  Hilfe  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen allgemein  berechnet  und  sie  im  wesentlichen  gleich  der  Summe 
der  Divisoren  von  s  gefunden;  und  da  diese  stets  eine  positive  Zahl 
isty  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  des  Fermatschen  Satzes  für  diesen 
speziellen  Fall  als  eine  selbstverständliche  Folgerung.  Später  hat  er 
diese  analytische  Herleitung  des  Satzes  von  den  Viereckszahlen  auf  die 
geschickteste  Weise  in  eine  rein  arithmetische  übertragen^  und  nach  ihm 
hat  dann  auch  Diriddet  einen  sehr  elementaren  und  einfachen  zahlen- 
theoretischen Beweis  gegeben.  In  gleicher  Weise  hatte  auch  Gaufs 
die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  Zahl  durch  drei  Dreieckszahlen 
bestimmt. 

Für  k  =  6  findet  man  weiter,  dafs  jede  Zahl  h  in  der  Form 

Ä=  y  iH-»i)  +  4(3«;-«,)  +  •  •  •  +  I  (.H-n,) 

dugtellbar  sein  mofs;  aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  geeignete  üm- 
gntaltung  die  neue: 

24A  +  5  =  (6n,  -  1)»  +  (Gn,  -  1)«  +  •  •  •  +  {&n,  -  1)«, 

d.li  es  besteht  der  Satz: 

Jede  Zahl,  die  durch  24  geteilt  den  Rest  fünf  läfst,  ist  ausdrückbar 
als  Summe  der  Quadrate  von  5  Zahlen,  die  alle  durch  6  geteilt 
den  Rest  —  1  lassen. 

Dafs  jede  solche  Zahl  überhaupt  als  Summe  von  fünf  Quadraten  ge- 
Bckrieben  werden  kann,  ist  aus  dem  vorhergehenden  klar;  denn  eine 
solche  Darstellung  ist  bereits  durch  vier  Quadrate  möglich.  Es  konmit 
*ber  hier  noch  die  weitere  Bedingung  hinzu,  dafs  die  Zahlen,  deren 
Quadrate  auf  der  rechten  Seite  vorkommen,  durch  6  geteilt  den  Rest 
—  1  lassen  sollen. 

Im  Anschlüsse  an  diese  besonderen  Beispiele  wenden  wir  uns  nun 
zttT  Betrachtung  des  allgemeinen  Fermatschen  Satzes:  Jede  Zahl  h  läfst 
sich  als  Summe  von  k  ft- Eckszahlen  darstellen: 
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0=1 

Vervollständigen  wir  wieder  die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  zu 
Quadraten,  so  ergiebt  sich 

k 

S(k-2)h  =  ^[Aik-2)'nl-A{k-2)\  +  8(k-2)nJ 

k 

=  ^([2(*-2)«„-*  +  4]'-(A:-4)') 
und  hieraus 

k 

S(k  —  2)h  +  Jc{k  —  4:f  =  ^[2{k  —  2)n^-k  +  4]'. 

Ersetzt  man  endlich  in  dieser  Gleichung  jedes  n«  durch  iia  +  1^;  ^ 
geht  sie  über  in 

k 

S(k  —  2)h  +  k{k-^y  =  ^[2(k  —  2)na  +  Jfe?, 

d.  h.: 

Jede  Zahl,  die  durch  8  (Ä:  ~  2)  geteilt  den  Rest  k{k  —  4)«  labt, 
kann  als  die  Summe  der  Quadrate  von  k  Zahlen  dargestellt 
werden,  die  alle  durch  2(k  —  2)  geteilt  den  Rest  k  lassen. 

Obwohl  nun  hierfür  noch  kein  Beweis  bekannt  ist,  drangt  sich  gleich 
die  weitere  Frage  nach  der  Anzahl  der  verschiedenen  Darstellungen 
einer  Zahl  h  in  der  angegebenen  Form  auf,  eben  die  Frage^  welche 
Gaufs  für  k  =  3  und  Jacobi  für  k  =  4:  vollständig  erledigt  haben. 
Es  ist  auch  hier  nicht  schwer,  das  arithmetische  Problem  nach  dem 
Vorbilde  Jacobis  auf  ein  analytisches  zu  reduzieren;  jedoch  hat  man, 
natürlich  aufser  in  jenen  beiden  einfachsten  Fällen,  noch  keine  Lösung 
dieser  allgemeineren  Frage  gefunden*). 


§3. 

Der  grofse  Fermatsche  Satz,  das  berühmteste  unter  allen  Theoremen 
des  französischen  Mathematikers,  schliefst  sich  an  die  Aufgabe  an,  dd^ 
Pythagoräischen  Gleichung 

a:»  -f-  y2  =  £f* 

durch  drei   ganze  Zahlen  zu  genügen.     Fermat  erweiterte  dieselbe    i^ 
naheliegender  Weise,  indem  er  nach  den  ganzzahligen  Losungen  rO^ 


*)  Vergleiche  hierzu  die  weiteren  Ausführungen  in  Nr.  1  des  Anhanges 


I 
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^"  "h  y*  =  ^"  forschte,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  und 
stellte  als  Ergebnis  seiner  Untersuchungen  den  allgemeinen  Satz  auf: 

Die  Gleichung  x^  -\-  y"^  =  jS?"  kann  für  n  >  2  durch  kein  System 
ganzer  Zahlen  a,  b,  c  befriedigt  werden. 

Schreibt  man  die  Gleichung  in  der  Form 

(f)"-(fr->. 

BD  lautet  die  Behauptung: 

Wenn  n  >  2  ist,  können  die  w*®""  Potenzen  zweier  rationalen 
Brüche  nie  um  eine  Einheit  auseinanderliegen. 

Mit  diesem  Satze,  dem  Fermat  in  seiner  Ausgabe  des  Dioplumt  nur 
die  Worte  hinzufügt: 

„Ich  habe  für  diese  Behauptung  einen  wunderbaren  Beweis  ge- 
funden, aber  der  Band  des  Buches  ist  zu  schmal,  ihn  darauf 
niederzuschreiben  .  .  ." 

haben  sich  die  Mathematiker  nach  ihm  yielleicht  mehr  beschäftigt,  als 
mit  irgend  einem  andern,  und  wohl  keiner  hat,  abgesehen  etwa  von 
der  Quadratur  des  Kreises,  zu  so  vielen  falschen  und  irrtümlichen  De- 
ductionen  Veranlassung  gegeben.     Wenn   man  aber  auch   zu  dem  er- 
strebten Ziele,  dem  erschöpfenden  Beweise  des  Satzes  für  jeden  Wert 
von  n,  noch  immer  nicht  gelangt   ist,  so  sind  doch  die  vielen  dahin 
gehenden  Arbeiten  für  die  Wissenschaft  äufserst  folgenreich  und  frucht- 
bar gewesen.  Es  ist  deshalb  nicht  uninteressant,  kurz  auf  die  Geschichte 
des  Theorems   einzugehen.     Nachdem   für  dritte   und  vierte  Potenzen 
Euler  dasselbe  bereits  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  bewiesen 
hatte,  glückte  erst  1825  Lej^me-Dirichlet    ein   noch  nicht  ganz   voll- 
siÄndiger  Beweis   für  fünfte  Potenzen,   der   zuerst   von  Legendre  und 
1827  auch  von  DiricJdet  selbst  nach  seiner  Methode  zu  Ende  geführt 
wurde.    Im  Jahre  1837    lieferte   dann   Lanie   den   Nachweis   für   den 
Fall  n  =  7.    In  neuester  Zeit  endlich,  vor  noch  nicht  50  Jahren,  hat 
Kummer  die  Unmöglichkeit  der  Permatschen  Gleichung  für  unendlich 
viele  Zahlen  dai^ethan;   dabei  fufste  er  jedoch  auf  einer  ganz  neuen 
Theorie,   deren  Begründung  wohl   als   seine   gröfste   wissenschaftliche 
Tbat    anzusehen    ist.      Aber    auch    seine    Darlegung    umfafst     nicht 
^e  Zahlen  n;  ja,    wenn    er   anfangs   glaubte,   er   habe   durch  seinen 
Beweis  den  Fermatschen  Satz  für  fast  aUe  Zahlen  erledigt,  mufste  er 
sich  doch  später  vom  Gegenteile  überzeugen,  weil  die  Zwischenräume 
2^hen  solchen  Zahlen,   für   welche    die  Kummersche   Analyse   gilt, 

• 

immer  gröfser  werden,  je  weiter  man  in  der  Zahlenreihe  fortschreitet. 
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l\\»Uk\k'm    Ut   «»«   wahrscheinlich  y  dafs  der  Fermatsche  Satz  auch  f&r 
diociv  AuHiiahuuoahlen  seine  Richtigkeit  behält'*'). 

§4. 

Na^'h  t^tnmU  hat  die  Arithmetik  zuerst  wieder  in  Etiler  einen 
ak4.*4^{«>ttt^iohut^t(>u  Förderer  gefunden.  Er  wurde  1707  in  Basel  geboren 
uiu(  WhU'^  von  1741 — 1766  in  Berlin,  wo  er  gänzlich  erblindete,  ohne 
\Uv4haU»  aufiftuhöreu,  mit  voller  geistiger  Frische  und  gröfstem  Erfolge 
au  mMiH^r  WiHsenschaft  weiter  zu  arbeiten.  Von  Berlin  ging  er  nach 
IVt^ii^burg  und  starb  dort  1783.  Seine  wissenschaftliche  Begabung 
>\ai  ung<^ii^^ii^  vielseitig,  und  es  giebt  kaum  ein  Feld  der  Mathematik, 
auf  dt^ni  er  nicht  grundlegend  thätig  gewesen  wäre.  So  sind  anch 
Nt^iin«  Arlmiten  sowohl  ihrem  Umfang  als  auch  ihrem  Inhalte  nach 
mit  {Uhwu  keines  andern  Mathematikers  zu  vergleichen.  Bei  seinen 
LnliKoitifn  erschienen  493,  nach  seinem  Tode  noch  etwa  100  Abhand- 
hingen,  welche  sich  zum  grofsen  Teile  auf  arithmetische  Probleme  be- 
/inhnn.  Die  zahlentheoretischen  Arbeiten  Etders,  die  vorher  noch  völlig 
/iirntrout  waren,  wurden  im  Jahre  1849  auf  Veranlassung  der  Peters- 
liiirgf^r  Akademie  von  den  Brüdern  Fufs  gesammelt  und  in  zwei  Banden 
iMtraiiHgegeben,  wodurch  sie  erst  allgemeiner  zugänglich  gemacht  wui^ 
dun.  Hie  tragen  noch  ganz  den  Charakter  der  delektabeln  Mathematil;^ 
welcher  der  Arithmetik  vor  Gaufs  inne  wohnte,  und  bilden  eine  gans 
aiifH^frordentlich  anregende  Lektüre. 

In  seinen  Abhandlungen  hat  Etiler  teils  der  Zahlentheorie  nene 
Hahnen  eröfiEhet,  teils  auch  bekannte  und  altberühmte  Sätze  auf  eigene 
Art  bewiesen  und  weiter  ausgebildet.  So  hat  er  zum  Beispiel  fBr  die 
Hi'.hon  berührte  Theorie  der  vollkommenen  Zahlen  gezeigt,  dafs  auf  ioß 
von  Euklid  angegebenen  Wege  alle  geraden  vollkonmienen  ZaUea  eri- 
halten  werden,  und  dafs  die  ungeraden,  falls  solche  existieren,. BOi- 
wendig  von  der  Form  -j 

(4i»  +  l/^+'a:' 

wt'm  müssen,  wo  Am  +  1  =  p  eine  Primzahl  und  x  eine  durch  p  nicht 
teilbare  ungerade  Zahl  bedeutet.  Auch  unter  diesen  ist  bisher  keine 
vollkommene  Zahl  gefunden  worden;  doch  ist  es  andrerseits  noch  nicht 
gelungen,  den  Nachweis  zu  führen,  dafs  es  ungerade  vollkommene 
Zahlen  überhaupt  nicht  giebt. 

An  dieses  Problem  schliefst  sich  das  der  sogenannten  befreundeten 
oder  Freundschaftszahlen  (numeri  amicabiles).  So  heifsen  zwei  Zahlen  m 

*;  Vergleiche  hierzu  die  weiteren  Aasfähruiigen  in  Nr.  2  des  Anhangs. 
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und  n,  wenn  die  Divisorensumme  der  einen  gleich  der  andern  ist  und 
umgekehrt.  So  sind  z.  B.  220  und  284  befreundete  Zahlen,  denn  die 
Teiler  von  220  und  284  sind  bzw. 

1,  2,  4,  5,  10,  11,  20,  22,  44,  55,  110 
und: 

1,  2,  4,  71,  142, 

und  die  Summe  der  ersteren  ist  284,  die  der  letzteren  220.  Die  Frage 
nach  ihnen  ist  zuerst  im  Mittelalter  von  Michad  Stifel  aufgeworfen 
worden,  und  Efder  hat  dann  eine  Methode  aufgestellt,  um  beliebig 
viele  Zahlen  dieser  Art  zu  bestimmen. 

Den  zweiten  Teil  seines  ganz  elementaren  Werkes  „Anleitung  zur 
Algebra^^,  das  gar  nicht  genug  gelobt  und  empfohlen  werden  kann, 
hat  Euler  ausschliefslich  der  Diophantik  oder  unbestimmten  Analytik 
gewidmet. 

Die  arithmetischen,  wie  die  algebraischen  Aufgaben  sind,  so  mufs 
man  annehmen,  aus  Bedürfnissen  des  täglichen  Lebens  entstanden,  aus 
Anforderungen,   die    spezielle   Vorkommnisse    desselben    an    die  Arith- 
metik stellten.    Die  linearen,  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen 
boten  sich  gewifs  zunächst  in  der  Gestalt  von  praktischen  Fragen  dar, 
wofür  die  sonderbare  Bezeichnung  der  falschen  Wurzeln  einer  Gleichung 
für  solche,  die  in  der  Praxis  keine  Verwendung  fanden,  ein  deutliches 
Zeugnis  ablegt.     So  ist  wohl  auch    die  unbestimmte  Analytik,  deren 
ersten   Spuren    wir    bei   IHophant    begegneten,   aus   rein   praktischem 
Interesse  hervorgegangen,  obwohl  wir  ihre  Entwicklung  im  einzelnen 
nicht  mehr  genau  verfolgen  können.     Diophant  selbst  scheint  die  von 
ihm  behandelten   Aufgaben   weniger   selbst   erdacht,   als   bereits   vor- 
handene der  Erfahrung  entnommen  und  wissenschaftlich  verwertet  zu 
haben.    Das   wird  unter  anderem   durch  den  Umstand   wahrscheinlich 
gemacht,  dafs  sich  in  der  griechischen  Anthologie  nach  damaliger  Ein- 
kleidung in  Märchenform  ein  zuerst   von  Lessing  bemerktes  Problem 
vorfindet,  das  auf  die  noch  zu  erwähnende  Feilsche  Gleichung  führt. 
Da  die  hier  auftretenden  Zahlen   sehr   grofs   sind,   mufs    die  Durch- 
filrung  der   Rechnung    bei    der   Unbequemlichkeit    der    griechischen 
Zahlzeichen    recht    schwer    gewesen    sein    und    bietet    ein    rühmliches 
Zeichen  der  geistigen  Kraft  jenes  Volkes.    Im  Mittelalter  ist  dann  jeder 
Traktat  der  Algebra  mit  ähnlichen  Aufgaben   der  unbestimmten  Ana- 
*jtik  angefüllt.     Dafs  dieses  ganze   Gebiet   damals  noch   zur  Algebra 
gerechnet  wurde,  und  dafs  selbst  Euler  die  betreflFenden  Untersuchungen 
jener  Disciplin  einverleibt  hat,  bezeugt  wiederum,  wie  schwierig  es  ist, 
^ttunetik  und  Algebra  von  einander  zu  scheiden. 
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Wenn  in  der  Algebra  eine  Anzahl  Gleichungen  mit  eben  so  viel  un- 
bekannten^ etwa  zwei  lineare  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  gegeben 
sind^  so  bestimmen  sich  diese  für  gewöhnlich  vollständig,  und  zwar 
sind  die  Lösungen  rationale  Brüche,  wenn  die  Koef&cienten  ganze 
Zahlen  sind.  Es  war  nun  natürlich,  dafs  man  von  hier  aus  zu  der 
ferneren  Frage  f ortschritt:  Wie  steht  es  mit  den  Lösungen,  wenn 
weniger  Gleichungen,  als  Unbekannte  vorhanden  sind?  In  dem  Falle 
ist  allerdings  die  Auflösung  schlechthin  leichter,  die  vollständige 
Bestimmung  aller  Lösungen  aber  viel  schwieriger,  als  zuvor. 

Euler  geht  im  Anfange  seiner  Algebra  von  ganz  einfachen,  ja  &st 
kindlichen  Beispielen  zumeist  in  praktischer  Einkleidung  aus,  die  aber 
doch  für  das  ganze  Gebiet  so  charakteristisch  sind,  dafs  wir  uns  einige 
von  ihnen  etwas  näher  ansehen  wollen. 

Das  erste  derselben  kann  folgendermafsen  ausgesprochen  werden: 

Man  soll  25   als  Summe  zweier  Zahlen  darstellen,  von  denen 
die  eine  durch  2,  die  andere  durch  3  teilbar  ist. 

Dazu  macht  Euler  den  Ansatz 

(1)  2^  +  3y  =  25, 

wo  X  und  y  ganze  und,  wie  er  von  vom  herein  (Kap.  I,  3)  festgesetzt 
hat,  auch  positive  Zahlen  bedeuten.  Zur  Auflösung  dieser  Gleichung 
kann  man  ohne  weiteres  durch  Probieren  gelangen,  da  die  Zerlegung 
von  25  in  zwei  positive  Zahlen  überhaupt  nur  auf  12  verschiedene  Arten 
möglich  ist,  und  das  Probieren  ist  für  alle  derartigen  Aufgaben  in  der 
That  eine  theoretische  Lösungsmethode,  wenn  man  sie  wirklich  an- 
wenden kann,  d.  h.  wenn  die  Anzahl  der  anzustellenden  Versuche  eine 
endliche  ist. 

Um  dasselbe  aber  bei  grofsen  Zahlen  zu  vermeiden,  war  es  trotz- 
dem nötig,  eine  andere,  speziellere  Theorie  zu  ersinnen.  Etiler  verfahrt 
für  unser  Beispiel,  wie  folgt: 

Wegen  der  Gleichung 

3y  =  25  —  2x 

muTs  3y  und  damit  auch  y  ungerade  sein,  man  kann  also  setzen: 

(2)  y  =  2z-\-l. 

Durch  Einsetzen  geht  die  ursprüngliche  in  die  Gleichung 

(3)  a;  +  3;?  =  11 

über,  und  so  erhalten  wir  für  x  und  y  folgende  Darstellung: 

x=ll—3z,    y  =  l  +  2^, 
worin  js  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  nur  der  Bedingung   unter- 
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worfen  ist,  dafs  x  und  y  positiv  sein  müssen,  xr  kann  hiernach  nur 
die  Werte  0,  1,  2,  3  annehmen,  und  hieraus  ergeben  sich  für  x  und  y 
beziehlich  die  Zahlen  11,  8,  5,  2  und  1,  3,  5,  7,  d.  h.  die  Zahl  25 
kann  auf  folgende  vier  Arten  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäfs 
dargestellt  werden: 

25  =  22  +  3  =  16  +  9  =  10  +  15  =  4  +  21. 

Bei  dem  folgenden  Beispiele  Eulers  wollen  wir  uns,  um  das  Problem 
wissenschaftlich  interessanter  zu  machen,  nicht  auf  die  positiven  Lösungen 
beschranken: 

Es  soll  eine  Zahl  N  gefunden  werden,  die  durch  5  teilbar  ist 
und  durch  7  dividiert  den  Rest  3  läfst. 

Man  hat  also  die  Gleichung 

(4)  5x  =  ly-\-3[=  lf\ 

durch  ganze  Zahlen  zu  befriedigen.  Hier  kann  man  nun,  indem  man 
z.  B.  y  allein  als  Unbekannte  auffafst,  ebenso  verfahren,  wie  man  bei 
einer  gewöhnlichen  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  diese  mit  dem 
EoefBcienten  1  zu  isolieren  sucht.  Soll  ly  -\-  3  durch  5  teilbar  sein, 
so  mufs  dasselbe  auch  von  dem  Produkte  3(1  —  y)  gelten,  da  es  sich 
nur  um  10 y,  also  um  ein  Vielfaches  von  5,  von  dem  vorigen  Aus- 
drucke unterscheidet.  Also  mufs  auch  (1  —  y)  selbst  die  Primzahl  5 
enthalten;  ich  kann  daher 

1  —  y  =  bz    also    y  =  —  bz  -\-  1 

setzen  und,  da  z  eine  Beliebige,  positive  oder  negative  Zahl  bedeuten 
soll,  daf&r  bequemer  schreiben 

(5)  y  =  bz+\. 

Jede  Zahl,  die  sich  auf  diese  Form  bringen  läfst,  genügt  also  der  Aus- 
gangsgleichung (4),  und  durch  Einsetzen  wird  dann  auch  der  zugehörige 

Wert  von  a?,  nämlich 

x=lz-\-2 

erhalten.  Die  vollständige  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung  haben 
wir  somit  in  der  Form 

(6)  x  =  7z  +  2,    y  =  5z  +  l,    N=35z'\-10, 

m 

wobei  z  eine  durchaus  willkürliche  ganze  Zahl  sein  kann  und  keine 
andern  Zahlen  aufser  den  durch  (6)  dargestellten  die  Gleichung  (4) 
befriedigen. 


§5. 

Die  beiden  im  vorigen  Abschnitte  behandelten  Beispiele  sind  spe- 
zielle Fälle  der  nachstehenden  allgemeinen  Frage: 

Es  sollen  alle  ganzzahligen  Lösungen  der  ganzzahligen  Öleidmng 
(1)  ax  +  by  +  c  =  0 

gefunden  werden. 

Diese  Aufgabe  können  wir  uns  unter  Benutzang  der  Methoden 
der  analytischen  Geometrie  leicht  graphisch  veranschaulichen.  Jene 
Gleichung  stellt  nämlich,  bezogen  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem, diejenige  gerade  Linie  dar,  die  auf  der  x-  und  y- Achse 
beziehlich  die  Stücke und  —  -i-  abschneidet,  d.  h.  den  geome- 
trischen Ort  aller  und  nur  der  Punkte,  deren  Koordinaten  x  und  y  der 
Gleichung  (1)  genügen.  Von  ihnen  befriedigen  aber  unsere  spezielle 
Aufgabe  nur  die  Punkte  P,  deren  Koordinaten  ganzzahlige  Werte 
haben.  Um  diese  nunmehr  ans  der  gesammten  Ebene  herauszuheben, 
ziehen  wir  zur  z-  und  t/-Achse  je  eine  Schar  von  äquidistuiteD 
Parallelen  im  Abstände  1  und  bekommen  auf  diese  Weise,  wie  die  unten- 
stehende Figur  für  den  ersten  Quadranten  zeigt,  ein  Gittersyetem,  dessen 


fl_ __ 

j— ~ 

!,  —  _^_ 

j „. ___  — 

2 ~ — 


Gitterpunkte  die  einzigen  Punkte  jener  Ebene  sind,  welche  ganzzahlig^ 
Koordinaten  haben.  Es  ist  demnach  die  Lösung  der  obigen  Oleichnn^ 
identisch  mit  der  Forderung,  die  auf  einer  gegebenen  Geraden  liegen^ 
den  Gitterpunkte  zu  6nden. 

Auch  bei  drei  Unbekannten  ist  eine  graphische  Versinnlichung  nock** 
möglich,  z.  B.  werden  die  ganzzahligen  Lösungen  der  Gleichung 
(2)  ax-\-by  +  ce-\-d  =  0 

durch  die  Gitterpunkte  im  Räume  dargestellt,  die  der  durch  di9 
Gleichung  (2)  charakterisierten  Ebene  angehören;  zwei  lineare  Gleichungen- 
mit  drei  Unbekannten: 
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ax  -\-by  -\-cz  +d  =0 

^  a'x-\-yy-\-c0  +  d'  =  0 

3estimmen  eine  gerade  Linie  im  Baume  als  Schnittfigor  zweier  Ebenen^ 
ind  die  ganzen  Zahlen ,  durch  die  beide  gleichzeitig  erfüllt  werden, 
werden  durch  die  auf  jener  Geraden  liegenden  Gitterpunkte  repräsen- 
tiert. In  ähnlicher  Weise  kann  offenbar  jede  Aufgabe  der  unbestimmten 
Analytik,  bei  der  nicht  mehr  als  drei  Unbekannte  in  Betracht  kommen, 
;eometrisch  interpretiert  werden,  und  diese  anschauliche  Auffassungs- 
n^eise  hat  in  yielen  Fragen  erfolgreich  die  abstrakte  Betrachtung 
ersetzt. 

Bei  einem  solchen  Systeme  von  Gleichungen  wird,  wie  wir  noch 
hervorheben  wollen,  die  Mannigfaltigkeit  der  Lösungen  durch  die  For- 
ierung,  dafs  die  Unbekannten  ganze  Zahlen  sein  sollen,  nicht  beschränkt, 
sondern  es  tritt  nur  an  die  Stelle  einer  kontinuierlichen,  eine  diskrete 
Mannigfaltigkeit. 

Im  Anschlüsse  an  diese  Eulerschen  Beispiele  wollen  wir  gleich 
ein  anderes,  sehr  bekanntes  und  prinzipiell  besonders  bemerkenswertes 
Problem  behandeln,  das  bei  ihm  nicht  vorkommt. 

Es  soll  die  Diophantische  Gleichung  mit  vier  Unbekannt.en : 

(4)  xy'—  yx  =  1 

oder  in  Determinantenform  geschrieben 

X    y 
x    y 

voUstöndig  in  ganzen  Zahlen  gelöst  werden. 

Vor  allem  ist  klar,  dafs  irgend  zwei  der  vier  Zahlen,  welche  nicht  mit  ein- 
ander multipliziert  sind,  die  also  in  der  Determinante  entweder  unter 
oder  neben  einander  stehen,  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben  dürfen, 
da  dieser  sonst  auch  in  1  enthalten  sein  müfste.  Es  seien  jetzt  x  und  y 
^ei  beliebige,  aber  fest  gewählte  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Teiler;  dann  wollen  wir  zunächst  fragen,  welche  Werte  man  nunmehr 
^  und  y'  beizulegen  hat,  damit  die  Gleichung  erfüllt  werde.  Es  ist 
^^  leicht,  alle  diese  Zahlensysteme  aufzustellen,  sobald  man  nur 
eines  von  ihnen  etwa  durch  Probieren  gefunden  hat.  Ist  nämlich 
^**^o>  y  =  ^0  ^^^  Zahlenpaar,  für  das  die  Gleichung 

^Vo  —  y^o  =  1 
pltig  ist,  so  folgt  aus  dieser  und  der  Ausgangsgleichung  die  weitere 

^d  da  a;  und  y  relativ  prim  sind,  mufs 


=  1 
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sein,  wo  n  eine  ganz  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein 
kann.     Es  sind  also  die  sämtlichen  verlangten  Lösungen  von 

xy'—yx'=  1 
in  der  Form  enthalten: 

(5)  x'^x^-^nx,    y=yo  +  ny, 

wo  n  die  eben  genannte  Bedeutung  hat^  x  und  y  irgend  welche  ganzen 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Divisor  und  x^,  yg  zwei  ganze  Zahlen  sind, 
die  der  Qleichung 

^yo  -  y^o  =  1 

genügen. 

Nimmt  man  z.B.   x=l,   y=ll   an,   so  kann  XQ  =  b,   yQ  =  S 

gesetzt  werden,  weil 

7.8  —  11.5  =  1 
ist,  und  das  ergiebt 

a;'=5  +  7n,    y'=  8  +  lln       («=0, +  1.  t  j, .  ), 

Jetzt  können  wir  weiter  y  als   ganz   beliebig  ansehen  und  dann 
für  X  jede  andere  Zahl  setzen,  die  mit  y  keinen  Teiler  gemeinsam  hat^ 
so  dals  sich  für  die  Systeme   {x,  y)   eine   zweifache  MannigfEdtigkeit 
ganzer  Zahlen  herausstellt.   Für  jedes  (Xy  y)  haben  wir  aufserdem  eine 
einfache  Mannigfifidtigkeit  von  Zahlenpaaren  (x^  y'),  weil  das   in  (5) 
auftretende  n  alle  ganzzahligen  Werte  annehmen  kann  und  durch  seine 
Wahl  x'  und  y'   beide   vollständig  bestimmt   sind.     So   erhalten   wir 
also  im  ganzen  eine  dreifache  MannigfiEdtigkeit  ganzzahliger  Lösungen 
unserer  Determinantengleichung.     Diese   Eigenschaft  bleibt  der  Sache 
nach  bestehen,  wenn  wir  ohne  Beschränkung  sämtliche  Zahlen  in  Be- 
tracht ziehen:  denn  auch  dann  sind  drei  Zahlen  vollkommen  heliehig, 
und  erst  die  vierte  ist  durch  sie  bestimmt   Nur  bilden  die  ganzzahligexft 
Losungen  analog,  wie  vorher,  keine  kontinuierliche,  sondern  eine  dis- 
krete dreifache  MannigfiEdtigkeii 

§6. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Diophantischen  Aufgaben  von  hoherezA 
als  dem  ersten  Grade  über  und  kehren  wieder  zu  der  Fermatschetf 
Gleichung 

J^  +  y"  =  i:* 

zurück,  die  Enkr  für  die  Fälle  n  =  2,  3,  4  erschöpfend  untersucht^ 
und  dadunrh.  wie  oben  erwähnt ^  den  Grund  zu  einer  langen  Reihe 
von   Arbeiten  gelegt  hat,   die  dieses  berühmte  Theorem   zum  Gegen- 
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stände  haben.  Für  n^=^  2  wird  man  auf  das  bereits  im  Altertume 
betrachtete  Problem  geführt,  die  Gleichung 

:i)  x^  +  y'  =  ^* 

vollständig  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen  oder,  geometrisch  gesprochen, 
ille  rechtwinkligen  Dreiecke  zu  finden,  deren  Seiten  ganzzahlig  sind. 

Utder  behandelt  diesen  Fall  etwa  in  folgender  Art:  Führt  man 
in  der  Gleichung  (1)  an  Stelle  von  z  die  neue  Unbekannte  u  durch 
len  Ansatz 

[2)  g^y  +  u 

sin,  so  verwandelt  sie  sich  in 

;3)  x^  =  2uy  +  wl 

Setzen  wir  jetzt 

wo  q^  die  gröfste  in  u  enthaltene  Quadratzahl  ist  und  demnach  r  lauter 
f  on  einander  verschiedene  Primfaktoren  enthält,  so  folgt  aus  Gleichung  (3), 
iafs  ^  durch  g^,  also  auch  x  durch  $  teilbar  sein  mufs.  Setzen  wir 
laher 

[4)  x  =  q-  m 

in  (3)  ein,  so  ist  nach  Beseitigung  des  gemeinsamen  Faktors  q^ 

[b)  m«  =  2ry  +  gV». 

Bieraus  ergiebt  sich  weiter,  dafs  iw*  und,  da  r  aus  lauter  von  ein- 
mder  verschiedenen  Primfaktoren  besteht,  dafs  m  selbst  durch  r  teil- 
[)ar  ist,  dafs  also: 

[6)  m=p  -r 

gesetzt  werden  kann.     So  erhalten  wir  schliefslich 

y  =  Y  ^  (P^  —  ?*) 
md  aus  (4),  (6)  und  (2) 

x=p'qr,    ^  =  y  +  w  =  yr(|)«  +  g«). 

Die  Gleichungen 

;7)         x^pqr,     y  =  ~r(j>^-q^),     ^  =  y  r  (i)«  +  2«) 

bilden  alsdann,  wenn  man  p^  q,  r  solche  ganzzahligen  Werte  erteilt, 
Iafs  auch  x,  y,  g  ganze  Zahlen  sind,  die  Gesamtheit  der  gesuchten 
Losungen  der  ursprünglichen  Gleichung  (1). 

Offenbar  sind  von  ihnen  aber  nur  diejenigen  wesentlich,  welche 
keinen  gemeinsamen  Teiler  haben;  denn  hat  man  diese  gefunden,  so 
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braucht  man  Xy  y,  e  immer  nur  mit  einer  und  derselben  beliebig 
gewählten  ganzen  Zahl  t  zu  multiplizieren,  um  das  vollständige  Losungs- 
System  zu  bekommen.  Wir  lassen  jetzt  also  die  Beschrankung  eintreten, 
dafs  X  und  y  und  damit  selbstverständlich  auch  x,  y,  z  relativ  pnm 
sein  sollen.  Dann  können  x  und  y  nicht  beide  gerade  sein;  ebensowenig 
jedoch  können  beide  zugleich  ungerade  sein,  denn  ist  etwa: 

x  ==p  •  g  •  r 

ungerade,  so  sind  es  auch  p  und  q,  und  folglich  ist 

y  =  \r{p  +  q){p  —  q) 

notwendig  gerade,  weil  sowohl  p-\-qj  wie  p  —  q  durch  2  teilbar  sind*). 
Da  die  Gröfsen  x  und  y  in  der  Pythagoräischen  Gleichung  symmetrisdi 
vorkommen  und  wir  bisher  keine  besondem  Voraussetzungen  über  sie 
getroffen  haben,  so  wollen  wir  nunmehr  festsetzen,  dafs  x  gerade  und  y 
ungerade  sein  soll. 

Alsdann  kann  r  nur  eine  der  beiden  Zahlen  1  und  2  sein;  denn  ent- 
hielte es  irgend  einen  ungeraden  Primfaktor  oder  eine  höhere  Poteni 
von  2,  als  die  erste,  so  wären  x,  y,  z  sämtlich  durch  jenen  Prim&ktor 
oder  durch  2  teilbar.  Wäre  aber  r  gleich  1,  so  müfsten,  damit  y  ^ine 
ganze  Zahl  bleibt,  p  und  q  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade 
sein,  und  das  ist  ausgeschlossen,  weil  wir  y  als  ungerade  vorausgesetit 
haben,  r  mufs  daher  notwendig  gleich  2  sein,  und  wir  erhalten 
anstatt  der  Gleichungen  (7)  die  spezielleren 

(8)  x=^2pq,    y=p^  —  q^,    ^  =  P*  +  Q^ 

in  denen  p  und  q  relativ  prim  sind  und  nicht  zugleich  gerade  oder 
ungerade  sein  dürfen.  Damit  y  positiv  wird,  wollen  wir  endlich  noch  p 
gröfser  als  q  annehmen.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  haben  wir 
in  (8)  alle  und  nur  die  Systeme  teilerfremder  Zahlen,  die  die  Pytha- 
goräische  Gleichung  befriedigen.     Die  vollsiändige  Lösung  von 

wird  dann  durch  die  Gleichungen: 


*)  Dafs  X  and  y  nicht  beide  ungerade  sein  können,  ist  auch  direkt  aus  der 

Natur  der  Gleichung 

.T'  +  y'  ==  £?• 

zu  erschliefsen.    Ist  nämlich  x  =  2m  -{-  1,  y  ^=  2n  -{-  1,  so  geht  unsere  Qleichang 
über  in 

4(m*  +  w  +  n*  +  n)  +  2  =  r*; 

z  möfste  demnach  gerade,  also  von   der  Form  2r  sein,  und  dies  würde  zu  der 
unmöglichen  Gleichung  führen 

4(m*  -|-m  +  n*  +  n  —  r*)4-2  =  0. 
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x  =  2pqt,    y^{jp^  —  q^)t,    z  =  {p^  +  q^)t 

{p>q>0,  t>0) 
(P}  Q  relativ  prim  und  nicht  beide  ungerade) 

geliefert,  und  zwar  jede  der  wirklich  verschiedenen  Lösungen  einmal 
und  nur  einmal,  weil  die  Zahlen  p,  q,  t  durch  x^  y^  z  durchaus  ein- 
deutig bestimmt  sind. 

Diese  Eulersche  Deduktion  bietet  gewissermafsen  das  Ideal  einer 
arithmetischen  Lösung,  das  bei  den  Aufgaben  der  Diophantik  freilich 
nur  sehr  selten  erreicht  wird. 

Die  einfachsten  teilerfremden  Pythagoräischen  Zahlen  sind  in  nach- 
stehender Tabelle  enthalten: 


In  der  That  ist  z.  B. 


J» 

« 

X 

y 

z 

2 

1 

4 

3 

5 

3 

2 

12 

5 

13 

4 

1 

8 

15 

17 

4 

3 

24 

7 

25 

5 

2 

20 

21 

29 

5 

4 

40 

9 

41 

•. 

41« 

—  40« 

+ 

9«. 

§7- 

Der  Grund,  warum  bei  der  soeben  behandelten  Aufgabe  die  voll- 
siändige  Lösung  in  der  Art  gelingt,  dafs  jede  einzelne  einmal  und  nur 
einmal  erhalten  wird,  ist  analytischer  Natur.  Schreiben  wir  unsere 
Gleichung  in  der  Form 

(?)■+  (!)'- 1 

und  setzen  —  =  5,  —  =  ^,  so  geht  das  Problem  in  das  äquivalente 
über,  es  soll  die  Gleichung 

I«  + 1,«  =  1 

in  der  allgemeinsten  Weise  durch  rationale  Zahlen  befriedigt  werden. 
Jene  zweite  Gleichung  stellt  aber,  bezogen  auf  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Koordinatensystem,  einen  Kreis  dar,  und  analytische  Be- 
trachtungen lehren,  dafs  hier  %  und  i^  so  als  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  %  ausgedrückt  werden  können,  dafs  der  kontinuierlichen 
Reihe  aller  reellen  Werte  von  t  alle  Punkte  P  des  Kreises  einmal  imd 

Kronecker,  Zahlentheorie.   I.  3 
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nur  einmal  entsprechen.     Es    ist   nämlich,   wenn   der  zu   dem   Punkte 
P  =  (5,  ly)  gehörige  Winkel  mit  a  bezeichnet  wird, 

1  —  t' 

§   =  cos  O  = =  j-j-y. 


wo 


cos*   --  —  sin* 
2 

2 

cos'  -—  -1-  sin' 
2     ' 

2  sin  --  •  cos 
2 

cos'    -  +  sin' 

2 

—  tang  , 

2t 

sm  cj 


1  +» 


=  y 


ist;  und  in  der  That  durchläuft,  wenn  r  alle  Werte  von  —  oo  bis  -|-  oo 
annimmt,  der  Punkt  (|,  i^)  einmal  und  nur  einmal  die  ganze  Kreis- 
j^eripherie. 

Ist  überhaupt 

die  fTleichnng  einer  algebraischen  Kurve,  so  ist  es  im  allgemeinen 
nicht  möglich,  ^  und  i;  als  rationale  Funktionen 

einer  neuen  Variablen  r  so  darzustellen ,  dafs  jedem  Werte  von  r  ein 
und  nur  ein  Punkt  der  Kurve  entspricht;  ist  dies  aber  für  eine  Kurve, 
wie  z.  B.  vorher  für  den  Kreis  der  Fall,  so  sagt  man,  sie  sei  vom 
Gesehlechte  XuU. 

Der  VorteiL  den  die  Arithmetik  aus  dieser  analvtischen  Definition 
ziehu  besteht  nun  darin,  dafs  unter  jener  Voraussetzung  und  der  wei- 
teren,  dafs  ^iT)  und  iimt)  auch  rationale  Zahlenkoefficienten  besitzen^ 
rationalen   Werten  von    r    ebensolche  Werte  der  Koordinaten  J  und  nj 
entfcprechen  müssen.     Aus  dem   Parameterausdrucke  lassen  sich  dah^r 
im  albzemeinen  die  rationalen  Losungen  der  Gleichung 

berechnen:  macht  man  dieselbe  noch  durch  die  Substitution  $=— ,  ^=^^ 

homogen,   sii   gelangt   man  auf  demselben  W'ege  zu  den  ganzzahlig^^ 
Losungen  der  homogenen  Gleichung  mit  drei  Unbekannten: 

fix,  y,  r^  =  0. 
In  unserem  Beispiele  ei^ebt  sich  so  aus 

X  1  —  t'        y^  __      2t 

r    ~"  1  -^T»-     T  ""  1  +  T*' 


i 

i 


§  7.   Die  Pythagoräischen  Zahlen.  35 

wenn  wir  r  =  —    setzen   und  p  und  q  jetzt   ganze  Zahlen    ohne  ge- 
meinsamen  Teiler  bedeuten  lassen, 

X      p*  —  3*      y         ^pa 


und  hieraus  gehen  für  Xj  y^  z  die  Gleichungen  hervor 

x  =  {p^  —  q^)t,    y  =  2pqt,    e  =  (p^  +  q^)t, 

wo  /  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  nach  Vertauschung  von  x  und  y 
genau  die  vorher  gefundenen  Lösungen. 

Ganz  analoge  Bemerkungen  gelten  für  alle  nicht  homogenen,  alge- 
braischen Gleichungen  mit  drei  Unbekannten, 

f(^7  Vj  ^)  =  0. 

Dieselben  repräsentieren  geometrisch  eine  Oberfläche  im  Kaume.  Kann 
man  nun  wieder  die  rationalen  Funktionen 

X  =  9)(m,  1?),    y  =  V'Cw,  t?),    z  =  x(w,  v) 

so  bestimmen,  dafs  jedem  Wertsystem  (m,  v)  ein  und  nur  ein  Punkt 
jener  Oberfläche  entspricht,  so  wird  auch  hier  die  Fläche  als  vom 
Geschlechte  Null  bezeichnet,  und  wieder  entsprechen  dann,  falls  nur 
die  KoefBcienten  ebenfalls  rationale  Zahlen  sind,  rationalen  Werten 
von  u  und  v  ebensolche  von  r,  y,  z.  Durch  Ausführung  der  Sub- 
stitution x=  ^,  y  =  ^^  j8r==—  können  daraus  weiter  die  ganz- 
zahligen Lösungen  der  homogenen  Gleichung 

hei^leitet  werden. 

Die  Erledigung  dieser  Frage  gestaltet  sich  erst  schwieriger,  wenn 
das  entsprechende  geometrische  Gebilde  nicht  mehr  vom  Geschlechte  Null 
ist,  wenn  also  seine  Koordinaten  nicht  mehr  in  der  oben  angegebenen 
Weise  als  rationale  Funktionen  von  einem  bezw.  von  zwei  Parametern 
mit  rationalen  Koefflcienten  dargestellt  werden  können. 

§8. 

Wir  wollen  jetzt  die  vorher  gefundene  vollständige  Lösung  der 
Pythagoräischen  Gleichung  dazu  benutzen,  nach  dem  Vorgange  Eulers 
den  grofsen  Fermatschen  Satz  für  den  Fall  w  =  4  zu  beweisen,  d.  h. 
darzuthun,  dafs  die  Gleichung 

rr*  -f"  y*  =  ^ 
durch  ganze  Zahlen  nicht  befriedigt  werden  kann. 


36  Zweite  Vorlesung. 

Euler  zeigt  zu  dem  Ende^  dafs  schon  die  allgemeinere  Gleichung 
(1)  «*  +  ^  =  c« 

durch  drei  ganze  Zahlen,  die  sämtlich  von  Null  verschieden  sind,  nicht 
gelöst  werden  kann.  Bei  diesem  Nachweise  kann  man  abermals  vor- 
aussetzen, dafs  je  zwei  von  den  Zahlen  a,  ß  und  c  relativ  prim  zu  ein- 
ander sind;  denn  ist 

a  =  a^t,     ß  =  ßyt, 

so  mufs  c^  durch  t^  teilbar  und 

c  =  c^t^ 

sein,  und  man  erhält  aus  der  vorigen  die  neue  Gleichung  von  der- 
selben Form 

«l    +  /^l    =   ^1  , 

in  der  jetzt  aj,  /Jj  und  q  teilerfremd  sind.  Wir  können  uns  also  dar- 
auf beschränken,  die  Unmöglichkeit  von  (1)  für  positive  Zahlen  zu 
beweisen,  von  denen  keine  mit  einer  andern  einen  gemeinsamen 
Teiler  hat. 

'  Schreiben  wir  unsere  Gleichung  in  der  Gestalt 

so  stimmt  sie  mit  der  früher  behandelten  Pythagoräischen  überein, 
schliefst  aber  noch  die  fernere  Bedingung  in  sich,  dafs  die  beiden 
Katheten  des  gesuchten  rechtwinkligen  Dreiecks  selbst  Quadratzahlen 
sein  sollen.  Eine  von  den  Gröfsen  a  und  ß  mufs  daher  gerade,  die 
andere  ungerade  sein,  und  da  beide  durchaus  symmetrisch  vorkommen^ 
so  können  wir  von  vornherein  a  als  gerade  voraussetzen.  Dann  mufs 
aber  die  Lösung  der  Gleichung  (1),  wenn  eine  solche  existiert,  not- 
wendig in  der  vorher  aufgestellten  allgemeinen  enthalten  sein;  es  mull» 
also  nach  Gleichung  (8)  des  §  6: 

sein ;  hier  bedeuten  p  und  q  wiederum  zwei  relativ  prime  ganze  Zahlen-j 
von  denen  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist. 

Aus  der  zweiten  von  diesen  drei  Gleichungen  ergiebt  sich  nun  eini 
neue  Pythagoräische  Gleichung 

und  ihre  Auflösung  führt  uns,  da  p  und  q  relativ  prim  sind,  und  ß 
ungerade  sein  soll,  für  /3,  p  und  q  zu  den  drei  Ausdrücken 

q  =  2tu,    ß  =  t^  —  u\    p  =  t^J^u\ 
in  denen  t  und  u  relativ   prim   sein   müssen,  weil  jeder  gemeinsame 
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Teiler  von  ihnen  in  ßy  p  und  q  und  damit  auch  in  a,  j3  und  c  ent- 
halten wäre. 

Setzt  man  endlich  diese  Werte  von  p  und  q  in  a*  =  2pq  ein, 
so  folgt 

(I)  =  tu  (<«  +  «»). 

Soll  aber  das  Produkt  der  teilerfremden  Zahlen  t,  u  und  t^  -f"  ***  gleich 

der  Quadratzahl  ( yj    sein,  so  mufs  notwendig  jede  derselben  für  sich 

ein  Quadrat  sein,  man  kann  also  setzen: 

(2)  t  =  a\,   u=^ß\,   t'-\-u'=c\, 

wobei  offenbar  a^,  ß^  und  c^  sämtlich  von  Null  verschieden  anzunehmen 
sind,  weil  sonst  a^  =  4tu  {t^ -]- u^)  verschwinden   würde. 

Sind  demnach  a,  ß  und  c  drei  teilerfremde  Zahlen,  die  der 
Gleichung  (1)  genügen,  so  kann  man  aus  ihnen  stets  drei  andere 
«1,  /}j  und  Cj  von  derselben  Eigenschaft  herleiten,  zwischen  denen 
nach  (2)  dieselbe  Relation 

«1   +  /*!    =   ^1 

besteht. 

Dieses  anscheinend  nichtssagende  Resultat  gewinnt  die  Bedeutung 
einer  vollständigen  Lösung  unserer  Aufgabe,  wenn  wir  das  Gröfsen- 
verhältnis  von  c  und  c^  beachten.     Es  ist  nämlich 

c  =/  +  q^  =  {f  +  u?  +  4t\^  =  ^1  +  4^'«^ 
d.  h.  es  ist 

c>  Cj     oder     c^  <  c\ 

Besitzt    somit    für    einen    beliebig    gegebenen    Wert    von    c    die 

Gleichung: 

a^-\-  ß^  =  c^ 

überhaupt  eine  Lösung   in  dem   verlangten  Sinne,   so   kann   man    aus 
dieser  stets  eine  andere 

^  gewinnen,  für  die  c^  <  c  ist,  und  welche  ebenfalls  eine  Lösung  hat, 
bei  der  «^  und  ßj^  beide  von  Null  verschieden  sind;  man  kann  also  das 
Verfahren  so  lange  fortsetzen,  als  das  betreffende  c  grösser  als  1  ist. 
Sehliefslich  kommen  wir  dadurch  zu  der  Folgerung,  dafs  auch  die 
Gleichung 

a*  +  /3'  =  1 

X       '       •   X 

^     durch  zwei  von  Null  verschiedene  Zahlen  «^  und  ß^  befriedigt  werden 


lU 


■]• 


i 
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kann.     Da  dies  letztere  aber  offenbar  unmöglich  ist,  so  kann  eben  die 

Ausgangsgleichung 

ct*  +  /}*  =  c« 

überhaupt  keine  ganzzahlige  Losung  zulassen ,  und  dasselbe  ist  damit 
a  fortiori  auch  für  die  Fermatsche  Gleichung 

ar*  -f-  y*  =  xr* 
dargethan. 

In  ähnlicher,  nur  etwas  komplizierterer  Weise  hat  Etder  den 
Fermatschen  Satz  für  n  =  3  erledigt;  aus  beiden  Beweisen  folgt  ohne 
weiteres  auch  die  Unmöglichkeit,  die  Gleichungen 

iT*  —  y5  =  jgr*     und     j^  —  y*  =  i^ 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen. 

§9. 

Aufser  dem  Theoreme  Femiata  haben  noch  mehrere  andere  arith- 
metische Probleme  schon  EiUer  beschäftigt,  die  später  eine  grofse  Be- 
deutung  in  der  Wissenschaft  erlangten.  Vorzüglich  gilt  das  auch  Ton 
der  nachstehenden  Aufgabe  der  unbestimmten  Analytik,  die  sich  im 
siebenten  Kapitel  seiner  Algebra  vorfindet: 

Für   eine   gegebene  Zahl   n   sollen   zwei   andere   ganze  Zahlen 
X  und  y  so  bestimmt  werden,  dafs  die  Gleichung 

x*  —  ny*  =  1 
erfällt  ist. 

Auch  hier  ersann  Etder  eine  Methode,  um  zwei  derartige  Zahlen 
X  und  y  zu  finden;  jedoch  gelang  ihm  weder  der  Nachweis,  dafs  eine 
solche  Gleichung  stets  eine  ganzzahlige  Lösung  aufser  der  selbstver- 
ständlichen 

x  =  ±l,    y  =  0 

besitzt,  falls  n  keine  positive  Quadratzahl  ist,  noch  vermochte  er 
andrerseits  zu  zeigen,  dafs  der  von  ihm  angegebene  Weg  immer  zu  der 
gesuchten  Lösung  führen  mufs. 

Eine  erschöpfende  Behandlung  dieser  nach  dem  Engländer  Pdl 
benannten  Gleichung,  an  der  sich  auch  Fermut  bereits  versuchte,  hat 
zuerst  L(i{iramfe  geliefert,  indem  er  gleichzeitig  die  dazu  erforderliche 
Theorie  der  periodischen  Kettenbröche  schuf.  Dieser  grofse  Mathe- 
matiker hat  sich  namentlich  in  der  Zeit  seines  Berliner  Aufenthaltes 
sehr  tief  mit  arithmetischen  Fragen  beschäftigt  und  einen  grossen  Teil 
seiner  Ergebnisse,  speziell  das  soeben  erwähnte  Resultat,  in  den  höchst 
wertvollen  „Additions"  zu  seiner  1774  erschienenen  französischen  Über- 
setzung der  Algebra  EtUers  niedergelegt. 
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Femer  betrachtete  Euler ,  auch  darin  ein  direkter  Nachfolger 
Fermcd&j  die  Zahlen  mit  grofser  Beharrlichkeit  etwa  in  gleicher  Weise, 
wie  es  die  induktiven  Wissenschaften,  z.  B.  die  Physik,  den  Vorgängen 
in  der  Natur  gegenüber  zu  thun  pflegen.  Das  zeigen  vor  allem  seine 
schliefslich  mit  Erfolg  gekrönten  Bemühungen  hinsichtlich  des  Reci- 
procitatsgesetzes  der  quadratischen  Reste. 

Bei  diesen  Untersuchungen  ging  er  von  der  Aufgabe  aus,  zu  ent- 
scheiden, ob  eine  vorgelegte  Primzahl  p^  quadratischer  Rest  einer 
andern  Primzahl  p  ist,  d.  h.  ob  es  eine  ganze  Zahl  x  von  der  Be- 
schaffenheit giebt,  dafs  die  Differenz 

durch  p  teilbar  ist. 

Euler  schrieb  nun  für  sehr  viele  Primzahlen  p  sämtliche  quadra- 
tischen Reste  p^  auf  und  suchte  die  so  auf  induktivem  Wege  gefundenen 
ResultAte  durch  ein  Gesetz  zusammenzufassen,  um  dieses  dann  direkt 
zu  beweisen.  Lange  blieben  seine  Forschungen  erfolglos;  er  vermochte 
nicht,  in  dem  aufgehäuften  Material  irgend  eine  gesetzmäfsige  Anord- 
nung zu  erkennen  und  bemühte  sich  vergebens,  die  aufgefundenen 
Zahlen,  die  arithmetische  Reihen  zweiter  Ordnung  bildeten,  in  solche 
erster  Ordnung  zu  bringen.  Erst  am  Ende  seines  Lebens  gelangte  er 
zu  dem  jetzt  unter  dem  Namen  des  Reciprocitätsgesetzes  geläufigen 
Fundamentalsatze,  den  er  zuerst,  freilich  noch  ohne  Beweis,  in  den 
1783  veröffentlichten  „opuscula  analytica"  aussprach. 

Die  Bezeichnung  „Reciprocitätsgesetz"  (loi  de  reciprocite)  stammt 
von  Legendre y  der  im  Jahre  1785  auch  die  Richtigkeit  desselben  dar- 
zuthun  versuchte.  Sein  Beweis  ist  aber  nur  ein  scheinbarer;  denn  er 
nimmt  bei  den  erforderlichen  Ausführungen  Primzahlen  von  gewissen 
Eigenschafben  zu  Hilfe,  ohne  zeigen  zu  können,  dafs  derartige  Zahlen 
existieren  müssen.  In  Wahrheit  würde  dazu  nämlich  die  Herleitung 
des  Satzes  notwendig  sein,  dafs  in  jeder  arithmetischen  Reihe  Prim- 
zahlen enthalten  sind,  eines  Satzes,  der  selber  wieder  nur  mit  Benutzung 
des  Reciprocitätsgesetzes  bewiesen  werden  konnte. 

Weiterhin,  im  Jahre  1798,  gab  Legendre  ein  Buch  über  Zahlen- 
theorie heraus,  das  zum  ersten  male  jenen  Titel  trägt,  seinen  „essai 
sur  la  theorie  des  nombres".  Derselbe  kann  allerdings  als  ein  geregeltes 
Werk  über  unsere  Disciplin  kaum  angesehen  werden,  er  ist  wenig 
mehr,  als  eine  Reihe  zusammengebundener  Abhandlungen.  Doch  hat 
sich  sein  Verfasser  das  Verdienst  erworben,  in  ihm  die  Summe  des 
damaligen  Wissens  im  wesentlichen  zusammengebracht  zu  haben. 


Dritte  Vorlesung. 

Die  beiden  Hauptrichtungen  der  Arithmetik  im  neunzehnten  Jahrhundert.  —  GauTs 
und  der  systematische  Aufbau  der  Arithmetik  in  den  Disquisitiones  arithmeticae. — 
Inhaltsübersicht.  —  Das  Problem  der  Kreisteilung.  —  Dirichlet,  Jacobi,  Kummer.  — 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  arithmetische  Behandlung  dieses  Problemes.  — 
Dirichlet  und  die  Anwendung  der  Analysis  auf  Probleme  der  Zahlentheorie.  — 
Beispiele :  Die  Binomial-  und  Polynomialkoef&cienten  sind  ganze  Zahlen.  —  Einige 

Untersuchungen  Eulers  aus  diesem  Gebiete. 

§  1. 

Zwischen  die  erste  und  die  1808  erschienene  zweite  Auflage  der 
Zahlentheorie  von  Legendre  fällt  im  Jahre  1801  die  VeröflFentlichung 
der  epochemachenden  ^^disquisitiones  arithmeticae^'  von  GaufSj  die  jene 
Auflage  nach  dem  Ausspruche  Legendres  selbst  nahezu  überflüssig 
machten. 

Karl  Friedrich  Gaufs  wurde  1777  als  da«  Kind  einfacher  Leute 
in  Braunschweig  geboren.  Er  verdankte  seine  wissenschaftliche  Aus- 
bildung der  Güte  des  Herzogs  Karl  WiUielm  Ferdinand  von  Braon- 
schweig,  dem  er  dafür  sein  Erstlingswerk,  die  ,,disquisitiones"  widmete. 
Sein  späteres,  reich  gesegnetes  Leben  brachte  er  in  Göttingen  zu  und 
starb  dort  am  23.  Februar  1855.  Neuerdings  ist  dem  grofsen  Manne 
in  seiner  Vaterstadt  ein  Standbild  errichtet  worden. 

Der  von  Gaufs  gewählte  Titel  „disquisitiones"  ist  ein  überaus 
bescheidener,  wenn  man  bedenkt,  dafs  er  hier  zum  ersten  male  eine 
vollkommen  systematische  Behandlung  der  Zahlentheorie  liefert,  das 
somit  in  der  That  das  erste  eigentlich  wissenschaftliche  Werk  über  die 
Arithmetik  ist.  Zugleich  aber  ist  diese  früheste  exakte  Darstellung  so 
grundlegend  gewesen,  dafs  man  annehmen  darf,  das  Buch  werde  für 
Jahrhunderte  noch  die  wichtigste  Quelle  aller  arithmetischen  Forschung 
bleiben.  Es  ist  wirklich  staunenswert,  wie  ein  einzelner  Mann,  noch 
dazu  in  so  jungen  Jahren,  eine  solche  Fülle  von  Ergebnissen  zu  Tage 
fordern  konnte  und  vor  allen  Dingen  eine  so  tiefgreifende,  geordnete 
Bearbeitung  einer  ganz  neuen  Disciplin  zu  geben  vermochte. 
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Das  Werk  ist  in  sieben  Sektionen  eingeteilt,  deren  Inhalt  der 
folgende  ist: 

Erste  Sektion:   Allgemeine  Sätze  über  die  Kongruenz  der  Zahlen. 

Zweite       „         Über  die  Kongruenzen  des  ersten  Grades. 

Dritte        „         Reine  Kongruenzen   oder  Theorie  der  Potenzreste. 

Vierte       „         Über  die  Kongruenzen  zweit.en  Grades. 

Fünfte       yj        Auflösung  der  unbestimmten   oder  Diophantischen 

Gleichungen  zweiten  Grades  auf  Grund  der  Theorie 

der  quadratischen  Formen. 
Sechste     „         Anwendung  der  gewonnenen  Resultate. 
Siebente    „         Theorie  der  Kreisteilungsgleichungen. 

Mit  dem  Hauptergebnisse  dieser  siebenten  Sektion  hat  Gaufs 
namentlich  seinen  wissenschaftlichen  Ruhm  für  alle  Zeiten  begründet, 
indem  er  ein  Problem  weiter  führte  und  vollständig  löste,  das  seit 
Euklid  geruht  hatte,  obwohl  sich  so  viele  bedeutende  Mathematiker 
vor  Gaufs  mit  ihm  beschäftigt  hatten.  Er  hat  nämlich,  und  zwar 
durch  rein  arithmetische  Schlüsse,  nachgewiesen,  dafs  sich  die  Peri- 
pherie eines  Kreises  dann  in  p  gleiche  Teile  im  Sinne  der  Geometrie 
der  Alten,  d.  h.  durch  geometrische  Konstruktion  mit  Lineal  und  Zirkel 
zerlegen  lafst,  wenn  p  eine  Primzahl  von  der  Form  2^**  -\-  \  ist,  dafs 
für  alle  andern  ungeraden  Primzahlen  aber  eine  derartige  Teilung  un- 
möglich ist.  Nur  die  beiden  ersten  Kreisteilungen  dieser  Art,  nämlich 
die  Teilung  in 

2*'+  1  =  3        und        2' +  1  =  5 

gleiche  Teile,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Koustniktion  des  regelmäfsigen 
Dreiecks  und  Fünfecks  waren  schon  den  griechischen  Mathematikern 
bekannt,  und  aufserdem  die  Thatsache,  dafs  man  mit  Zirkel  und  Lineal 
jeden  Winkel  halbieren,  dafs  man  also  den  Kreis  successive  in  2,  4,  8, . . . 
allgemein  in  2*"  gleiche  Teile  teilen  kann.  Aus  diesen  beiden  That- 
Sachen  zusammengenommen  konnte  man  dann  ohne  weiteres  schliefsen, 
dals  auch  die  Teilung  des  Kreises  in 

2".  3,    2''.  5,     2".  3.  5  (.=o,  i, «, . . .) 

gleiche  Teile  möglich,  dafs  also  z.  B.  die  Konstruktion  der  regulären 
6,  10,  15,  •  •  •  Ecke  mit  Zirkel  und  Lineal  ausgeführt  werden  kann. 
Hiermit  waren  aber  die  Resultate  der  Geometer  vor  Gaufs  erschöpft: 
Es  war  ihnen  der  Beweis  nicht  gelungen,  dafs  die  Konstruktion  der 
regulären  7,  11,  13  Ecke  mit  Zirkel  und  Lineal  nicht  möglich  ist, 
und  noch  viel  weniger  waren  sie  im  Stande  gewesen  zu  zeigen,  dafs 
die  erste  Primzahl  nach  3  und  5,  für  welche  jene  Konstruktion  mög- 
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lieh  wird,  die  Zahl  17  =  2  -f"  1  ^^^-  Di®  nächsten  Primzahlen,  für 
welche  jene  Teilung  des  Kreises  mit  Zirkel  und  Lineal  ausgeführt  wer- 
den kann,  sind  dann  erst 

2^  +  1  =  257 ,     2*  +  1  =  65537.*) 

Aufserdem  hat  Gaufs  eine  Reihe  von  zahlentheoretischen  Abhand- 
lungen verfafst,  die  jetzt  im  zweiten  Bande  seiner  von  Schering  ge- 
sammelten Werke  sämtlich  vereinigt  und  daher  leicht  zuzüglich  sind. 
Von  dem  Studium  derselben  im  Original  kann  sich  wohl  niemand  dis- 
pensieren, der  weiter  in  das  Innere  unseres  Gebietes  einzudringen 
beabsichtigt. 

Ist  auch  in  dieser  Hauptschrift  des  gröfsten  deutschen  Mathe- 
matikers eine  strenge  Systematik  nicht  durchgangig  festgehalten,  so 
gilt  das  doch  noch  durchaus  für  die  Entwicklungen  über  die  Theorie 
der  Kongruenzen  und  die  der  quadratischen  Formen.  Die  Art  der 
Darstellung  ist  in  den  disquisitiones,  wie  überhaupt  in  den  Ganfsischen 
Arbeiten,  die  Euklidische.  Er  stellt  die  Sätze  auf  und  beweist  sie, 
wobei  er  gradezu  mit  Fleifs  jede  Spur  der  Gedankengange  verwischt, 
die  ihn  zu  seinen  Resultaten  geführt  haben.  In  dieser  dogmatischen 
Form  ist  gewifs  auch  der  Grund  dafür  zu  suchen,  dafs  sein  Werk  so 
lange  unverstanden  blieb  und  dafs  es  erst  der  Bemühungen  und 
Forschungen  Lejeune-Dirichlets  bedurfte,  um  es  bei  den  Nachlebenden 
zu  der  vollen  Wirkimg  und  Würdigung  gelangen  zu  lassen.  Der  letzt- 
genannte Mathematiker  ist  insofern  wohl  als  der  unmittelbare  Erbe 
und  Nachfolger  von  Gaufs  in  unserer  Disciplin  anzusehen. 

Peter  Gustav  Lojemie-Dirichlet  wurde  1805  in  Düren  als  Sohn  des 
dortigen  Postmeisters  geboren.  Seine  mathematische  Ausbildung  erhielt 
er  in  Paris,  wo  er  später  als  Hauslehrer  in  der  Familie  des  GenisEnls  Fojf 
lebte.  1825  übergab  er,  wie  bereits  erwähnt,  seine  Abhandlung  über 
den  grofsen  Fermatschen  Satz  der  Pariser  Akademie  und  bekam  aus 
Anlafs  dessen  und  speziell  durch  Vermittlung  Alexander  von  Humiboldls 


*)  Diese  fünf  ersten  Zahlen  von  der  Form  "r  -{-  1  sind  sämtlich  PrimsahleD, 

und  Fermat  hatte  den  Satz  ausgesprochen,  aber  mit  dem  ausdrücklichen  ZuBatze, 

dafs  er  keinen  Beweis  desselben  besitze,   dafs  jede  in   dieser  Form  enthaltene 

Zahl  eine  Primzahl  sei.    Aber  Jiktler  zeigte  bereits,  dafs  schon  die  nächste  Zahl 

dieser  Art  «,»  «o 

2*+  1  =  2*^+  1 

den  Teiler  641  hat,  und  später  wurde  weiter  nachgewiesen,  dafs  auch  die  Zahlen 

2*  -f  1 ,  2^  -f  1 ,  2^  +  1  und  2^  +  1  keine  Primzahlen  sind.  Jener  Beweis 
hätte  auf  direktem  Wege  gar  nicht  gegeben  werden  können,  da  z.  B.  die  leiste 
jener  Zahlen  ausgeschrieben  über  20  Milliarden  Ziffern  besitzen  würde.  Mit  Hfllfe 
der  Theorie  der  Kongruenzen  gestaltet  er  sich  verhältnismäfsig  einfach.      H. 
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eine  Professur  an  der  Breslauer  Universität.  Von  da  nach  Berlin 
berufen  kündigte  er  hier  zum  ersten  male  eine  Vorlesung  über  Zahlen- 
theorie unter  dem  Titel  ^^Unbestimmte  Analytik^^  an^  die  jedoch  nicht 
zu  stände  kam;  im  Sommer  1833  machte  er  dann  den  zweiten  Versuch, 
über  seine  Wissenschaft  zu  lesen,  mit  dem  Publikum  ^^Anfangsgründe 
der  höheren  Arithmetik*^  Unter  dem  Titel  „Zahlentheorie"  hielt  er 
zuerst  im  Sommer  1841  ein  Privatkolleg  ab,  welches  ich  selbst  noch 
gehört  habe,  und  diese  Vorlesungen  haben  sich  seitdem  in  Berlin  und 
weiterhin  in  ganz  Deutschland  auf  den  Universitäten  eingebürgert. 
DiricMets  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  sind  nach  seinem  Tode  von 
Dedekind  herausgegeben  worden;  dies  Buch  enthält  in  fafslicher  Aus- 
einandersetzung wohl  eine  erschöpfende  Darstellung  von  dem,  was  jener 
in  seinen  Vorträgen  aus  den  50  er  Jahren  zu  geben  pflegte.  Im  Jahre 
1855  ging  DiricMet  als  Nachfolger  von  Gaufs  nach  Göttingen  und  starb 
daselbst  1859. 

Ziemlich  gleichzeitig  mit  ihm  las  Jacobi  (1805 — 1851)  in  Königs- 
berg über  arithmetische  Gegenstände;  er  wendete  sich  aber  gleich  nach 
der  Darlegung  des  Begriffes  der  Kongruenzen  und  ihrer  Eigenschafben 
der  Untersuchung  der  Kreisteilungsgleichungen  zu,  welche  ihn  be- 
sonders interessierten  und  deren  Theorie  ihm  wertvolle  Bereicherungen 
verdankt. 

DiruMets  vornehmste  Arbeiten  beziehen  sich  alle  auf  die  Zahlen- 
theorie^  die  er  selbst  noch  nach  Gaufs  dadurch  wesentlich  ausgestaltete, 
daXs  er  durch  Anwendung  der  Methoden  und  Resultate  der  Analjsis 
sehr  tiefliegende  arithmetische  Probleme  ergründete  und  so  der  Zahien- 
lehre  eine  ganz  neue  Disciplin  erschlofs;  neben  der  systematischen 
Arithmetik  von  Gaufs  kann  diese  als  die  zweite  Hauptrichtung  unserer 
Wissenschaft  im  neunzehnten  Jahrhundert  angesehen  werden. 

§2. 

Die  weitere  Fortbildung  und  Entwicklung  der  systematischen  Arith- 
metik knüpft,  wie  fast  alles,  was  die  Mathematik  unseres  Jahrhunderts 
an  eigenen  wissenschaftlichen  Ideen  gezeitigt  hat,  an  Gaufs  an.  Dieser 
stiefs  nämlich  bei  der  Herleitung  des  biquadratischen  Keciprocitäts- 
gesetzes  auf  die  Aufgabe,  diejenigen  Primzahlen  p  zu  finden,  für  die 
der  Ausdruck 

durch  p  teilbar  wird,  sobald  man  für  x  eine  geeignet  gewählte  ganze 
Zahl  setzt.  Hierbei  wurde  er  darauf  geführt,  p  in  der  bekannten  Weise 
als  Smnme  zweier  Quadratzahlen   a^  -f~  ^^   ^^  schreiben,  was   für  eine 
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Primzahl  von  der  Form  4n  -f-  1  stets  möglich  ist;  und  nun  fand  er, 
dafs  die  in  Frage  stehende  Eigenschaft  von  p  hauptsächlich  durch  den 
Charakter  der  Zahlen  a  und  b  bedingt  ist.  Bezeichnet  man  aber 
]/— 1  mit  iy  so  ergiebt  sich  aus  jener  Darstellung  die  Zerlegung 
Yon  p  in  zwei  ganzzahlige^  komplexe  Faktoren: 

p  =  a»  +  6«  =  (a  +  bi)  [a  —  bi). 

Führt  man  also  die  Wurzel  der  ganzzahligen  quadratischen  Gleichung 

t«  +  1  =  0, 

durch  die  i  definiert  ist^  in  die  Betrachtung  ein,  so  hört  p  auf,  eine 
unzerlegbare  Primzahl  zu  sein,  sie  zerfällt  vielmehr  in  das  Produkt 
der  beiden  Faktoren  a  -f-  6*  und  a  —  bi.  Gaufs  hat  nun  eben  den 
folgenreichen  Schritt  gethan,  diese  sogenannten  komplexen  Zahlen  in 
die  Arithmetik  einzuführen  und  ihnen  hier  das  gleiche  Bürgerrecht  mit 
den  reellen  Zahlen  zu  verleihen.  Als  erste,  schöne  Frucht  dieser  allge- 
meineren Anschaumigsweise  zeigte  sich,  dafs  die  Ausgangsfrage  nach 
dem  Keciprocitätsgesetze  für  vierte  Potenzen  der  Sache  nach  keine  grofseren 
Schwierigkeiten  darbot,  als  es  bei  dem  entsprechenden  Gesetze  f&r  die 
quadratischen  lleste  der  Fall  gewesen  war. 

Somit  war  es  denn  gegeben,  dafs  man  auf  der  von  Gaufs  eröffiieten 
Bahn  weiter  fortschritt  und  an  Stelle  der  einfachen  quadratischen  Gleichung 

i«  +  1  =  0 

die  Wurzeln  beliebiger  anderer  ganzzahliger  Gleichungen  für  die  zahlen- 
theoretische  Forschung  heranzog.  So  hat  dann  E.  E.  Kummer  die 
Wurzeln  der  von  Gaufs  behandelten  Kreisteilungsgleichnngen,  also 
die  allgemeinen  n^"  Einheits wurzeln,  in  derselben  Art  arithmetisch 
untersucht,  wie  es  dieser  selbst  bei  den  Zahlen  von  der  Form  a  -\-bi 
gethan  hat,  d.  h.  bei  denjenigen,  die  aus  den  vierten  Wurzeln  der  Einheit 
zusammengesetzt  sind. 

Als  mau  dann  aber  dazu  überging,  für  die  Wurzeln  beliebiger 
ganzzahliger  Gleichungen  dasselbe  zu  leisten,  stellte  sich  heraus,  dafs 
diese  Aufgabe  vollkommen  gelöst  wäre,  wenn  man  nur  die  Theorie  der 
gewffhnlichen  rationalen  Funktionen  mehrerer  Variablen  mit  ganzen 
Zahlenkoefficienten  erschöpfend  klargelegt  hätte;  es  erwies  sich  also 
die  Einführung  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  als  überflüssig, 
wenn  man  statt  ihrer  die  Fmiktionen  beliebig  vieler  Variablen  auf  arith- 
metischem Wege  erforschte. 

Gerade  diese  Untersuchungen  habe  ich  deshalb  oben  als  den  Haupt- 
gegenstand der  allgemeinen  Arithmetik  bezeichnet;  denn  mit  ihrer 
Hilfe  müssen  sich  alle  zahlentheoretischen  Probleme  in  dem  neueren, 
erweiterten  Sinne  erledigen  lassen. 
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§3. 

Am  Ende  des  §  1  ist  bereits  darauf  hingewiesen  worden,  wie  vor 
allem  durch  DiricJdet  unter  methodischer  Benutzung  des  mächtigen 
Instrumentes  der  Analysis  sehr  versteckte  und  schöne  Resultate  ge- 
wonnen worden  waren,  deren  rein  arithmetische  Herleitung  auch 
später  teils  nur  mit  grofsen  Schwierigkeiten,  teils  überhaupt  noch  gar 
nicht  gelungen  ist.  Auch  schon  vor  lyirkhlet  war  man  bisweilen  mit 
Hilfe  der  Analysis  zu  interessanten  zahlentheoretischen  Ergebnissen 
gelangt,  indem  man  dieselben  aus  fertigen  analytischen  Formeln  direkt 
herauslas.  Es  waren  das  Gelegenheitsresultate,  die  sich  ebenso  unver- 
mutet und  überraschend  darboten,  wie  sie  oft  dem  geregelten  Gange 
der  Wissenschaft  weit  vorauseilten.  Es  trat  bei  ihnen  allemal  der  merk- 
würdige Umstand  auf,  dafs  man  in  der  analytischen  Gleichung  gewisser- 
malsen  schon  eine  Antwort  besafs,  zu  der  man  die  Frage  erst  zu 
suchen  hatte. 

Ehe  wir  an  den  systematischen  Aufbau  der  Zahlenlehre  heran- 
treten, wollen  wir  den  Charakter  dieser  früheren  Entdeckungen  und 
damit  die  Anwendung  der  Analysis  auf  arithmetische  Probleme  in 
ihrer  einfachsten  Gestalt  an  einigen  Beispielen  erläutern,  die  grofsen- 
teils  der  Eulerschen  „introductio  in  analysin  infinitorum"  entnommen 
sind.  Eine  solche  Betrachtung  wird  um  so  lohnender  für  uns  sein, 
als  wir  durch  sie  meistens  Aufschlüsse  über  die  additive  Zusammen- 
setzung der  Zahlen  bekommen  werden,  während  die  Gaufsische  Zahlen- 
theorie, wie  bekannt,  wesentlich  auf  der  multiplikativen  Zusammen- 
setzung derselben  beruht. 

Zunächst  wollen   wir  auf  analytischem  Wege  beweisen,  dafs    die 

BinomialkoefBcienten 

n  (n  —  1)  •     •  (w  —  A:  4- 1) 
1.2k 

ganze  Zahlen  sind,  ein  Satz,  der  arithmetisch  so  ausgesprochen 
werden  kann: 

Das   Produkt    von    ii^end    welchen    k   auf  einander    folgenden 
Zahlen  ist  stets  durch  dasjenige  der  k  ersten  Zahlen  teilbar. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  eigentlich  schon  daraus  klar, 
dafs  der  obige  Ausdruck  die  Zahl  der  Kombinationen  von  n  Elementen 
zu  je  k  Gliedern  ohne  Wiederholung,  also  eine  Anzahl,  angicbt  und 
deshalb  notwendig  ganzzahlig  sein  mufs.  Aber  abgesehen  davon,  kann 
man  das  Theorem  sehr  leicht  vermittels  der  Entwicklung  von  (1  +  if)" 
beweisen. 
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Setzt  man  nämlich  das  Bestehen  der  Gleichung 

voraus^  so  ist  offenbar,  das  die  Koefficienten  der  Potenzen  von  x  auf 
der  rechten  Seite  ganze  Zahlen  sind;  denn  eine  ganze^  ganzzahlige 
Funktion  von  x  kann  zu  einer  ganzen  positiven  Potenz  erhoben  wieder 
nur  eine  ganze  Funktion  mit  ganzzahligen  Koefficienten  ergeben.  Es 
kommt  demnach  lediglich  darauf  an,  die  Uiltigkeit  der  vorstehenden 
Entwicklung  (1)  darzuthun,  und  das  geschieht  wohl  am  einfachsten 
durch  den  Schlufs  von  n  —  1  auf  n.  Nehmen  wir  nämlich  an,  es  sei 
schon  gezeigt,  dafs 

(1  +  X)—  =  l-f  2  '^■:^^^  --*>  ^ 

ist,  so  folgt  hieraus  durch  Multiplikation  mit  1  -{-  x 
(1+0:)-=  1  +  0.  +  ^  (!LZL.1)__CLZ11)  ^ 

n  —  l 


+2'^"— '4,--"-=^^+^ 


«— 1 


^^^,^^i.,,^r^__i,,^^ 


*  =  1 

IC 


^  (n  -  1)  •  •  •  (n  -  fc  +  1)     . 


n  —  l 


=  1+X+ (n-l).+2'  ( ^^  ~- ''.. ^"~*'  +  '^--^,-%'^\  ^ 

(n-l)-8-l    . 

+     («-i)T-* 
=  l+«a:  +  2^(":-^)     >-A+»)|„_A:  +  *K  +  ;f 


k=i 


=  1  +   V  !L ("  -  1)  •  •  •  (n  -  t  +  1)  ^. 


*=1 


q.  e.  d. 

So  ist  uns  hier  durch  eine  analytische  Betrachtung  ein  Satz  über 
die  Teilbarkeit  der  Zahlen  in  den  Schofs  gefallen,  dessen  Herleitang  mit 
rein  arithmetischen  Hilfsmitteln  nicht  unbeträchtliche  Schwierigkeiten 
verursacht.  Auf  letzterem  Wege  hat  zuerst  Gauß  jenen  Satz  in  seinfii 
disquisitiones  bewiesen. 
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In  ganz  analoger  Weise  kann  mit  Hülfe  des  polynomischen  Lehr- 
&es  gezeigt  werden,  dafs  der  Ausdruck 

n! 
ik,!  •  •  •  kj 

e  ganze  Zahl  ist,  wenn  k^y  k^,  -  -  -  K  ii^endwelche  nicht  negative 
ilen  bedeuten,  deren  Summe  gleich  n  ist.  Die  Richtigkeit  dieses 
izes  ist  aber,  genau  ebenso  wie  vorher,  völlig  evident,  wenn  man  den 
ynomischen  Lehrsatz,  d.  h.  das  Bestehen  der  Gleichung: 

(^1  -f  o:,  +  •  •  •  +  ^.)   =  ^      jrr—j^  ^1   • 

bewiesen      annimmt;     denn     wiederum     mufs     ja     die     Potenz 

+  ^2  H h  ^nf  eine  ganze,  ganzmhlige  Funktion  von  x^,  x^, .  .  .  x^ 

n.  Wir  haben  also  nur  nötig,  die  Richtigkeit  der  polynomischen 
itwicklung  nachzuweisen  und  thun  dieses  auch  hier  durch  den  Schlufs 
n  w  —  1   auf  n. 

Es  gelte  für  den  Exponenten  n  —  1  die  Gleichung 


X 

V 


.n-1  'V  (^  -  1)-  *1 


k 


V 


k*     •  •  •  k       ^  ^  ' 

robei  0!  gleich  1  gesetzt  ist.    Dann  erhalten  wir  durch  Multiplikation 

lit  Xj  -|-  ^  +  •  •  •  +  ^v 

Ersetzen  wir  nun  in  irgend  einer  der  v  Parti alsummen,  aus  denen 
üe  rechte  Seite  dieser  Gleichung  besteht, 

^       (n  -  1)!        *i  *,-f  1  *. 

^^      kA  ■     '  k\     ^  '  ^ 

h  -f  1  durch  Ä%,  so  geht  sie  über  in 

^  (n  —  1) ! *i  *,•  ky 

Zj   k,\--  (k.  -i)i...-kj^i   •  •  •  ^/   •  •  •  ^.  . 

1  *  v 

der,  anders  geschrieben,  in 
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,ox  V  (♦»  -  1)'  K  *i   *i  *^ 

\*,4-*,  + +*..="/• 

Hier  können  jetzt  die  Zahlen  Ai  •  •  •  k^  nicht  nur,  wie  vorher,  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  w  ^—  1,  sondern  auch  zwischen  0  und  n  an- 
genommen werden;  denn,  falls  ein  von  ki  verschiedenes  k  etwa  ii 
gleich  n  ist,  so  müssen  wegen  der  zweiten  Bedingung  alle  übrigen  i^ 
also  auch  kf,  verschwinden  und  damit  kommt  das  zugehörige  Glied 
der  Summe  von  selbst  in  Wegfall. 

Addiert  man  nun  jene  v  Partialsummen  in  der  obigen  Form  (2\ 
so  ergiebt  sich 


(n-i)i^Ä:. 
*i ,  •  • •  *» 


^ 


1  "^2  '"* 


und  schliefslich 

Hierdurch  ist  die  Richtigkeit  des  polynomischen  Satzes  und  damit 
zugleich  die  des  oben  ausgesprochenen  arithmetischen  Theoremes  be- 
wiesen. 

§4. 
Wir  gehen  weiter  aus  von  dem  unendlichen  Produkte 

(1)  (1  +x)(l+  x^)  (1  +  ar*)  .  .  .  (1  +  x'')  ■  •  ., 

oder  genauer  von  dem  Grenzwerte  desselben,  genommen  bis  zum 
^ten  Qiiede  für  unendlich  wachsendes  n;  damit  absolute,  d.  h.  von  der 
Anordnung  der  Faktoren  unabhängige  Konvergenz  besteht,  ist  noch  die 
Bedingung  |  a:  |  <  1  hinzuzufügen.  Dann  können  wir  die  absolut  kon- 
vergierende Potenzreihe  von  Xy  die  diesem  Produkte  gleich  ist,  auf 
folgende  sehr  elementare  Art  ausrechnen.  Multiplizieren  wir  nämlich 
(1)  mit  dem  Faktor  1  —  rr,  so  ist 

(l—x)(l-{-x)=\-x'^ 
und  ferner 

(1  —  x^)  (1  +  a:^)  =  1  -  iT* 
(1  —  a^)  (1  +  ar*)  =  1  —  x^ 

u.  s.  f.;   die  Grenze,   der   sich   das  neugebildet.e  Produkt  mit  wachaeö' 


i 
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dem   n  nähert,    ist   demnach  1,   da   |a;|<l    sein   soll,  und   der    ur- 

sprOnglich  betrachtete  Ausdruck  wird  gleich  --—- —  oder  gleich 
1  +x  +  a:»H . 

Die  so  gefundene  Gleichung: 

(2)        (1  +  a;)  (1  +  a:*)  • .  •  (1  +  a?»")  ■  •  •  =  1  +  a;  +  a;»  H 

enthält  nun  wieder  eine  höchst  interessante  arithmetische  Relation. 
Die  Eoefficienten  auf  beiden  Seiten  mflssen  beziehlich  mit  einander 
übereinstimmeD.  Daraus  folgt  zunächst^  dafs  bei  der  Entwicklung  des 
unendlichen  Produktes  auf  der  linken  Seite  alle  ganzen,  positiven  Ex- 
ponenten auftreten  müssen ,  weil  sie  auf  der  rechten  Seite  sämtlich 
vorhanden  sind.  Dieselben  entstehen  aber  links  als  Summen  aller 
Potenzen  von  2,  1,  2,  4,  8,  16,  •  •  •  2",  •  •  •,  und  zwar  tritt  jeder  Ex- 
ponent 

2'*+2'*H 1-  2"^  (.,$.*) 

links  einmal  und  nur  einmal  auf.  Da  aufserdem  die  KoefGcienten  der 
unendlichen  Reihe  rechts  alle  gleich  1  sind,  so  ist  die  Darstellung  jeder 
ganzen  Zahl  als  Summe  von  lauter  verschiedenen  Potenzen  von  2 
auch  nur  einmal  mögUch.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Jede  positive  ganze  Zahl  läfst  sich  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
als  Summe  von  verschiedenen  Potenzen  von  2  darstellen, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

Jede   ganze  Zahl   läfst   sich   auf  eine   und   nur  eine  Weise  im 
dyadischen  Zahlensysteme  darstellen. 

So  aufgefafst  wird  das  hier  analytisch  gefundene  Resultat  fast 
selbstverständlich,  denn  die  gleiche  Eigenschaft  kommt  jedem  Zahlen- 
systeme mit  einer  ganz  beliebig  gewählten  Grundzahl  g  zu.  In  der 
That  erkennt  man  ohne  Schwierigkeit,  dafs  eine  Zahl  s  immer  auf 
eine  und  nur  eine  Art  im  ^-adischen  Zahlensysteme  oder  in  der  Form 

s  =  öo  +  Ojflf  -f  Ojflf*  H h  ang"* 

darstellbar  ist,  wenn  o^,  «i,  •  •  •  auf  die  Werte  0,  1,  •  •  •  ^  —  1  be- 
schränkt werden.    Man  kann  dann  s  kürzer  in  der  Form 

schreiben,  wo  die  Eoefßcienten  a^  die  Ziffern  von  s  in  jenem  Zahlen- 
systeme bedeuten. 

Euler  behandelt  dieses  Beispiel  im  16.  Kapitel  seiner  „introductio 
in  analysin  infinitorum^  und  macht  von  dem  gewonnenen  Ergebnisse 
eine  ergötzliche  Nutzanwendung  auf  die  Frage  nach  der  Anzahl  der 

Kroneeker,  ZaUentlieorie.  L  4 
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Yerschiedenen  Gewichte,  die  ein  Eanfmann  braucht,  um  jede  Last 
wägen  zn  können.  Dazu  sind  nämlich  nach  dem  Vorhergehenden  nur 
je  ein  Stuck  von  1,  2,  4,  8,  16,  32  etc.  Pfund  nötig,  vorausgesetzt^ 
dafs  keine  Bruchteile  von  Pfunden  vorkommen  sollen. 


§5. 

Im  Anschlüsse  an  diese  Untersuchungen  wollen  wir  noch  ein  ähn- 
liches Problem  behandeln,  dessen  Resultat  nicht  so  anf  der  Hand 
liegt,  und  an  das  sich  eine  grössere  Anzahl  arithmetischer  Folgerungen 
knüpfen  läfst.  In  dem  soeben  erwähnten  Werke  betrachtet  Euler  die 
Funktion 

(1)     P(x)  =  (l+x)(\  -{-x^)(l-{-a^)  '"  (l—x)  (1  — rr»)  (1  —x^)  •  -. 

/*=1,  2,  S,  4,        \ 
\i  =1,  S,  8,  7,     .  7 

Damit  das  Produkt  absolut  konvergiere,  müssen  wir  wiederum  |a:|<l 
voraussetzen.  Fassen  wir  dann  die  Glieder  1  -\-  x  und  1  —  x,  1  -f"  ^ 
und  1  —  a^,  l  -\-  T*  und  1  —  rc^  u.  s.  f.  zusammen  und  veiundem  dem- 
gemäfs  die  Reihenfolge  der  Faktoren,  so  folgt  leicht 

(!•)  P(a;)  =  (l+a:*j(l+rr*)(l+a:«)...(l  — a:*)(l— a:«)(l— ar«>)-.-. 

Dieses  Verfahren  kann  man  beliebig  weit  fortsetzen  und  erhalt  so  der 
Reihe  nach  weiter: 

(P)  P(x)  =  {l-\-x'){l+a^){l  +  x'^)'--(l—ct'){l--x'^){l—x^)-'' 

(V)  P{x)  =  {l  +  s^){l+x'^)(l  +  x^)"-{l  —  a^)(l-x^)(l—a^)" 

u.  s.  f.  . 

Die  niedrigste  Potenz  von  x^  welche  in  der  Entwickelung  von  P{x) 
auf  das  Anfangsglied  1  folgt,  kann  wegen  (1*)  nicht  kleiner  als  die 
zweite  sein;  aus  (1^)  folgt  aber,  dafs  sie  nicht  niedriger  als  die  vierte 
aus  (P),  dafs  sie  nicht  niedriger  als  die  achte  sein  kann^  und  so  er- 
kennt man,  wenn  man  in  derselben  Weise  fortfährt,  dafs  die  auf  das 
konstante  Glied  möglicher  Weise  folgende  niedrigste  Potenz  von  ^ 
höher  und  höher  steigt,  dafs  sich  demnach  die  Potenzreihe  für  P{x) 
notwendig  auf  jene  Konstante,  d.  i.  auf  1  reduzieren  muls. 

Dafs  P  (x)  thatsächüch  den  Wert  1  hat,  läfst  sich  aber  auch  dirit 
beweisen.  Vergleicht  man  nämlich  die  erste  und  zweite  DarsteOnog 
des  Produktes  P{x)  in  (1)  und  (1*),    so   ergiebt  sich  die  Funktionil' 

gleichung 

P(x)  =  Pix"). 
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Wenn  nnn  eine  absolut  konvergierende  Potenzreihe  eine  solche  Re- 
lation erfüllt,  so  muTs  sie  bis  auf  ihr  konstantes  Glied  verschwinden. 

Wäre  immlich 

P(rc)  =  Oo  +  «va:"  +  •  •  • , 

wo  ttr  der  erste  nicht  verschwindende  Koefficient  sein  soU^  so  folgte 
in  der  That  aus  der  obigen  Gleichung  die  Identität 

Oo  +  a^x"  +  •  •  •  =  Oo  +  a^a:**  +  *  •  •  ? 
oder   man   erhielte   fOr  eine   endliche  Umgebung   der   Nullstelle   eine 
Gleichung 

and  das  ist  eine  Unmöglichkeit^  wenn  nicht  eben  a^  =  0  ist. 
Jetzt  wollen  wir  die  Gleichung 

77(1  +  X-)  jj(i  -x^)=i 

arithmetisch  verwerten  und  setzen  sie  zu  dem  Ende  in  die  merk- 
würdige Form^  in  welcher  Euler  sie  zuerst  behandelt  und  Jacobi  in 
seiner  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  verwendet  hat: 

Entwickeln  wir  hier  die  rechte  Seite  mit  Hilfe  der  Identität 

OD 


^  =  1+^  +  0:»+ ^2^ 

0 

in  ein  Produkt  unendlicher  Summen^  so  ist 

und  dieses  Summenprodukt  läfst  sich  sofort  durch  Einführung  neuer 
Sommationsbuchstaben  als  eine  mehrfache  Summe  schreiben, 

Multipliziert  man  jetzt  auch  die  linke  Seite  aus  und  ordnet  sie 
nach  steigenden  Potenzen  von  x^  so  müssen  beide  Entwicklungen  Glied 
fär  Glied  übereinstimmen ,  d.  h.  jedes  x*  mufs  ebenso  oft  links  wie 
rechts  vorkommen.    Links  tritt  nun  x'  so  oft  auf,  als  5  in  die  Form 

^   gesetast  werden  kann,  wo  h^y  Kf'''   beliebige  positive,  von  einander 
^   Terschiedene  Zahlen  bedeuten,  oder  also  so  oft,  wie  s  als  Summe  von 

einander  verschiedener,  positiver  Zahlen  darstellbar  ist.    Rechts  dagegen 

erhalt  man  x'  so  oft,  als  der  Exponent  die  Form 


I 

; 
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annimmt  oder  so  oft  wie  sich  s  als  Summe  angerader  Zahlen,  jede  be- 
liebig oft  genommen,  ergiebt  Wir  haben  damit  den  Sata  gefunden: 

Jede  positive  ganze  Zahl  kann  ebenso  oft  aus  verschiedenoi 
Summanden  zusammengesetzt  werden,  als  sie  sich  aus  gleichen 
oder  Terschiedenen  aber  ungeraden  Summanden  zusammensetzen 
läCst 

Als  Beispiel  betrachten  wir  diese  beiden  Arten  der  Zerlegung  Ar 
die  Zahl  11.    Es  ist  hier 


3  +  1-5 

3 

+  2-5 
3 
3  +  1. 


11  =  1+2  +  3  +  5     11  =  111 

=  1+2  +  8  =8-1  +  1-3 

=  1  +3  +  7  =6-1  +1-5 

=  1  +  4  +  6  =    5-1  +  2-3 

=  2  +  3  +  6  =    41  +1-7 

=  2  +  4  +  5  =    31  +  1 

=  1  +  10  =21  +1-9 

=  2  +  9  =    2-1  +  3 

=  3  +  8  =    1-1 

=  4  +  7  =1-1  +  1-3  +1-7 

=5+6  =  2 

=  11  =  111, 

und  wir  haben  in  der  That  beide  male  12  Zerlegungen. 

Unser  Satz  kann  übrigens  auch  so  ausgesprochen  werdmi: 

Stellt  man  erstens  aus  der  Reihe  der  natfirliehea  Zahlen  aQt 
Kombinationen  ohne  Versetzungen  und  Wiederholungen,  zwäteDS 
aus  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  alle  Kombinational  obM 
Versetzungen  und  mit  Wiederholungen  zusammen  und  iääA 
immer  die  zi^ehörigen  Summen,  dann  kommt  in  bdden  ao 
entstehenden  Reihen  jede  Zahl  s  gleich  oft  vor. 

Femer  können  wir  in  der  Gleichung 

(1  +  a;)  (1  +  jc^  (1  +  a^) . .  -  (1  -  a;)  (1  —  X»)  (1  —  «*)  •  •  •  -1 

für  die  linke  Seite  direkt  die  entsprechende  Potenzreihe  aosetna;  wir 
bekommen  auf  diese  Weise 


,*.+*.+      +*^+»^+*i++»o 


1 


♦m  "«. 


/*,,*,,...  =0,  1,2,        :*a^V\ 
Vj,».»         =1,8.6,         ;  r^^rJ 
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Die  Exponenten  s  werden  also  gebildet  ^  indem  man  beliebig  viele^ 
aber  von  einander  verschiedene  Zahlen  der  Reihe  0,  1 ,  2,  •  •  •  zu  be- 
liebig vielen  ebenfalls  von  einander  verschiedenen  Zahlen  der  Reihe 
1,  3,  5,  •  •  •  addiert. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  positive  ganze  Zahl  6'  auf  alle  möglichen 
Arten  in  der  Form 

5  =  ifci  +  *2  + h  ^V  +  ^i  +  ^«  + h  ^o 

aasgedrückt  und  rechnet  eine  jede  solche  Darstellung  als  positiv  oder 
negativ^  je  nachdem  die  Anzahl  6  der  zuletzt  stehenden  Zahlen  v  gerade 
oder  ungerade  ist^  so  ist  der  Überschufs  der  Anzahl  der  positiven  über 
die  der  negativen  Darstellungen  von  s  genau  gleich  dem  EoefB- 
eienten  (7«  auf  der  linken  Seite ^  also  gleich  Null.  Eine  Zahl  s  läfst 
sich  also  in  dem  angegebenen  Sinne  ebenso  oft  positiv,  wie  negativ 
darstellen. 

Zur  Erläuterung  dieses  Satzes  mögen  uns  die  Zerlegungen  von  3 
und  von  6  dienen.  Die  vorkommenden  ungeraden  Zahlen  vi,  •  •  •  v„ 
schliefsen  wir  dabei  zur  Unterscheidung  in  eine  Klammer  ein. 

3  =  l  +  2  =  2  +  (l)  =  (3)  =  3 

6  =  1  +  2  + 3  =  2  +  3  + (1)  =  1  +  2  + (3)  =  2  + (1  +  3)  =  2  +  4 
=  3  +  (3)  =  l  +  5  =  l+(5)  =  5  +  (l)  =  (l+5)  =  l  +  4+(l)  =  6 

3  hat  also  beide  male  2,  6  beide  male  6  Darstellungen. 

§6. 

Zum  Schlüsse  nehmen  wir  noch,  was  ja  nahe  liegt,  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichung 

/J(l  +  a*)  77(1  -x')  =  l 

k  V 

die  Logarithmen  und  suchen  die  Gleichung 

für  die  Zahlentheorie  zu  verwerten.  Diese  letzte  Relation  kann  man  ohne 
Mühe  auch  unmittelbar  verifizieren  und  so  einen  neuen  Beweis  für  die 
Eidersche  Produktformel  herleiten.  Differentiiert  man  nämlich,  um  das 
^ilaufig  auszuführen,  den  Ausdruck  rechts  und  multipliziert  ihn  dann 
^it  Xj  80  ergiebt  sich  eine  Funktion 

(2)        9(-)=5'^-:s^ 


-v  1  +  «*    '4^  i-x"' 


J 
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Diese  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

d.  h.  ff>{x)  genügt  der  Firnktionalgleichung 

(3)  9,(0.)  -  29,  (a^). 

Eine  solche  Funktion  mufs  aber  identisch  verschwinden^  denn  entwickelt 
man  sie  in  eine  Potenzreihe,  so  kann  man  genau  wie  oben  zeigen^  dals 
sie  auTser  dem  konstanten  Gliede  keine  einzige  Potenz  von  x  entibait 
und  folglich  von  x  unabhängig  ist.  Das  konstante  Glied  ist  aber  wegen 
der  aus  (3)  folgenden  Gleichung  9)  (0)  =  2^  (0)  gleich  Null.  Hiermit 
ist  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (2)  und  zugleich  auch 
für  (1)  erbracht,  wenn  man  hinzunimmt,  dafs  sich  ihre  linke  Seite  f&r 
a;  ^  0  offenbar  auf  Null  reduziert. 

Aus  (1)  gewinnen  wir  nun  einen  interessant-en  arithmetischen  Sai^ 
wenn  wir  statt  der  Logarithmen  ihre  Reihenausdrücke  setzen  und  die 
Gleichung  betrachten 


OC  .OD 

y  •  m 


2'2'c-')-V-2'2'  V     (::tiJ.J 


Da  nämlich  die  Koefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  auf  beidoi 
Seiten  übereinstimmen  müssen,  so  ist  für  ein  beliebiges  N: 

^  n  ^    m 

k'n=N  tm  —  N 

oder,  wenn  mit  k  -  n  ^  v  -  m  =  N  heraufmultipliziert  wird, 

eine  Gleichung,  die  sich  schliefslich  folgendermafsen  schreiben  lafctr 

k/N  r/N 

WO  links  über  alle,  rechts  nur  über  alle  ungeraden  Teiler  von  JT  ^ 
summieren  ist.     Hierin  liegt  der  Satz: 

Die  Sunune  aller  ungeraden  Teiler  einer  Zahl  N  ist  gleidi  dtf 
algebraischen  Summe  aller  ihrer  Teiler,  wenn  jeder  von  dieeffl 


j 
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positiv  oder  negativ  genommen  wird,  je  nachdem  der  komple- 
mentäre Divisor  ungerade  oder  gerade  ist. 

Es  sei  z.  B.  N  =  360  =  2^  •  3^  •  5;  dann  sind  die  ungeraden  Teiler  v 

der  Reihe  nach 

v=ly  3,  5,  9,  15,  45, 

ihre  Summe  ist  78;  femer  sind  diejenigen,  deren  komplementäre  Di  vi- 
soren  ungerade  sind, 

8,  24,  40,  72,  120,  360 

und  ihre  Summe  624,  endlich  alle  übrigen 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  9,  10,  12,  15,  18,  20,  30,  36,  45,  60,  90,  180 

und  ihre  Summe  546;  und  in  der  That  ist  624  —  546  =  78. 

Es  liegt  nun  die  Vermutung  nahe,  dafs  der  Satz,  zu  dem  wir  so 
analytisch  gelangt  sind,  auch  auf  direktem  Wege  leicht  bewiesen  wer- 
den könne,  und  das  ist  wirklich  der  Fall.     Setzen  wir  nämlich: 

wo  M  ungerade,  also  2*  die  höchste  in  N  enthaltene  Potenz  von  zwei 
sein  soll,  und  bezeichnen  wir  wieder  mit  v  alle  imgeraden  Teiler  von  N, 
d.  h.  alle  Teiler  von  Jlf,  so  sind  2*v  alle  und  nur  die,  deren  komple- 
mentäre Divisoren  ungerade  sind,  und 

2*  •  V  (Ä=0,  1,  2,  *-l) 

alle  diejenigen,  deren  Komplemente  gerade  sind.  Bildet  man  aber  die 
algebraische  Summe  dieser  Teiler,  indem  man  die  ersten  positiv,  die 
letzten  negativ  nimmt,  so  ist  in  der  That 

2^  (2*  -  (1  +  2  +  2^  +  .  . .  -f  2*-^))  =2v. 

Nunmehr  könnte  man  von  diesem  arithmetisch  selbstverständlichen 
Resultate  ausgehend  die  Eulersche  Produktformel  und  mit  ihrer  Hilfe 
den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  zahlentheoretischen  Satz 
beweisen.  Rein  arithmetisch  wäre  dieser  Übergang  jedenfalls  nicht 
einfach,  während  er  sich  durch  das  Mittelglied  der  Analysis  durchaus 
ungezwxmgen  und  ohne  Schwierigkeit  vollzieht. 

Auch  hiermit  ist  die  Fruchtbarkeit  der  Gleichung  P  (:r)  =  1  für 
die  Zahlen theorie  noch  keineswegs  erschöpft;  doch  wollen  wir  die  Reihe 
dieser  Betrachtungen  jetzt  abbrechen,  da  es  uns  lediglich  darauf  ankam 
zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  Analysis  zu  zahlentheoretischen  Er- 
gebnissen führt.  Auch  die  letztangeführten  Beispiele  sind  dem  16.  Kapitel 
der  „introductio  in  analysin  infinitorum"  entnommen.  Ealer  beschäftigt 
sich  darin  überhaupt  vorzugsweise  mit  der  additiven  Zerlegung  der  Zahlen, 
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ein  Forschungsfeld,  das  später  nur  sehr  wenig  bearbeitet  wurde ,  weil 
sich  das  Hauptinteresse  der  Mathematiker  auf  die  multiplikative  Zn- 
sammensetzung der  Zahlen  richtete.  Und  doch  hätte  unsere  Wissen- 
schaft bei  systematischem  Vorgehen  zuerst  die  Zerlegung  der  2iahlen 
in  ihre  Summanden  erledigen  müssen.  So  ist  hier  eine  Lücke  geblieben, 
die  bis  jetzt  unausgefüUt  ist;  das  angedeutete  grofse  und  wichtige  Ge- 
biet harrt  vorläufig  noch  einer  systematischen  Behandlung,  obwohl  in 
neuerer  Zeit  Sylvester  demselben  wieder  seine  Aufmerksamkeit  zu- 
gewendet hatte. 


Vierte  Vorlesung. 

rsiematische  Arithmetik.  —  Der  Zahlbegriff.  —  Die  Ordnungszahlen.  —  Die 
ardinalzahlen.  —  Der  Begriff  der  Anzahl.  —  Addition.  —  Vertanschbarkeit  der 
ominanden.    —    Die   Multiplikation.    —    Vertauschbarkeit   der   Faktoren    eines 

Produktes. 

§  1. 

An  die  in  der  vorigen  Vorlesung  erwähnte  additive  Zusanunen- 
setzung  der  Zahlen  wird  gewöhnlich  der  Begriff  der  Zahl  selbst  an- 
geschlossen; sie  wird  als  das  Resultat  der  Aneinanderfiigung  von  Ein- 
heiten gedacht.  Hierauf  gründet  sich  die  Definition^  die  Euklid,  sicher- 
lich unter  dem  Einflüsse  der  älteren  griechischen  Philosophie,  gegeben 
hat  und  die  seine  Nachfolger  Diophant,  Theon  und  andere  noch 
dogmatischer  gestaltet  haben.  Daneben  läuft  die  philosophische  Er- 
klärung der  Zahl  als  das  Ergebnis  der  Zusammenfassung  von  Gegen- 
standen unter  Abstraktion  von  ihren  Verschiedenheiten.  Abgesehen  von 
der  logischen  Bedenklichkeit  der  letzteren  Wendung  sind  derartige  De- 
finitionen an  sich  für  den  Mathematiker  wertlos.  Wir  müssen  vielmehr 
nach  einer  solchen  suchen,  aus  der  sich  die  Gesetze  und  Grundopera- 
tionen der  Arithmetik  auf  naturgemäfse  Weise  entwickeln  lassen,  und 
Werzu  kommen  wir  am  ersten,  wenn  wir  auf  die  mutmafsliche  historische 
Entstehung  des  Zahlbegriffes  zurückgehen. 

ünL  sich  in  der  AuTsenwelt  zurechtzufinden,  giebt  der  Mensch  den 
ihn  umgebenden  Objekten  gewisse,  nach  einer  festen  Reihenfolge  ge- 
ordnete Bezeichnungen,  die  zunächst  ganz  willkürlich  bleiben;  hat  er 
sieh  eine  genügende  Menge  von  ihnen  gebildet,  so  kann  er  sie  nun 
einer  Schar  verschiedener  und  zugleich  für  ihn  unterscheidbarer  Ob- 
jekte*) beilegen  und  dieselben  dadurch  unterscheiden.  Als  solche  rein 
konkrete  Bezeichnungen  stellen  sich  die  Ordnungszahlen,  „der  erste, 
^er  zweite,  der  dritte"  u.  s.  w.  dar;  in  ihnen  liegt  der  naturgemäfse 
Ausgangspunkt  für  die  Entwicklung  des  Zahlbegriffs. 

Die  Gesamtheit  der  verwendeten  Bezeichnungen  fassen  wir  in  dem 
Begriffe  der  „Anzahl  der  0\)jekte",   aus   denen   die  Schar  besteht,   zu- 

*)  Die  Objekte  können  in  gewissem  Sinne  einander  gleich  und  nur  räumlich, 
zeitlich  oder  gedanklich  onterscheidbar  sein,  wie  z.  B.  zwei  gleiche  Längen  oder 
!irei  gleiche  Zeitteile. 
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sammen,  und  wir  knüpfen  den  Ausdruck  für  diesen  Begriff  unzwei- 
deutig an  die  letzte  der  verwendeten  Bezeichnungen  an^  da  deren 
Aufeinandei-folge  fest  bestimmt  ist.  So  kann  z.  B.  in  der  Schar  der 
Buchstaben  {a,  h,  c,  d,  c)  dem  Buchstaben  a  die  Bezeichnung  ab 
^erster'',  dem  Buchstaben  6  die  Bezeichnung  als  „zweiter"  u.  s.  f.  und 
endlich  dem  Buchstaben  e  die  Bezeichnung  als  „fünfter"  beigelegt  wot- 
den.  Die  Gesamtheit  der  dabei  verwendeten  Ordnungszahlen  oder  die 
„Anzahl"  der  Buchstaben  a,  h,  c,  d,  e  kann  demgemäfs  in  Anknüpfiuig 
an  die  letzte  der  verwendeten  Ordnungszahlen  durch  die  Zahl  „Ffinf 
bezeichnet  werden. 

Der  Vorrat  von  Bezeichnungen^  den  wir  in  den  Ordnungszahlen 
besitzen^  ist  deshalb  immer  ausreichend,  um  den  Elementen  einer  jeden 
Schar  von  Objekten  zugeordnet  zu  werden,  weil  es  nicht  sowohl  em 
wirklicher,  als  vielmehr  ein  ideeller  Vorrat  ist.  In  den  Gesetzen  der 
Bildung  unserer  Wort-  und  Zifferbezeichnung  der  Zahlen  besitzen  wir 
recht  eigentlich  das  „Vermögen",  jeden  Anspruch  zu  befriedigen.  Frei- 
lich nur  in  der  Weise,  dafs  in  dem  Ausdrucke  einer  Zahl  gewine 
Bezeichnimgen  beliebig  vielfach  wiederholt  werden.  Sind  aber  ¥^eder 
holungen  gestattet,  so  genügt  schon  ein  einziges  Zeichen,  um  jede  ZiU 
auszudrücken,  nämlich  so,  dafs  das  eine  Zeichen  so  oft  wiederiiolt 
wird,  als  die  Zahl  angiebt.  Indessen  wäre  eine  solche  primitive  Dm- 
stellungsweise  mittels  eines  einzigen  Zeichens  ganz  unübersichtlich,  xaA 
die  andere  ebenso  primitive  Darstellungsweise  durch  lauter  verschiedcoB 
Zeichen  wäre  offenbar  ganz  unthunlich.  Man  ist  deshalb  bei  den  Wart- 
bezeichnungen der  Zahlen  wohl  darauf  ausgegangen,  mit  EUlfe  von  mof 
liehst  wenigen  spezifisch  verschiedenen  Stammworten  möglichst  viele 
Zahlen  auszudrücken,  und  dies  ist  dadurch  gelungen,  dals  man  du 
Schema  der  Bezeichnungen  wie  eine  Tabelle  mit  zweifachem  Eingug 
einrichtete.     Denkt  man  sich  eine  Tabelle  von  folgender  Art: 
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so  kann  man  durch  Einzeichnung  von  Punkten  in  die  45  Felder  alle 
Zahlen  bis  99999  genau  so  darstellen  ^  wie  es  durch  die  griechischen 
Wortbezeichnungen  geschieht;  dabei  sind  in  die  Kolonne  I  die  Einer, 
in  die  Kolonne  II  die  Zehner,  in  die  Kolonne  lü  die  Hunderter,  in 
die  Kolonne  IV  die  Tausender  und  in  die  Kolonne  V  die  Zehntausen- 
der einzuzeichnen.  Es  wird  uns  also  durch  die  auf  der  Tabelle  mar- 
kierten fCLnf  Punkte  die  Zahl  32456  gegeben.  Die  griechische  Wort- 
bezeichnung tQiöii'ÖQtoi  6i6%lkioi  rsTQCcxööLot  nevtijxovra  £|  ergiebt 
sich  aus  einem  solchen  Schema  unmittelbar,  indem  man  aus  der  Zeilen- 
bezeichnung  den  Anfang  und  aus  der  Kolonnenbezeichnung  die  Endung 
jedes  einzelnen  der  fünf  Zahlwörter  entnimmt.  Demnach  ist  für  den 
ersten  Punkt,  welcher  in  der  Zeile  3  (rgetg)  und  in  der  Kolonne  V 
{(iiiQioi)  steht,  das  Zahlwort  xqiöiivqloi  zu  bilden,  fiir  den  zweiten 
Punkt,  welcher  in  der  Zeile  2  (dvo)  und  in  der  Kolonne  IV  (xckiot) 
sbeibtj  das  Zahlwort  ÖLöxikioi  u.  s.  f ,  und  fiir  den  fünften  Punkt,  welcher 
in  der  Zeile  6  (l|)  und  in  der  Kolonne  I  steht,  bleibt  das  Zahlwort  £| 
selbst  ohne  Zusatz  einer  Endung.  Die  griechische  Zahlwörterbildung 
ermöglicht  es  also,  mit  Hilfe  von  nur  13  verschiedenen  Bezeichnungen, 
nämlich  neun  Anfangs-  und  vier  Endungsbezeichnungen,  alle  Zahlen 
bis  99  999  deutlich  unterscheidbar  auszudrücken. 

Man  kann  nun  aus  den  Ordnungszahlen  (erste,  zweite,  . . .)  selbst 
eine  Schar  von  Objekten  bilden.  Für  diejenige  Schar,  welche  aus 
einer  bestimmten  (n^)  Ordnungszahl  und  aus  allen  vorhergehenden 
Ordnungszahlen  besteht,  wird  die  „Anzahl^^  gemäfs  der  oben  gegebenen 
Definition  durch  die  der  w**"  Ordnungszahl  entsprechende  „Kardinal- 
zahl^ n  ausgedrückt,  und  es  sind  diese  Kardinalzahlen,  welche  auch 
schlechthin  als  „Zahlen'^  bezeichnet  werden.  Eine  Zahl  m  heifst  „kleiner^^ 
aU  eine  andere  Zahl  n,  wenn  die  zu  m  gehörige  Ordnungszahl  der  zu  n 
gehörigen  vorangeht.  Die  sogenannte  natürliche  Reihenfolge  der  Zahlen 
ist  nichts  anderes  als  die  Reihenfolge  der  entsprechenden  Ordnungs- 
zahlen. 

§2. 

Wenn  man  eine  Schar  von 'Objekten  „zahlt",  d.  h.  wenn  man  die 
Ordnungszahlen  ihrer  Reihenfolge  nach  den  einzelnen  Objekten  als 
Bezeichnungen  beilegt,  so  giebt  man  damit  den  Objekten  selbst  eine 
bestinunte  Anordnung.  Wenn  nun  diese  Anordnung  der  Objekte  bei- 
behalten, aber  eine  neue  Reihenfolge  der  als  Bezeichnungen  verwen- 
deten Ordnungszahlen  (durch  irgend  eine  Permutation  derselben)  fest- 
gesetzt und  alsdann  dem  ersten  Objekte  die  in  der  neuen  Reihenfolge 
erste  Ordnungszahl,  dem  zweiten  Objekte  die  zweite  Ordnungszahl,  und 
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so  der  Reihe  nach  jedem  folgenden  Objekte  die  folgende  Ordnungszahl 
als  Bezeichnung  beigelegt  wird,  so  erhalten  damit  die  Objekte  wiederum 
eine  durch  die  ihnen  zugeteilten  Ordnungszahlen  bestimmte,  von  Aet 
früheren  verschiedene  Anordnung,  und  sie  werden  also  in  einer  anderen 
Anordnung  „gezählt'^*).  Dabei  bleibt  aber  die  „Gesamtheit^  der  als 
Bezeichnungen  verwendeten  Ordnungszahlen,  welche  nach  der  obigen 
Definition  den  Begriff  der  „Anzahl  der  Objekte^  ergiebt,  ungeanderty 
und  diese  Anzahl,  d.  h.  das  BesuUcU  des  Zählens,  ist  demnach  von  der 
beim  Zählen  befolgten  oder  durch  das  Zählen  gegebenen  Anordnung 
unabhängig.  Die  „Anzahl^  der  Objekte  einer  Schar  ist  also  eine  Eigen- 
schaft der  Schar  als  solcher,  d.  h.  der  unabhängig  von  einer  bestimmten 
Anordnung  gedachten  Gesamtheit  der  Objekte. 

Fafst  man  irgend  welche  Elemente,  die  mit  den  Buchstaben 
a,  b,  c,  d,  . .  ,  bezeichnet  werden  mögen,  gedanklich  zu  einem  System 
zusammen,  aber  so,  dafs  auch  die  Reihenfolge  der  Elemente  dabei 
fixiert  wird,  so  sind  z.  B.  die  beiden  Systeme  (a,  6,  c)  und  (c,  a,  b) 
von  einander  verschieden.  Und  in  der  That  sind  auch,  wenn  man  f&r 
tty  b,  c  irgend  welche  von  einander  verschiedene  Zahlen  nimmt  und 
dann  einen  Punkt  im  Räume,  dessen  drei  rechtwinklige  Koordinaten 
durch  die  Werte  x  =  a^  y  =  bj  js  =  c  bestimmt  sind,  durch  das 
System  (a,  6,  c)  bezeichnet,  die  zwei  Punkte  (a,  ft,  c)  und  (c,  a,  b) 
von  einander  verschieden.  Wenn  nun  aber  irgend  zwei  Systeme 
(a,  6,  c,  d,  .  . .),  (a',  6',  c',  d', . . .)  „aequivaient^^  genannt  werden,  sobald 
es  möglich  ist,  das  eine  in  das  andere  dadurch  zu  transformieren,  dafs 
man  der  Reihe  nach  jedes  Element  des  ersten  Systems  durch  je  eines 
des  zweiten  Systems  ersetzt,  so  besteht  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  fQr  die  Aequivalenz  zweier  Systeme  in  der  Gleichheit  der 
Anzahl  ihrer  Elemente,  und  die  Anzahl  der  Elemente  eines  Systems 
(a,  6,  c,  d, .  . .)  charakterisiert  sich  hiemach  als  die  einzige  „Invariant«" 
aller  untereinander  aequivalenten  Systeme*^). 

§3. 

Man  kann  die  Zahlen  selbst  als  Objekte  des  Zählens  nehmen. 
Man   kann   also    z.  B.  von  der  Zahl  n^  -j-  l   ajß^  um  n,  weiter  zählen. 


*)  Für  die  Darlegung  der  Möglichkeit,  Objekte  in  verschiedenen  Anordnungen 
zn  zählen,  ist  hier  absichtlich  nicht  das  Permutieren  der  Objekte  selbst,  sondern 
nur  das  der  Zahlbezeichnungen  benutzt  worden.  Es  bedurfte  auf  diese  Weise 
keiner  weiteren  Voraussetzung  über  die  Objekte,  als  der  obigen,  wonach  sie 
unterscheidbar«'  sind. 

)  Vergleiche  die  analytische  Darstellung  jener  Invariante  in  den  Zusätsen. 


»» 
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d.  h.  genau  so  viele  von  den  auf  die  Zahl  n^  zunächst  folgenden  Zahlen 
zu  einer  Schar  zusammenfassen^  dafs  deren  Anzahl  n^  betragt.  Dieses 
„weiter  Zählen^^  heifst:  y,zur  Zahl  n^  die  ZcM  n^  (iddierenf\  und  die- 
jenige Zahl  8,  zu  welcher  man  bei  jenem  weiter  Zählen  gelangt,  heifst 
das  „Resultat  der  Addition"  oder  die  „Siunme  von  n^  und  w^"  und 
wird  durch 

dai^estellt.  Zu  eben  demselben  Resultate  s  gelangt  man  aber  auch, 
wenn  man  zur  Zahl  n^  die  Zahl  n^  addiert,  d.  h.  wenn  man  von  der 
Zsbl  n^  -\-  1  an&ngend  um  n^  weiter  zählt,  und  es  ist  daher: 

So  kommt  man  zu  demselben  Ergebnisse,  wenn  man  von  5  aus  um  7, 
wie  wenn  man  7  aus  um  5  weiter  zählt.  Um  das  zu  beweisen,  be- 
zeichnen wir  eine  Reihe  von  fünf  Objekten  mit 

(1,  1),  (1,  2),  (1,  3),  (1,  4),  (1,  5) 

und  eine  andere  von  sieben  Objekten  mit 

(2,  1),  (2,  2),  (2,  3),  (2,  4),  (2,  5),  (2,  6),  (2,  7); 

dann  liegt  in  diesen  beiden  Reihen  zusammengenommen  eine  Schar 
von  Objekten  vor,  die  man  auf  doppelte  Art  zusammenfassen  kann: 
entweder  ninmit  man  die  in  der  ersten  Reihe  stehenden  zuerst  und 
dann  die  in  der  zweiten,  oder  umgekehrt^  d.  h.  im  ersten  Falle  addiert 
man  5  zu  7,  im  zweiten  7  zu  5.  Beide  male  aber  ist  die  Schar  von 
Objekten  dieselbe  geblieben  und  das  Resultat  daher  auch  in  beiden 
Fallen  dasselbe. 

Analog  läfst  sich  allgemein  zeigen,  dafs  in  der  Summe 

^  +  ^  +  •  •  •  4"  Wr 

die  Summanden  beliebig  vertauscht  werden  können,  dafs  also: 

»1  +  Wj  H h  Wr  =  «a  +  w^  H \-n^ 

ist,  wenn  a^  ß,  -  -  -  q  die  Zahlen  1,  2,  •  •  •  r  in  irgend  einer  Anord- 
nung bedeuten.  Um  dieses  darzuthun,  zählen  wir  eine  Schar  von  Ob- 
jekten, welche  folgendermafsen  bezeichnet  sein  mögen: 

(1,  1),  ...(1,  nj 
(2,  1),  . . .  (2,  «,) 


(r,  1),  •  -  •  (r,  nr). 

Nehmen  wir  nun  erst  die  Glieder  der  ersten,  dann  die  der  zweiten, 
der  dritten  Reihe  n.  s.  f.,  so  erhalten  wir  als  Ergebnis  die  Anzahl  aller 
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Objekte  gleich  »i  +  «2  +  •  •  •  +  Wr ;  denn  wir  zahlen  von  n^  weiter 
um  n^f  dann  um  n,,  ^4;  *  *  *  ^^d  schliefslich  um  nr.  Schreiben  wir 
aber  dieselben  Objekte  jetzt  in  der  Folge 

(«,    1)    .  .  •    («,   Ha) 

(fi,  1)  . . .  {ß,  n^) 


(p,  1)  . . •  (p,  n^) 

und  nehmen  jetzt  wieder  erst  die  Glieder  der  ersten,  dann  die  der 
zweiten  Reihe  u.  s.  f.,  so  zahlen  wir  zuerst  bis  tiay  dann  um  Hß 
weiter,  dann  um  riy  .  . .,  und  es  ergiebt  sich  so  die  Anzahl  gleich 
Wo  +  w^  +  •  *  *  +  Wp.  Die  Schar  von  Objekten  ist  aber  in  beiden  Fallen 
dieselbe;  mithin  muTs  sich  beide  male  derselbe  Wert  f&r  ihre  Anzahl 
ergeben,  d.  h.  es  ist 

^  +  ^  H h  Wr  =  n«  +  n^  H h  «e? 

es  gilt  also  der  Satz: 

Die  Summe  von  beliebig  vielen  Zahlen  ist  unabhängig  von  der 
Anordnung  ihrer  Summanden. 

§4. 

Sind  die  einzelnen  Gröfsen  n^y  n^,  , . .  tir  sämtlich  gleich  einer  und 
derselben  Zahl  n,  so  nennt  man  die  Addition  jener  r  gleichen  Zahlen 
eine  ^^Multiplikation  der  Zahl  n  mit  dem  Multiplikator  r^  und  setzt 

Wj  -f-  W2  -f-  •  •  •  -f-  Wr  =  T  '  n. 

Das  Resultat  der  so  definierten  Operation  bezeichnet  man  als  das 
Produkt  der  Zahlen  r  und  n,  und  man  nennt  r  den  Multiplikator, 
n  den  Multiplikand.  Dasselbe  Resultat  wird  aber  erhalten,  wenn  man  r 
mit  dem  Multiplikator  n  multipliziert;  und  auch  hier  ist  allgemeiner 
das  Produkt  beliebig  vieler  Zahlen  n^,  n^,  . . .  tir  unabhängig  von  der 
Reihenfolge,  in  der  die  Multiplikationen  nach  einander  ausgeführt  wer- 
den.    Um  das  zu  beweisen,  bilden  wir  die  Zahlensysteme 

in  denen 

Äi  die  Werte  1 ,  2,  3,  •  •  •  n^ 

Ag    „        „       1,  2,  3,  •  •  •  Wj 


hk    „        „       1,  2,  3,     •  •  fii 
unabhängig  von  einander  annehmen.  Die  Gesamtheit  aller  dieser  Systeme 
schreiben  wir  dann  in  der  nachstehenden  Ordnung: 
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(1,      Ä,    .   .    .    hr) 

(2,   /*,..•  K) 


Q  der  ersten  Zeile  stehen  dabei  alle  diejenigen^  für  die  h^  den  Wert  1 
at,  in  der  zweiten  die,  für  die  es  den  Wert  2  hat  u.  s.  f.,  während 
27  f^y  "'  ^r  jedesmal  alle  zugehörigen  Werte  unabhängig  von  einander 
nnehmen.  Ist  daher  die  Anzahl  der  Systeme  in  der  ersten  Reihe 
leich  Sj,  so  ist  es  auch  die  in  der  zweiten,  dritten  u.  s.  f.,  und  die 
inzahl  N  aller  Systeme  ist  demnach  gleich  n^  •  s^. 

Die  5^  Systeme  der  ersten  Reihe  schreiben  wir  nun  weiter  folgen- 
ermafsen  auf: 

(1,    1,     K       -hr) 
(1,    2,     A3    ...    hr) 


(1,    Wj,   7^3    ...    hr). 

Jtehen  jetzt  in  der  ersten  Zeile  s^  Systeme,  so  befinden  sich  in  jeder 
inderen  ebenso  viele,  und  die  Anzahl  aller,  die  wir  ja  oben  mit  s^ 
Dezeichnet  haben,  ist  w^  •  «g,  also  die  Gesamtheit  N  der  überhaupt  vor- 
handenen Systeme  n^-n^-s^.  Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so 
bekommt  man  endlich  für  die  Anzahl  N  aller  Systeme  den  Wert 

Wir  zahlen  nun  zweitens  die  N  Systeme  in  einer  andern  Anord- 
nung:  Es  mögen,  wie  oben,  a,  /3,  y,  .  .  .  p  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...  r 
in  irgend  einer  veränderten  Reihenfolge  bedeuten;  alsdann   stellen  wir 
in  einer  ersten  Zeile  alle  Systeme  zusammen,  in  denen  ha  gleich  1  ist, 
in  einer  zweiten  diejenigen,  für  die  es  gleich  2  ist  etc.,  in  der  letzten 
die,  fär  welche  ha  gleich  n«  ist.   Die  Elemente  der  ersten  Zeile  schreiben 
wir  ihrerseits  wieder  in  Reihen  auf,  in  denen  h^  beziehlich  die  Werte 
1,  2,  3,  • .  •  fifi  durchläuft.    Wir  führen  auf  diese  Weise  für  die  neue 
Anordnung    der  Systeme    genau    dasselbe   Verfahren    durch,   wie    für 
die  frühere,   und    so    mufs   sich   notwendig   ihre    Anzahl   genau   wie 
vorher  gleich    Ha '  n^i  •  •  •  n^    herausstellen.     Da   wir   aber   in    beiden 
wallen   dieselben    Systeme    gezählt    haben,   mufs    ihre    Anzahl    beide 
Diale  die  gleiche  sein,  d.  h.  es  ist 

M^  .  tlj    •  •  .    Hr  =  fla  '  f^{i    '  '  '    W«  . 

Damit  ist  der  Satz  streng  bewiesen,  dafs  das  Produkt  unabhängig  von 
der  Reihenfolge  ist,  in  der  die  Multiplikationen  nach  einander  vor- 
genommen werden. 
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Aas  diesem  Grunde  bezeichnet  man  die  einzelnen  Moltiplil 
n^,  n^f  - ' '  nr  mit  dem  gemeinsamen  Namen  der  Fdkiorenf  xu 
jetzt  ist  ein  solcher  gerechtfertigt.  Die  arithmetischen  Open 
sind  bei  verschiedener  Anordnung  der  Faktoren  verschieden,  d 
sultat  aber  ist  dasselbe. 

Nicht  überall  in  der  Mathematik  gilt  dieses  sogenannte  Koi 
tionsgesetz,  das  uns  bei  der  Multiplikation  und  Addition  fest 
verstandlich  erscheint.  Es  giebt  Operationen,  die  der  erstgei 
durchaus  analog  sind  und  sogar  mit  ihr  die  gleiche  Bezeichnung 
bei  denen  aber  die  Reihenfolge  ganz  wesentlich  in  Betracht  1 
Ein  Beispiel  dafQr  bieten  die  Hamiltonschen  Quatemionen,  für  d 
das  Produkt  i  -  j  nicht  gleich  j  •  i,  sondern  gleich  —  j  -  i  ist. 
sollte  man  in  diesen  Fällen  den  Namen  ,,Multiplikation^  lieb 
meiden  und  sich  etwa  der  Bezeichnung  ,,Eomposition^  bedienen 

Gewöhnlich  wird  der  Beweis  des  Satzes  von  der  Vertausch 
des  Faktoren  eines  Produktes  in  geometrischer  Form  gegeben: 
zeigen,  dafs  n^  - 1^  =  n^  •  n^  ist,  denkt  man  sich  n^  Reihen  au 
gleichen  Elementen  gebildet;  zahlt  man  dann  zuerst  die  Gliec 
ersten,  darauf  die  der  zweiten  Zeile  u.  s.  f.,  so  erhalt  man  n^  •  n^ 
man  dagegen  zuerst  die  Glieder  der  ersten  Kolonne,  darauf  ( 
zweiten  u.  s.  f.,  so  erhält  man  n^-  n^.  Gerade  ebenso  kann  für 
der  Beweis  in  geometrischer  Einkleidung  geführt  werden;  man  v 
dann  so,  dafs  man  sich  n,  über  einander  gelagerte  Schichten  v< 
von  denen  jede  n^  Reihen  mit  je  n^  gleichen  Elementen  enthäll 
man  so  den  Satz  für  r  =  3  dargethan,  dann  ist  seine  Richtigk 
einen  beliebigen  Wert  von  r  durch  den  Schluls  von  r  —  1  auf  i 
zu  zeigen*). 

Diese  landläufige  geometrische  Herleitung,  die  auf  de 
tauschbarkeit  der  Seiten  eines  Parallelogramms  bezw.  der  Kante 
Parallelepipedons  fufst,  ist  jedoch  eher  eine  geschickte  Vera 
lichung,  als  ein  arithmetisch  strenger  Beweis  zu  nennen.  Es  ei 
geraten,  die  durch  EuMid  in  die  Zahlenlehre  hineingetragene 
trische  Tendenz  allmählich  abzustreifen  und  demgemäfs  auch  d 
tauschbarkeit  von  Multiplikandus  und  Multiplikator  als  nicht  s< 
liegend  anzusehen,  wie  es  bei  jener  Betrachtung  geschieht. 


*)  Es  ist  hier  jedoch  nicht  angängig,  bei  dem  Beweise  der  Bicbtigkt 
Satzes  für  r  =  2  stehen  zu  bleiben  und  dann  schon  den  induktiven 
anzuwenden. 


Fünfte  Vorlesung. 

Oie  Dekomposition  der  Zahlen.  —  Bestimmung  der  Teiler  einer  Zahl.  —  Die 
^Lnzahl  der  auszuführenden  Operationen  ist  endlich.  —  Aufstellung  aller  Teiler 
ainer  Zahl.  —  Die  Primzahlen.  —  Elementare  Eigenschafben  der  Primzahlen.  — 
Zerlegung  einer  Zahl  in  ihre  Primfaktoren.  —  Beweis   der  Eindeutigkeit  jener 

Zerlegung. 

§  1. 

Haben  wir  in  dem  vorigen  Abschnitte  die  Zahlen  als  das  Resultat 
der  additiven  oder  multiplikativen  Zusammensetzung  kennen  gelernt^  so 
schliefst  sich  hieran  naturgemäfs   die  umgekehrte  Untersuchung^  wie 
man   die  Zahlen  in  ihre  einfacheren  Bestandteile  dekomponieren,  d.  h. 
sie   als  die  Summe  oder  das  Produkt  von  anderen  Zahlen  darstellen 
kann.     Dabei  wird  aber  die  Zerlegung  in  Summanden  für  uns  aufser 
Betracht  bleiben,  da  für  die  additive  Zahlentheorie,  wie  bereits  erwähnt, 
eine  systematische  Behandlung  noch  durchaus  fehlt.    Wir  wenden  uns 
daher  gleich  der  multiplikativen  Zusammensetzung  zu  und  präzisieren 
unsere  nächste  Aufgabe  dahin,  diejenigen  Zahlen  zu  finden,  aus  denen  eine 
gegebene  durch  Multiplikation  gebüdet  werden  kann.  Diese  Aufgabe  ist 
immer  nur  durch  Probieren  zu  lösen  und  führt  uns  so  von  vornherein 
auf  ein  fiir  zahlentheoretische  Forschungen,  wie  allgemein  für  die  ganze 
Wissenschaft  höchst  wichtiges  Prinzip:  Bei  jedem  Probieren  ist  es  un- 
»latlich,  vorher  festzustellen,  ob   die  Anzahl  der  notwendigen  Ver- 
suche eine   endliche   ist.    Technisch   wird   eine  Methode  um  so  voll- 
kommener sein,  je  geringer  die  Anzahl  der  notwendigen  Versuche  ist, 
kretisch  dagegen  ist  jede  Methode  brauchbar,  wenn  man  zeigen  kann, 
Ws  sie  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Versuchen  zum  Ziele  führt. 
Sehen  wir  nun  bei  einem  Produkte  von  dem  Unterschiede  zwischen 
Multiplikator  und  Multiplikandus  ab  und  sprechen  nur  von  den  Fak- 
toren, bezw.  Divisoren  einer  Zahl,  je  nachdem  wir  uns  diese  als  durch 
Zusammensetzung  entstanden  oder  als  zerlegbar  denken,  so  handelt  es 
sich  för  uns  darum,  alle  möglichen  Faktoren  oder  Divisoren  einer  Zahl  n 
zu  bestimmen.     Die  Einheit  und   die  Zahl  selbst  lassen  wir  begreif- 
licherweise dabei  aufser  Frage  und  beschränken  uns  auf  alle  diejenigen 
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Teiler^  die  gröfser  als  1  und  kleiner  als  n  sind.  DaTs  diese  Teiler  wirk- 
lich durch  eine  endliche  Anzahl  7on  Versuchen  gefunden  werden  können, 
erkennt  man  leicht.  Um  nämlich  zu  erfahren,  ob  eine  Zahl  d  ein  Divisor 
von  n  isty  braucht  man  nur  zuzusehen,  ob  n  in  der  Reihe  d,  2d,  3cf,  "-md 
vorkommt,  wo  md  das  erste  Vielfache  von  d  bedeutet,  welches  gleidi 
oder  gröfser  als  n  ist.  Da  wir  nur  solche  Zahlen  d  zu  untersuchen  haben, 
die  kleiner  als  n  sind,  und  da  n  —  1  nur  dann  ein  Teiler  von  n  sein 
kann,  wenn  es  gleich  1,  n  also  gleich  2  ist,  so  bleibt  uns  nur  die 
folgende  Gruppe  von  Produkten  zu  prüfen  übrig: 

2,  2-2,     3    2, fw,  .  2 

3,  2-3,     33, W5.3 

4,  2-4,     3-4, W4  •  4  (m^t?L«>(«,-i)i). 

n  —  2,    2(n  —  2),    3(n  —  2),  •  •  •  mn-%{n  —  2) 

Eine  Zahl  d  ist  denmach  dann  und  nur  dann  ein  Teiler  von  n, 
wenn  in  der  zugehörigen  Reihe  d,  2d,  •  •  •  das  letite  Element  m^-rf 
genau  gleich  n  ist;  bezeichnen  wir  also  mit  d^,  (^,  •  •  •  der  Reihe  nach 
alle  Glieder  der  ersten  Vertikalreihe,  deren  zugehörige  Zeile  als  letztes 
Element  n  enthält,  so  bilden  diese  ihrer  Gröfse  nach  geordnet  die 
Gesamtheit  aller  Divisoren  von  n  und  die  gestellte  Aufgabe  ist  somit 
vollständig  gelöst. 

Sind  zwei  oder  mehrere  Zahlen  n  und  n^  beide  durch  einen  und 
denselben  Divisor  d  teilbar,  so  gilt  dasselbe  von  ihrer  Summe  und 
ihrer  Differenz;  denn  ist 

n  =  vd,    n^  =  v^rf, 
so  ist 

M  +  n^  =  (1/  +  Vj)d 
und  allgemein  ist 

an  +  ttj^fii  =  (av  +  ci^Vj)dy 

also  ebenfalls  durch  d  teilbar,  wenn  a  und  a^  beliebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  sind. 

Wir  betrachten  nun  den  kleinsten  unter  den  Teilern  d^,  d^,  d^f"' 
von  n,  also  die  Zahl  d^]  dann  kann  diese  ihrerseits  offenbar  keinen 
Teiler  mehr  besitzen,  denn  wäre  d  ein  (von  1  und  d  verschiedener) 
Teiler  von  d,  so  wäre  d  auch  ein  Divisor  von  n,  es  existierte  also  int* 
Gegensatze  zu  unserer  Annahme  ein  Divisor  von  n,  der  noch  kleiner 
wäre  als  d^.     Daraus  ziehen  wir  den  Schlufs: 

Es   giebt  Zahlen,   die   aufser  1  und  sich   selbst   keinen  Teiler 
besitzen.     Wir  nennen  dieselben  Primzahlen. 
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Die  Methode^  durch  welche  wir  hier  zu  den  Primzahlen  gelangt 
sind^  ist  eine  spezifisch  arithmetische^  von  der  wir  noch  häufiger  Ge- 
brauch machen  werden:  Wir  sahen,  die  Zahl  n  besitzt  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Teilern,  die  wir  uns  alle  aufgestellt  denken  können; 
unter  ihnen  mufste  es  notwendig  einen  kleinsten  geben,  und  aus 
beiden  Momenten  ergab  sich  dann,  dafs  eben  dieser  eine  Primzahl 
sein  piufste. 

§2. 

Mit  dem  Begriffe  der  Primzahlen  tritt  für  jeden,  der  sich  mit  der 
Zahlentheorie  beschäftigt,  eine  lange  Reihe  Ton  Fragen  auf,  von  denen 
bis  jetzt  nur  die  wenigsten  durch  die  Wissenschaft  beantwortet  wer- 
den konnten.  Sie  sind  zugleich  die  einfachsten  und  die  geheimnis- 
vollsten unter  den  Zahlen. 

Schon  den  Griechen  war  ein  sehr  einfaches  Verfahren  bekannt, 
die  Primzahlen  unterhalb  einer  beliebig  gegebenen  Grenze  n  zu  be- 
stimmen, das  s.  g.  Sieb  des  ErcUostlienes  (276 — 194  v.  Chr.).  Um 
nämlich  zu  entscheiden,  ob  eine  beliebige  Zahl  n  eine  Primzahl  oder 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  braucht  man  offenbar  nur  zu  unter- 
suchen, ob  n  durch  eine  der  unter  Yn  liegenden  Primzahlen  teilbar 
ist;  denn  ist  n  keine  Primzahl,  d^  ihr  kleinster  Divisor  und  d^^d^  =  n, 
so  ist  ja  d^<^d^y  also  d/  ^  w;  jenes  Verfahren  besteht  dann  einfach 
darin,  dafs  man  in  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  n  zu- 
erst von  3*  =  9  ausgehend  jede  dritte  Zahl  durchstreicht,  dann  von 
5*  =  25  ausgehend  jede  fünfte  Zahl,  von  7^  =  49  ausgehend  jede  siebente 
Zahl  und  so  fort;  jedesmal  geht  man  von  dem  Quadrate  der  nächsten 
nicht  durchstrichenen  Zahl  p  aus,  und  durchstreicht  alsdann  jede  p^  Zahl, 
wobei  aber  jedesmal  die  schon  vorher  durchstrichenen  Zahlen  mitzu- 
zählen sind.  Die  nach  Ausführung  jener  Operationen  übrig  bleibenden 
Zahlen  sind  dann  alle  und  nur  die  ungeraden  Primzahlen  dieses  Inter- 
valles,  weil  sie  imd  nur  sie  durch  keine  kleinere  Zahl  teilbar  sind; 
und  zu  ihnen  tritt  dann  noch  die  einzige  gerade  Primzahl  2  hinzu. 
Den  sehr  einfachen  Beweis  dieses  Satzes  übergehen  wir. 

Man  erhält  so  im  ersten  Hundert  die  25  Primzahlen: 

2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  53,  59,  61, 

67,  71,  73,  79,  83,  89,  97. 
Im  zweiten  Hundert  finden  sich  die  21  Primzahlen: 
101,  103,  107,  109,  113,  127,  131,  137,  139,  149,  151,  157,   163, 

167,  173,  179,  181,  191,  193,  197,  199. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  so  einfach  bestimmbaren  Prim- 
zahlen   aufeinander   folgen,   kennen   wir   nicht.     Man   hat    aber    auch 

5* 
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auTserdem  bei  jenen  Zahlen  gewisse  merkwürdige  Thaisachen  beobachtet^ 
deren  Beweis  mit  den  heutigen  Mittebi  unserer  Wissenschaft  nodi 
nicht  gelungen  ist,  obwohl  sie  wohl  sicher  richtig  sind.  Wir  erwähne 
nur  die  folgenden  beiden  Sätze: 

1)  Jede  gerade  Zahl  kann  als  Summe  zweier  Primzahlen  dar- 
gestellt werden. 

Dieses  Theorem  wurde  zuerst  von  Goldbach,  dann  von  T^rkig 
aufgestellt,  aber  nicht  bewiesen*).  Die  Prüfung  der  ersten  geraden 
Zahlen  etwa  Ton  2  bis  1000  lehrt  sogar,  dass  die  Anzahl  der  Darstellungen 
von  2n  in  dieser  Form,  abgesehen  Ton  kleineren  Schwankungen,  mit 
wachsendem  n  beständig  zunimmt,  wodurch  die  Wahrscheinlichkeit 
der  Richtigkeit  jenes  Satzes  erhöht  wird. 

2)  Jede  gerade  Zahl  kann  auf  unendlich  viele  Arten  als  Differenz 
zweier  Primzahlen  dargestellt  werden.  Wendet  man  diesen  Satz  spezidl 
auf  die  Zahl  2  an,  so  würde  sich,  die  Richtigkeit  jenes  zweiten  Theorems 
vorausgesetzt,  der  bereits  oben  (S.  10)  erwähnte  wichtige  Satz  ergeben: 

Wie  weit  man  auch  in  der  Reihe  der  Primzahlen  fortgehen  mag, 
man  findet  stets  Primzahlen,  welche  sich  nur  um  sswei  Ein- 
heiten  unterscheiden,  also  einander  so  nahe  liegen,  als  dies 
überhaupt  möglich  ist. 

Natürlich  nimmt  die  Häufigkeit  solcher  Paare  benachbarter  Primzahl^ 
um  so  mehr  ab,  je  weiter  man  in  der  Reihe  derselben  fortgeht;  ans 
der  oben  angegebenen  Tabelle  folgt,  dafs  im  ersten  Hundert  acht,  im 
zweiten  Hundert  sieben  solcher  Paare  vorkommen.  Aufser  den  Zahlen 
3,  5,  7  existieren  offenbar  keine  drei  benachbarten  Primzahlen,  denn 
von  drei  aufeinander  folgenden  ungeraden  Zahlen  ist  ja  eine  stets  durch 
drei  theilbar,  also  keine  Primzahl. 

Andererseits  weist  die  Reihe  aller  Primzahlen  auch  wieder  beliebig 
grofse  Lücken  auf,  wenn  man  in  ihr  genügend  weit  fortgeht;  ist  näm- 
lich n  eine  beliebig  grofse  Zahl,  so  sind  die  n  —  1  auf  einander  fol- 
genden Zahlen 

n!  -f  2,    n!  +  3,    n!  +  4,  •  •  •  n!  -f  n 

sämtlich  keine  Primzahlen,  da  allgemein  n!  +  i  durch  i  teilbar  ist 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  Primzahlen  ist  aber  die,  dais  je4^ 
ganze  Zahl  auf  eine  und  nur  auf  eine  Art  in  ein  Produkt  von  Prin»'' 
zahlen  zerlegt  werden  kann,  dafs  sie  also  gewissermafsen  die  Element^ 
für  die  multiplikative  Zusammensetzung  aller  Zahlen  bilden.    Dafs  jed^ 

*)  Vgl.  die  Briefe  Goldbachs  und  Eulers  vom  7.  und  80.  Juni  1741,  Corr^^ 
spondance  mathdmatique  et  physique  de  quelques  cdl^bres  g^om^tres  du  XVÜI***^ 
siöcle  p.  127  et  136.  H. 
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Zahl  n  überhaupt  in  ein  Produkt  von  Primfaktoren  zerlegt  werden 
kann,  ist  unmittelbar  klar.  In  der  That  sei  n  beliebig  gegeben;  be- 
zeielmen  wir  dann  ihren  kleinsten  Divisor,  der  nach  dem  Vorstehenden 
notwendig  eine  Primzahl  ist,  mit  p^^,  so  ei^ebt  sich  eine  erste  Zer- 
l^^ung  von  n  in  der  Form 

wo  ftj  <  n  ist.  Ist  jetzt  p^  die  kleinste  in  n^  enthaltene  Zahl,  also 
wieder  eine  Primzahl,  so  ist  diese,  da  sie  ebenfalls  ein  Teiler  von  n 
ist,  sicher  gleich  oder  gröfser  als  p^y  und  aus 

ni=P2'fh 
folgt 

wo  1I2  <  «1  <  n  ist.  Sucht  man  weiter  in  gleicher  Weise  den  kleinsten 
Divisor  p^  von  n^  auf  und  fährt  so  fort,  so  erhält  man  eine  ab- 
nehmende Folge  von  positiven  ganzen  Zahlen  n,  n^,  n^,  -  *  *  und  muTs 
so  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  einer  Zahl  kommen, 
die  nicht  mehr  zerlegbar,  sonach  selbst  eine  Primzahl  ist;  hierdurch 
ist  dann  die  Darstellbarkeit  einer  beliebigen  Zahl  n  in  der  Form: 

^=Pi  'P2   Pz  •  •  •  Pr  iPi^Pt^Ps-  ■:^Pr) 

dargethan,  d.  L  es  besteht  der  Satz: 

Jede  Zahl  kann  als  Produkt  von  Primzahlen  dargestellt  werden. 

« 

§3. 

In  unmittelbarem  Anschlüsse  hieran  wollen  wir  nunmehr  den 
Fundamentalsatz  beweisen,  dafs  jene  Darstellung  eindeutig  ist,  d.  h. 
dafs  sich  eine  Zahl  n  nicht  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  ein  Produkt 
Yon  Primzahlen  auflösen  läfst:  Dazu  erinnern  wir  zimächst  an  einige 
bekannte  Thatsachen  in  bezug  auf  die  Division  einer  Zahl  Ä  durch 
eine  andere  n.    Bildet  man  nämlich  wieder  die  Reihe 

n,    2n,    3n,  •  •  • 

der  Multipla  von  w,  so  ist  Ä  entweder  einem  von  ihnen  gleich,  also 
durch  n  teilbar,  oder  A  liegt  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Zahlen  jener  Reihe.  In  jedem  Falle  giebt  es  also  eine  und  nur  eine 
Zahl  A'  von  der  Art,  dafs: 

A'n^A<  {A'+  l)n, 
oder: 

Q^A  —  A'n<n 
ist.   Setzt  man  also  A  —  A'n  =  a^  so  ergiebt  sich  der  Satz: 
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Sind  A  und  n  zwei  beliebige  Zahlen  ^  so  kann  A  stets  in  der 

Form 

A  =  An-^a 

so  dargestellt  werden  ^  dafs  a  nicht  negativ  und  kleiner  als  s, 
also  eine  der  Zahlen  0^  1,  2,  •  •  •  n  —  1  ist.  Man  nennt  dann  a 
den  kleinsten  positiven  Divisionsrest  von  A  durch  n,  und  A  ist 
dann  und  nur  dann  durch  n  teilbar^  wenn  jener  Rest  a  gleidi 
Null  ist. 

Zu  dem  Nachweise  der  Eindeutigkeit  der  Zerlegung  einer  Zdd  in 
ihre  Primfaktoren  führt  nun  sofort  eine  Eigenschaft  der  Prinmlilen, 
welche  in  dem  folgenden  wichtigen  Satze  ausgesprochen  ist: 

Ein  Produkt  von  beliebig  vielen  ganzen  Zahlen 

A^A^  •  •  •  Aj^ 

ist  dann  und  nur  dann  durch  eine  Primzahl  p  teilbar,  wenn 
mindestens  einer  seiner  Faktoren  Ai  jene  Primzahl  enthalt 

Dieser  Satz  geht  aber  unmittelbar  aus   dem    folgenden  allgemeineren 
Theoreme  über  eine  beliebige  zusammengesetzte  Zahl  hervor: 

Ist  ein  Produkt  von  k  Zahlen 

Ai  •  A^  ' '  •  A. 

durch  eine  beliebig  gegebene  Zahl  n  teilbar,  ohne  dafs  einer 
seiner  Faktoren  es  ist,  so  giebt  es  auch  stets  ein  durch  n  teil- 
bares Produkt  von  ebenso  vielen  Gliedern  ' 

dessen  samtliche  Faktoren  kleiner  als  n  sind  und  von  denen 
jeder  ein  Teiler  von  n  ist. 

Ist  nämlich  A^-  -  -  At  durch  n  teilbar,  ohne  dafs  eine  der  Grofsen  Ä 
selbst  es  ist,  so  können  wir  die  letzteren  beziehlich  auf  die  Form 
bringen 

A^  =  n  •  A[  +  a, 


wo  a, ,  •  •  •  a^  der  Reihe  nach  die  kleinsten  Reste  der  Division  von 
A^y ' '  •  Aj,  durch  n  und  daher  alle  positiv  und  kleiner  als  n  sind.  Da 
nun  offenbar: 

Oj  A^'  • '  Aj^  =  iA^  —  71 A'^ )  A^  • '  •  A^  =  A^  A^  '  - '  Aj^  —  nA^A^-  -  -  A^ 
durch  n  teilbar  ist,  weil  Minuendus  und  Subtrahendus  rechts  fi  ent- 
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halten ;  und  da  wir  in  ganz  analoger  Weise  auch  ^,  •  •  •  Äj^  durch 
o^j '  - '  aj^  ersetzen  können^  so  mufs  auch  das  Produkt 

der  k  Divisionsreste  von  J-^,  A^,  •  •  •  Ä^^  durch  n  die  Zahl  n  enthalten. 
Hiermit  haben  wir  zunächst  das  Resultat  gewonnen:  Giebt  es  über- 
haupt ein  durch  n  teilbares  Produkt  von  k  ganzen  Zahlen,  von  denen 
keine  n  enthalt;  so  muTs  ein  ebensolches  schon  unter  denjenigen  Pro- 
dukten von  k  Zahlen  auftreten  ^  von  denen  jeder  Faktor  kleiner  als  n 
ist.  Die  Gesamtzahl  dieser  letzten  Produkte  ist  aber  endlich;  man  kann 
sie  sich  daher  alle  gebildet  und  nach  ihrer  Gröfse  geordnet  denken. 
Es  bedeute  nunmehr 

dasjenige  unter  ihnen^  das  bei  jener  Anordnung  an  erster  Stelle  steht^ 
also  gleich  oder  kleiner  als  alle  übrigen  ist;  dann  müssen  seine  Fak- 
toren sämtlich  Divisoren  von  n  sein.  Denn  ginge  z.  B  a^  nicht  in  n 
auf  und  wäre  a^  der  Rest  der  Division  von  n  durch  a^,  wäre  also 
n  =  v  •  Oj  -f-  «j ,  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  das  Produkt 

^1  ^'2  ' '  *  ^*  "^  (^  —  ^^1)^  ' ' '  ^k^^  ^^  ' ' '  ^k  —  V  •  ßi«2  •  •  •  «^ 
dann  ebenfalls  ein  Vielfaches  von  n  wäre.  Dieses  ist  aber  kleiner  als 
«i^g  •  •  •  cc^  und  dies  widerspricht  der  über  das  letztere  Produkt  ge- 
machten Voraussetzung;  es  mufs  demnach  «^  gleich  0  und  n  durch  0^ 
teibar  sein.  Das  Gleiche  gilt  von  den  übrigen  k  Faktoren  unseres 
kleinsten  Produktes,  und  damit  ist  das  oben  aufgestellte  allgemeine 
Theorem  bewiesen. 

Es  sei  jetzt  speziell  n  eine  Primzahl,  dann  kann  das  Produkt 
Aj^  '  ' '  Äj^  durch  n  nur  teilbar  sein,  wenn  mindestens  einer  seiner 
Faktoren  dies  ist;  sonst  müfste  ja  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 
ein  Produkt  o^  Og  •  •  •  a^  von  eigentlichen  Divisoren  von  n  durch  n 
teilbar  sein,  und  das  ist  nicht  möglich,  weil  eine  Primzahl  keine  eigent- 
lichen Teiler  auTser  der  1  besitzt. 

Auf  Grund  dieser  Sätze  läfst  sich  jetzt  die  Ausgangsbehauptung: 

Jede  Zahl  n  kann  nur  auf  eine  Weise  als  ein  Produkt  von  Prim- 
zahlen dargestellt  werden, 

leicht  erledigen.  Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  es  seien  uns  zwei  Zer- 
legungen derselben  Zahl  n  gegeben, 

^=PiP2       •  Pr  =  gi?2  •    •  Q» 

/Pt£P2^    '"    ^_Pr\ 

wo  p  und  q  Primzahlen  sind,  die  bereits  ihrer  Gröfse  nach  geordnet 
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sein  sollen;  wir  haben  alsdann  zu  untersuchen ^  ob  auf  beiden  Seim 
der  Gleichung  verschiedene  Primfaktoren  vorkonunen  kdniMiL  Ih  im 
Produkt  links  durch  die  Primzahl  p^  teilbar  ist^  so  ist  du  aack  fir 
dasjenige  rechts  der  Fall;  dies  ist  aber  nach  dem  eben  bcwicaenai  Saat 
nur  möglich,  wenn  p^  in  wenigstens  einem  der  Faktoren  Si,  -  *-  ^  c»^ 
halten,  also  mit  ihm  identisch  ist.  Ganz  ebenso,  wie  p^  nnfeer  da 
$  Primzahlen  Qi,  -  -  -  q^y  tritt  aber  auch  q^  unter  den  r  Zahlen  A.--/, 
au^  und  da  p^  und  q^  beide  male  die  kleinsten  Primzahlen  sind,  so  ist 
notwendig  p^=^  q^.  Schafft  man  beide  durch  Division  fort,  so  ogieU 
sich  durch  genau  dieselben  Schlüsse  p^  =  qfy  P$=^  9s  ^-'  d.  L  die 
angesetzten  Zerlegungen  müssen  in  der  That  vollständig  üboeb- 
stimmen. 

Fassen  wir  jetzt  die  gleichen  Primfaktoren  zusammen,  so  exhabi 
wir  für  jede  Zahl  n  eine  und  nur  eine  Darstellung  in  der  Fonn: 

Die  Reihe  der  Primzahlen  giebt  somit  für  die  multiplikative  Zusammo- 
äetzung  der  Zahlen  die  Elemente  ab,  ganz  ähnlich,  wie  es  in  benig  ut 
die  Addition  von  der  Zahl  1  gilt.  Während  dort  also  nur  ein  Ek- 
ment  voriianden  ist,  ist  hier  die  Anzahl  derselben  nach  dem  in  iß 
Einleitung  bewiesenen  Satze  EuMids  unendlich  grols,  jedoch  ist  die 
Dichtigkeit  der  Reihe  der  Primzahlen  verglichen  mit  der  der  Befl» 
der  natürlichen  Zahlen  eine  äuTserst  geringe,  so  daXs  man  verhaUnie* 
mäf«dg  auch  hier  nur  eine  sehr  kleine  Zahl  von  Elementen  zur  fkr- 
Stellung  alier  Zahlen  >>edarf. 
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isielltmg  der  ganzen  Zahlen  durch  ihre  Exponentensysteme.  —  Die  Teilbarkeit 
er  Zahl  durch  eine  andere.  —  Die  gemeinsamen  Teiler  zweier  Zahlen,  und  ihr 
ÜBter  gemeinsamer  Teiler.  —  Teilerfremde  Zahlen.  —  Die  gemeinsamen  Mnltipla 
uer  Zahlen  und  ihr  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches.  —  Ausdehnung  auf  be- 
3ig  viele  Zahlen.  —  Hauptsätze  über  die  Teilbarkeit  der  ganzen  Zahlen.  — 
Die  Summe  der  n^^  Potenzen  aller  Divisoren  einer  Zahl. 

§  1. 

In  den  folgenden  Abschnitten  wollen  wir  ein-  für  allemal  die  Prim- 
hlen  in  ihrer  natürlichen  Folge 

2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  . . . 
«h  einander  durch 

Äj,    «Tj;  ^3?  •  •  • 

izeichneu,  so  dafs  allgemein  jtk  diejenige  bedeutet,  die  in  der  gewöhn- 
ten Iteihe  der  Primzahlen  die  Ä*«  SteUe  einnimmt.  Nimmt  man  in 
e  am  Ende  der  vorigen  Vorlesung  gefundene  Darstellung  einer  be- 
ibigen  Zahl  w  alle  jene  unendlich  vielen  Primzahlen  ^r^,  Äg,  •  •  •  auf, 
dem  man  denjenigen,  die  in  n  gar  nicht  vorkommen,  den  Exponenten 
uU  giebt,  so  zeigt  sich,  dafs  jede  ganze  Zahl  auf  eine  und  nur  eine 
rt  als  ein  Produkt 

"l         '^        ^^9 

fl  =  ^i    ^2    ^i      '  '  ' 

^gestellt  werden  kann,  in  welchem  sr^,  ä,,  «Tj,  •  •  •  alle  Primzahlen 
ihrer  natürlichen  Reihenfolge  und   n^ ,   w, ,   Wj ,  •  •  •    positive   ganze 
ihlen  oder  die  Null  bedeuten,  und  dafs  auch  umgekehrt  jedes  solche 
otenzenprodukt  eine  bestimmte  ganze  Zahl  definiert. 

Da  hierbei  die  Basiszahlen  ^r^ ,  ^r^ ,  •  •  •  stets  dieselben  sind,  so 
^nn  jedes  n  auch  durch  das  System  seiner  Exponenten  allein  voll- 
'ändig  charakterisiert,  d.  h.  in  der  eindeutigen  Form 

n  =  (wi,   Wjj,   ng,  ..•) 

Schrieben  werden,  w^ ,  Wg ,  Wj ,  •  •  •  mögen  allgemein  die  Exponenten 
^Q  n  genannt   werden,   und   es   sollen   diese   der  Einfachheit   wegen 
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durch   denselben   Buchstaben,   wie    die   Zahl   selbst,   mit   den  Indio 
1,  2,  •  •  •  bezeichnet  werden,  so  dafs  z.  B.  für  eine  beliebige  Zahl  A: 

ZU  setzen  ist.     Für  die  ersten   neun  Zahlen  haben  wir  die  folgende 

Darstellungen : 

1  = 

2  = 

3  = 

4=  _     ,     , 

5  =  (0,  0,  1,  0,  ...) 

7  =  (0,  0,  0,  1,  0,  ...) 

8  =  (3,  0,  0,  .  • .) 

9  =  (0,  2,  0,  ...). 
Ebenso  ist  z.  B. 

38  808  =  2» .  3« .  7« .  11  =  (3,  2,  0,  2,  1,0,..  •) 

Diese  Schreibweise  der  Zahlen  eignet  sich  besonders  für  die  B 
trachtung  derjenigen  Eigenschaften,  die  auf  ihrer  multiplikativen  Z 
sammensetzung  beruhen;  denn  für  die  Multiplikation  zweier  Zahlen 
und  In'  ergiebt  sich  nunmehr  die  einfache  Gleichung 

(*!,  \y">j  (ä;,  ä;,  . . .)  =  (Aj  +  a;,  \  +  '*^  •  •  •)• 

§  2. 

Wir  wollen  jetzt  aus  den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraph< 
Nutzen  ziehen  und  eine  Reihe  von  allgemeineren  Sätzen  zusamme 
stellen,  die  durch  jene  fast  selbstverständlich  geworden  sind. 

1)  Eine  Zahl 

Ä  =  (Ai,  \,  ...) 

ist  dann  und  nur  dann  durch  eine  andere 

teilbar,  wenn  allgemein  Ar  ^  ^r  ist. 

Denn  allein  in  diesem  Falle  sind  die  Exponenten  des  Quotient 

Y  durchweg  positiv  oder  Null,  nur  dann  ist  also  jener  Quotient  ei 

ganze  Zahl. 

2)  Unter  einem  gemeinsamen  Teiler  von  A  =  (A^ ,  A^ ,  .  •  •)  « 
i  s=  (fc^,  A-g,  •  .  •)  versteht  man  eine  jede  ganze  Zahl  d  =  (ei^,  d^,  • 
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die  sowohl  in  h  als  auch  in  k  enthalten  ist;  für  die  somit  ohne  Aus- 
nahme  jeder  Exponent  di  kleiner  oder  höchstens  gleich  jedem  der  bei- 
den entsprechenden  Exponenten  hi  und  Jci  ist;  eine  Zahl  d  ist  somit 
dann  ein  gemeinsamer  Teiler  von  h  und  k,  wenn  jeder  ihrer  Ex- 
ponenten di  nicht  gröfser  ist  als  der  kleinere  der  beiden  Exponenten 
hi  nnd  fc,. 

Wird  die  kleinste  von  zwei  Zahlen  r  und  s  allgemein  durch  m(r,  5) 
bezeichnet;  so  sind  alle  gemeinsamen  Teiler  von  h  und  k  in  der 
ganzen  Zahl 

enthalten;  und  es  ist  andrerseits  jede  in  d  enthaltene  Zahl  ein  gemein- 
samer Divisor   von   h  und  A:;   man   nennt   aus    diesem  Grunde  die  so 
bestimmte  Zahl  d  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  von  h  und  k. 
Soll  speziell  d  gleich  1  sein^  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend; 
dafe  durchweg 

m(A/;   k,)  =  0 

ist^  d.  h.  dafs  von  je  zwei  entsprechenden  Exponent.en  allemal  mindestens 
einer  verschwindet;  eine  Bedingung;  die  durch  die  andere 

hi .  jt,-  =  0  («^i,  2,  s,     ) 

vollkommen  ersetzt  wird.  Zwei  Zahlen;  für  die  S  =  1  ist  oder  die 
kernen  gemeinsamen  Teiler  auTser  der  1  besitzen;  heifsen  teilerfremd 
oder  relativ  prim. 

3)  Eine  Zahl  m  =  (%;  m^,  •  •  •)  ist  ein  gemeinsames  Viel- 
faches zweier  anderen  h  und  k,  wenn  sie  durch  jede  derselben  teil- 
bar ist,  wenn  also  jeder  Exponent  m^  von  m  gleich  oder  gröfser  ist 
als  der  grölste  von  den  beiden  zugehörigen  hi  und  A:,.  Bezeichnet 
man  nun  entsprechend  wie  vorher  die  gröfste  von  zwei  Zahlen  r  und  s 
durch 

M{r,  s), 

80  ist  offenbar  jedes  gemeinsame  Multiplum  m  =  (m^y  nt^,  •  •  •)  von 
^  ^d  fc  ein  Vielfaches  der  folgenden  ganzen  Zahl: 

und  umgekehrt  ist  jedes  Vielfache  von  fi  ein  gemeinsames  Multiplum 
von  h  und  k,  denn  m  ist  dann  und  nur  dann  sowohl  durch  h  als 
durch  h  teilbar;  wenn  allgemein  w,  ^  MQi.y  i.),  d.  h.  wenn  m  durch  ^ 
^ilbar  ist.  Speziell  ist  ^  selbst  ein  und  zwar  das  kleinste  gemein- 
same Vielfache  von  h  und  k. 

4)  Als  eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  letzten  Resultate  ge- 
'vumen  wir  den  Satz: 
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Sind  h  und  k  zwei   beliebige  ganze  Zahlen  und  d  und  fk  äa 

gröfster  gemeinsamer  Teiler  und  ihr  kleinstes  gemeinsames  Viel- 

faches,  so  ist  stets 

fid  =  hk. 
In  der  That  ist 

fid  =  ('  "  fii  +  di  "  •), 

und  da  nach  der  oben  gefundenen  Darstellung  von  ft  und  8  allgemein 

^,  +  (J,  =  M{hi,  ki)  +  m{h,  h)  =  h  +  h 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung. 
So  ist  z.  B.  für  die  beiden  Zahlen 

h  =60  =  2*.3-5  =  (2, 1,1,0-..)  und  Jk  =  36  =  2*.3*  — (2,  2,0,-.) 

II  =(2,2, 1,0,   ..)  =  2*- 3* -5  =180,       <J  =  (2, 1,  0, ..)  — 2*.3  =  12 

und  in  der  That  ist: 

*/i  =  12  .  180  =  2160  =  60  .  36  =  hk. 

Sind  speziell  h  und  k  zu  einander  relativ  prim,  ist  also  d  =  lj 
so  ist  fi  =  hk,  und  man  erhält  den  auch  sonst  leicht  zu  beweisen- 
den Satz: 

Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  zwei  teilerfremden  Zahlen 
ist  gleich  ihrem  Produkte. 

Alle  diese  Ergebnisse  lassen  sich  ohne  weiteres  auf  beliebig  yiek 
Zahlen  ausdehnen  und  können  dann  folgendermafsen  au^esprochai 
werden:  Sind  A,  A',  A",  •  •  •  h^^^  beliebige  ganze  Zahlen,  so  ist  d  dann 
und  nur  dann  in  ihnen  allen  enthalten  oder  ein  gemeinsamer  Teiler 
derselben,  wenn  jeder  ihrer  Exponenten  d.  gleich  oder  kleiner  als  der 
kleinste  der  entsprechenden  Exponenten,  h.y  h. ,  •  •  •  A,.  ,  ist.  Bezeichnet 
man  wieder  allgemein  die  kleinste  von  den  beliebigen  ganzen  Zahlen 
r,  r',  •  •  •  /^^  durch: 

so  stimmen  alle  gemeinsamen  Teiler  der  p  +  1  Zahlen   h,  h,  '  --  h 
mit  den  Divisoren  der  einen  Zahl 

überein,  und   diese   heifst   daher   der   gröfste   gemeinsame  Teiler 
von  A,  Ä',  A",  . . .  h^^\ 

Ebenso  heifst  eine  Zahl  m  ein  gemeinsames  Vielfaches  de^ 
Zahlen  A,  A,  . .  •  h^"\  wenn  sie  durch  jede  von  ihnen  teilbar  ist  B^ 
zeichnet  man  analog  wie  vorher  allgemein  mit 

M(r,  r',  . . .  r(e)) 

die  grofete  unter  den  Zahlen  r,  r',  ...  r^^\  so   sind  alle  gemeinsame^ 


§  2.   Gemeinsame  Teiler  und  gemeinsame  Vielfache.  77 

Multipla  von  Ä,  A ,  A  ,  •  •  •  h^^  identisch  mit  allen  Vielfachen  der  einen 
ganzen  Zahl: 

aus  diesem  Grande  heilst  die  so  bestimmte  ganze  Zahl  ft  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  von  A,  A,  •••  h^^K  Man  findet  also  den 
grofsten  gemeinsamen  Teiler  der  {q  +  1)  Zahlen  h^^\  wenn  man  in  S 
jeden  Primfaktor  sr.  so  oft  aufnimmt,  als  er  in  jeder  von  jenen  Zahlen 
mindestens  vorkommt;  dagegen  findet  man  ihr  kleinstes  gemeinsames 
Vielfaches  dadurch,  dafs  man  in  (i  jeden  Primfaktor  so  oft  aufnimmt, 
als  er  in  diesen  Zahlen  höchstens  auftritt.     Ist  z.  B. 

Ä  =  (2,  4,  3,  5,  2,  0, 

ä'=(4,  0,  1,4,3,0, 

h"=  (6,  8,  2,  3,  4,  0,  . 
SO  ergiebt  sich: 

iJ  =  (2,  0,  1,3,2,0, 

^  =  (6,  8,  3,5,4,  0,  . 

Die  p  +  1  Zahlen  A,  A,  •  •  •  A  ^^  sind  femer  dann  und  nur  dann 
relativ  prim  zu  einander,  d.  h.  sie  haben  keinen  gemeinsamen  Teiler 
aufser  der  1,  wenn  für  jeden  Index  r  der  kleinste  unter  den  Exponenten 

fc^,  A^,  Ä^ ,  •  •  •  A^^^  gleich  NuU,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  für  jedes  r 

die  Grleichung  erfüllt  ist 

A  A'a"  ...  A^^^  =  0. 


r     r 


Smd  im  besonderen  je  zwei  der  Zahlen  A,  A,  •  •  A^^^  zu  einander  teiler- 
&eind,  so  ist  ihr  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches  wieder  gleich  ihrem 
Produkte;  denn  in  diesem  Falle  ist  für  jedes  i  unter  den  p  +  1  ent- 
sprechenden Exponenten  A^. ,  A^. ,  A^.  ,  •  •  •  h^^^  immer  nur  höchstens  einer 
von  Null  verschieden,  und  folglich  stets 

jf  (A,  Ä.:,  *;, . .  ■  hf) = A,  +  /.;  +  *;  +  ...  +  *.'*', 

in  diesem  Falle  ist  daher 

f*=-(if(A,,  a;,  ...  A^/^),  ...)  =  (A, +  a;h (-A^/V-0=*ä'---ä^^^ 

^'  z.  b.  w. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  die  Folgerung:  Hat  eine  Zähl  N  eine 
^ihe  von  Zahlen  A,  A, .  •  •  A^  zu  Divisoren,  von  denen  jede  zu  jeder 
^dern  relativ  prim  ist,  so  ist  sie  auch  durch  das  Produkt  derselben  teilbar; 
wsdann  ist  nämlich  N  ein  gemeinsames  Multiplum  von  A,  A,  •  •  •  A^^^, 
Duthin  durch  ihr  kleinstes  gemeinsames  Vielfache  teilbar,  und  dieses 


ist  miler  der  gemaditeii   Aim^hm^  mit   dem   Produkle  jener  Q  '\-l 
ZttUm  identisclL 

5}  Endtth   k'k"   eine  Zahl  d  als  Dirisor  imd  ist  d'  der  groCsie 
gememsime  Tefler  ron  d  und  dem  einen  Fmktor  A',  so  mols 

der  andere  h"^  durch  den  kompl^nentären  IMrisor  d''=s  -^^  teil- 
faar  sein. 


Nsdi  Yonuisseizong  ist  nämlich,  weQ  d  =  (d^,  d^,  •  -  -)  der  grolske  ge- 
meinsame Teiler  ron  h'  nnd  d  ist,  allgonein: 

and  ferner,  da  A  ■  &    durch  «I  teilbar  ist: 

es  ist  daher  in  der  That 

k   >d,  —  h>d—m  (d  ,  *')  >  rf,  —  d.  =  d/, 

wenn  i  d^. )  das  Exponeniensrstem  ron  i  =  —r  bedeutet;  es  ist  alao 
wiiUich  —  eine  ganze  ZahL  Ist  A  zn  rf  relatir  prim,  ist  also  d    gleich  1, 

o 

so  ist  d  =d^  mithin  h    dnrch  J  teilbar.  Soergiebt  sich  der  speziellere  Sati: 

5a)  Ist  ein  Produkt  h  h    durch  d  teilbar,  nnd  ist  der  erste  Faktor 
h  za  d  relativ  prim,  so  mofs  der  zweite  h    durch  d  teilbar  sein. 

Der  erste  Satz  (5)  laatet  in  etwas  allgemeinerer  Fassung: 

Ist  das  Produkt  zweier  Zahlen  durch  eine  dritte  d  teilbar,  so 
kann  man  diese  stets  in  zwei  Faktoren  d  und  d  so  zeriegen, 
das  h    den  Teiler  d   und  k     den  Teiler  d    enthalt. 

Die  Zerlegung  kann  gewohnlich  auf  Terschiedene  Arten  geschehen. 
Man  kommt  auf  den  vorigen  Satz  zurück,  wenn  man  speziell  für  d  den 
grolsten  gemeinsamen  Teiler  von  h  und  d  und  für  d  den  zu  d 
komplementären  Divisor  von  d  wählt 

6)  Eine  Zahl  h  ist  dann  und  nur  dann  eine  n*'  Potenz,  wenn 
jeder  ihrer  Exponenten  A^,  ^,  -  •  •  das  m- fache  einer  anderen  ganzen 
ZahL  wenn  also  immer  h.  =  ni.  ist:  in  der  That  ist  unter  dieser  yo^ 
aussetzung: 

Endlich  werde  noch  das  folgende  Corollar  dieses  letzten  Satzes  er^ 
wähnt: 

Ist  das  Produkt  von  zwei  teilerfremden  Zahlen  h   und  h    eii^^ 
n^  Potenz,  so  muls  jeder  der  Faktoren  eine  solche  sein. 
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Jene  beiden  Voraussetzungen  erfordern  nämlich  das  Bestehen  der  beiden 
Gleichungen  für  jeden  Index  r: 


it 


(r=l,  2,  •■  ) 


Ä    Ä     =0. 
r     r 


Da  hiernach  eine  der  beiden  Zahlen  h^  y  h^  stets  gleich  Null;  die  andere 
also  gleich  nh^  ist^  so  ist  jede  von  ihnen  durch  n  teilbar  und  somit  h 

sowohl  wie  h    eine  n*®  Potenz. 

Dieser  Satz  kann^  auf  beliebig  viele  Zahlen  verallgemeinert;  wie 
folgt  ausgesprochen  werden: 

Das  Produkt  von  beliebig  vielen  Zahlen  h  h  •  •  •  h^\  von  denen 
jede  zu  jeder  andern  teilerfremd  ist;  ist  dann  und  nur  dann 
eine  n*®  Potenz,  wenn  alle  Faktoren  einzeln  n*®  Potenzen  sind. 

Denn  aus 

ä'  +  a"  -j (-  h^^^  =  nh 

r      '        r      '  '        r  r 

in  Verbindung  damit,  dafs  immer  nur  höchstens  eine  der  g  Zahlen 
h^y  h^y  '  •  •  h^^  von  Null  verschieden  sein  kann,  folgt  sofort,  dafs  die 
letzteren  samtlich  durch  n  teilbar  sind. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  Thatsache  der  eindeutigen  Zerlegbarkeit  einer 
jeden  ganzen  Zahl  in  ihre  Primfaktoren  analytisch  einkleiden  und  dann 
mit  ihrer  Hilfe  einige  Resultate  über  Anzahl  und  Summe  der  Divisoren 
einer  ToM  herleiten.  Bildet  man  das  Produkt  der  unendlich  vielen 
geometrischen  Reihen 

P  =  (1  +  a>,  +  ^l'xl  4-  •  •  •)  (1  +  <a;,  +  '^V^  +  •  •  •)  X 

OD 

da»  wie  jeder  seiner  Faktoren  absolut  konvergiert,  sobald  |  ^a  |  ^  1  und 
r<—  1  ist,  und  summiert  zunächst  jede  der  Klammem  für  sich,  so 
geht  die  rechte  Seit-e  in 


X  -I      1    _  Ä»"  -E 


Über.   Multipliziert  man  dagegen  sofort  die  Reihen  aus,  so  nimmt  P 
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OD  OD 

«II  «if       -=0  «1,  14,  ••  •  =0 

So  gelangt  man,  da  einem  jeden  Exponentensjsteme  (n^ ,  ^y  ") 
immer  eine  bestimmte  Zahl  n  einmal  und  nur  einmal  entspricht,  za 
der  für  |  a^^fc  |  ^  1  und  r  <  —  1  geltenden  Identität 


*=i  '■     ****    11=1, *,»■■■ 


und  weiter,  wenn  speziell 

x,  =  X,  =  a;,  =  •  •  •  =  1,     r  =  —  (1  +  (») 
gesetzt  wird,  zu  der  merkwürdigen  Gleiclrnng 

(0  n^^-2^,. 

wo  links  über  alle  Primzahlen  p  zu  multiplizieren,  rechts  über  alle 
ganzen  Zahlen  n  zu  summieren  ist,  und  wo  q  jeden  beliebigen  positiTOi 
Wert  haben  kann.  Die  Richtigkeit  dieser  schon  Etiler  bekannten  Re- 
lation beruht  lediglich  auf  dem  Satze  von  der  Eindeutigkeit  der  Zer 
legung  jeder  Zahl  in  ihre  Primfaktoren,  und  sie  kann  deshalb,  wie 
später  gezeigt  werden  soll,  auch  umgekehrt  zum  Beweise  jenes  Theorems 
dienen. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Aufgabe  über,  für  eine  beliebige  ganze 
Zahl  Ä  =  (Äi,  Ä^,  •  •  •),  deren  Teiler,  sie  selbst  mit  eingeschloss^ 
dj  d\  d" ' '  •  rf  heifsen  mögen,  die  Summe  der  r*®°  Potenzen  aller 

ihrer  Teiler: 

5^  =  d^  +  rf-  ^ ^-  rf^»-^)'-, 

für  einen  beliebigen  ganzzahligen  Wert  von  r  zu  bestimmen.  Wie 
oben  gezeigt  war,  besitzt  h  genau  so  viele  Divisoren,  als  es  Zahlen 
d  =  {d^j  (j^,  •  •  •)  giebt,  deren  Exponenten  der  Bedingung  dt^hi  ffir 
jeden  Index  i  genügen.  Da  nun  für  jeden  Exponenten  A,-  stets  h,  + ' 
Zahlen  existieren,  die  gleich  oder  kleiner  als  Ä,-  sind,  so  ergiebt  sick 
zunächst  die  Anzahl  aller  Teiler  von  h  oder  die  Summe  s^  gleich 

hier  redueieren  sich  offenbar  alle  Faktoren,  für  die  die  Exponenten 
hi  gleich  0  sind,  auf  1.  Demnach  hat  z.  B.  die  Zahl  360  =  (3,2,1,0--) 
4  .  3  .  2  =  24  Divisoren.  Ahnlich  könnte  man  die  Summe  s^  der  Teiler 
von  h  finden;  einfacher  aber  löst  sich  die  allgemeinere  Frage  nach  dff 
Summe  Sr  auf  die  folgende  Weise: 
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Ist  wieder  A  =  (Äi,  Ä,,  •  •  •)  die  gegebene  Zahl,  so  bilden  wir  das 
lern  soeben  behandelten  entsprechende  Produkt  der  endlichen  geome- 
trischen Reihen: 

1j(i  +  ^*^*  +  ^*  ^*  +  --  +  ^*  ^k)=ll^—A — i — 

Multipliziert  man  wieder  die  linke  Seite  aus,   so  bekommt  man  eine 
Summe  von  lauter  Gliedern 

in  denen  d  alle  Divisoren  von  hy  nämlich  alle  und  nur  die  Zahlen 
dnrehlaoffc,  deren  Exponenten  di  gleich  oder  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden Exponenten  hi  von  h.  Setzt  man  dann  in  der  so  er- 
haltenen Identität 

die  f&r  alle  Werte  von  r,  x^^  x^,  •  -  -  besteht  und  in  der  rechts  über 
alle  Teiler  d  Yon  h  zu  summieren  ist, 

Xi  =  x^  =  '  '  '  =  1, 

so  ergiebt  sich  sofort  die  gesuchte  Summe  Sr  gleich 

dfh         kJl     «*  - 1 

Aus  dem  unendlichen  Produkte  rechts  können  alle  diejenigen  Faktoren 
einfach  fortgelassen  werden,  für  welche  der  zugehörige  Exponent  Ä^  =  0 
ist,  welche  also  in  h  nicht  auftreten,  denn  alle  diese  reduzieren  sich 
aiif  Ems.    Ist  also 

die  Zerlegung  der  Zahl  A  in  ihre  Primfaktoren,  so  erhält  man  für  die 
Summe  der  r***°  Potenzen  ihrer  Teiler  den  eleganten  Ausdruck: 

(1)  Sr^''^     ^        -V..^^\         -\ 

pI  -  1  pj  -  1 

«iebt  man  r  den  Spezialwert  1,  so  findet  man  die  Summe  der  sämt- 
lichen Divisoren  von  Ä 

d/h  ^' 

ebenso  gelangt  man  auch  von  dieser  Formel  ausgehend  zu  der  schon 
vorher  gefundenen    Anzahl    der    Teiler,    wenn    man    in    der    obigen 

K'o necker,  Zahlentheorie.  I.  6 


L 
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Gleichung  (1)  r  gegen  Null  konvergieren  läfst  und  beachtet,  dab  der 
Grenzwert  des  Quotienten 

für  r  =  0  allgemein  gleich  k^  -(-  1  ist. 

Ist  z.  B.  h  =  12  =  2  •  3y   so  erhält   man   für  die  Summe  aller 
Teiler  von  12  den  Wert 

and  in  der  That  ist 

1-1-2  +  3  +  44-6  +  12  =  28. 

So  erhält  man  femer  für  h  =  10800  =  2*  •  3*  •  5*  fttr  «,  den  Wert 

*i—  2-1       3-1       6-1   —**'^**"- 


Siebente  Vorlesung. 

Die  Kongruenz    der  Zahlen.  —  Eongnienz  und  Äquivalenz.  —  Die  Grundregeln 
fär  das  Rechnen  mit  Kongruenzen.  —  Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul.  — 

Anwendungen. 

§  1. 

In  der  vorigen  Vorlesung  haben  wir  alle  Zahlen  betrachtet,  welche 
in  einer  gegebenen  ganzen  Zahl  als  Faktoren  enthalten  sind.  Nach 
dem  Vorgange  von  Gauss  wollen  wir  nunmehr  diese  Fn^e  in  gewissem 
Sinne  umkehren,  nämlich  jetzt  den  Divisor  m  festhalten  und  nach  der 
Gesamtheit  derjenigen  Zahlen  fragen,  die  durch  m  teilbar  sind.  Indem 
wir  dann  weiter  die  gemeinsamen  Eigenschaften  feststellen,  die  aJlen 
ganzen  Zahlen  hinsichtlich  ihres  Verhaltens  in  Bezug  auf  den  Divisor  m 
zukommen,  werden  wir  auf  einen  neuen  Begriff,  den  der  Konginenxf 
von  Zahlen,  geführt  werden.  Wir  verdanken  denselben  eben  unserem 
GausSy  der  durch  seine  Einführung  erst  ein  sicheres  Fundament  für 
die  Zahlentheorie  geschaffen  hat. 

Schreibt  man  für  eine  beliebig  gegebene  ganze  Zahl  m  alle  ihre 
positiven  und  negativen  Vielfachen  auf,  bildet  man  also  die  beiderseits 
ins  Unendliche  gehende  Reihe 

(1)  •  •  •  —  3m,  —  2m,  —  m,  0,  m,  2w,  •  •  •, 

so  enthalt  dieselbe  eine  bestimmte  IGasse  von  Zahlen,  deren  Individuen 
durch  ihren  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  m  vollständig  charakterisiert 
sind.  Man  findet  alle  und  nur  diese  Zahlen,  wenn  man,  von  der  Zahl  0 
losgehend,  in  der  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  ausgedehnten  natür-. 
liehen  Zahlenfolge 

(2)  ...,-4,  -3,  -2,  -1,  0,  1,  2,  3,  4,  .•• 

• 

^^J^er  je  m  Zahlen  überspringt.  Die  so  aus  der  Reihe  aller  ganzen 
ZaWen  herausgehobene  Partialreihe  (1)  soll  mit  Rq  bezeichnet  werden. 
"erden  nun  in  derselben  Weise,  wie  soeben  die  Null,  die  Zahlen 
1, 2^  . . .  t>j  —  1  successive  zum  Ausgangspunkt  gewählt,  und  wiederum 
jedesmal  je  m  Glieder  übersprungen,  so  ergeben  sich  im  Ganzen  m  Partial- 
reiken,  die  nach  ihren  Anfangsgliedem  bezw.  jR^^,  jR^,  "It^_^  benannt 
^d  folgendermafsen  geschrieben  werden  können: 

6* 


/ 
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^0 

3w, 

2m, 

-  m, 

0, 

m, 

2m 

^x 

3m+l, 

-2m  +  l, 

-ni+l, 

1, 

m+l, 

2w+ 

•              • 

3m+2, 

•         •         •         • 

• 

2m+2, 

• 

-m+2, 

2, 

• 

• 

«+2, 

•                 •                 •                 • 

2m+ 

•              • 

•         •         •         • 

3w+m- 

• 

-1, 

— 2m+m- 

• 

■1, 

—ni+m—lj 

m- 

• 

-1, 

•                 •                 •                 • 

•  •       • 

•  • 

Jede  ganze  Zahl  a  kommt  dann  offenbar  in  einer  und  nur  einer 
der  m  Reihen  vor,  weil  keine  derselben  mit  einer  andern  ein  Element 
gemeinsam  hat  und  weil  sie  zusammengenommen  die  natürliche  Zahlen- 
reihe (2)  darstellen. 

Gauss  kam  nun  auf  den  bedeutungsvollen  Gedanken^  die  in  einer 
und  derselben  Reihe  R^  stehenden  Zahlen  begrifflich  in  eine  Klasse  zu- 
sammenzufassen und  allgemein  die  gemeinsamen  Eigenschaften  aller 
Zahlen  einer  solchen  Reihe  aufzusuchen.  Er  nennt  irgend  zwei  Zahlen  a 
und  b  nach  dem  Modul  m  kongruent,  wenn  sie  derselben  Partial- 
reihe  angehören ,  und  drückt  diese  Beziehung  folgendermafsen  aus: 

(4)  a^h    (mod  m) , 

in  Worten:   a  ist  kongruent  h  für  den  Modul  oder  modulo  m. 

Die  hier  benutzte  Bezeichnung  „Modul"  (=  Ma&)  fftr  den  Di- 
visor m  ist;  da  er  eine  ganz  allgemeine  Beziehung  des  betrachteten 
Begriffes  zu  einem  andern  bezeichnet,  in  der  gesamten  Mathematik 
bereits  sehr  beschwert.  Glücklicherweise  erstreckt  sich  aber  seine  viel- 
seitige Verwendung  auf  so  verschiedene  Disziplinen,  dafs  die  Möglich- 
keit einer  Verv^^echslung  fast  ausgeschlossen  ist.  In  der  Analysis  ist 
dieses  Wort  von  Weierstrass  sehr  vorteilhaft  durch  die  Benennung 
„absoluter  Betrag"  ersetzt  worden. 

Da  zwei  Zahlen  a  und  b  dann  und  nur  dann  in  derselben  Reihe 
R^  vorkommen,  wenn  sie  sich  um  ein  positives  oder  negatives  Viel- 
faches von  m  unterscheiden,  so  ist  die  obige  Kongruenz  völlig  gleich- 
bedeutend mit  der  Gleichung 

(4a)  a  =  6  +  Z;-w, 

wo  Je  irgend  eine  ganze  Zahl  ist;  wir  können  daher  auch  die  andere 

Definition  aufstellen: 

„Zwei  ganze  Zahlen  a  und  b  sind  für  einen  Modul  m  kongroen^ 
wenn  sie  sich  um  ein  beliebiges  Vielfaches  desselben  unter- 
scheiden, wenn  also  ihre  Differenz  durch  m  teilbar  ist." 

So  ist  z.  B. 

—  9  =  16  (mod  5), 

weil  — ^9  —  16  =  —  25  durch  5  teilbar  ist;  ebenso  ist 
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15  =  — 7     (modll), 

weil  15  -|-  7  =  22  ein  Vielfaches  von  11  ist. 

Die  Einführung  des  Kongruenzbegriffes,  so  formal  derselbe  im 
ersten  Augenblicke  auch  erscheinen  mag^  war  ein  äufserst  weittragender 
Schritt  des  grofsen  Garns.  Schon  die  von  ihm  gewählte  Bezeichnung 
jener  Beziehung  in  der  Form  (4)  mufs  als  eine  wissenschaftliche  That 
angesehen  werden;  indem  er  hier  von  dem  in  der  Gleichung  (4a)  auf- 
tretenden Vielfachen  von  m  gänzlich  absah^  erkannte  er  mit  dem  sicheren 
Takte  und  Weitblicke  des  geborenen  Mathematikers  das  für  seine  Zwecke 
Überflüssige  und  Unwesentliche,  um  es  zu  glücklicher  Vereinfachung 
eines  ganzen  Gebietes  von  Untersuchungen  schlechtweg  fortzulassen. 
Um  das  zu  würdigen,  braucht  man  nur  die  Abhandlungen  Eulers  zu 
studieren  und  bei  ihm  zu  beobachten,  zu  wie  viel  unnützen  Verwick- 
lungen und  Schwierigkeiten  der  Mangel  einer  scharfen,  prägnanten 
Charakterisiermig  der  Gaussischen  Kongruenz  Anlafs  giebt. 

Jede  Zahl  a  ist  einer  und  nur  einer  Zahl  i  des  Systems 

0,  1,  2,  ...  w— 1 

modulo  m  kongruent,  und  zwar  derjenigen,  die  dem  Index  der  ent- 
sprechenden Reihe  B^  gleich  ist;  i  wird  dann  der  kleinste  positive 
Kest  von  a  modulo  m  genannt.    Ist  speziell 

a  ^  0    (mod  m) , 

gehört  abo  a  der  Reihe  JR^  an,  so  ist  a  durch  m  teilbar. 

Man  braucht  aber  nicht,  wie  es  eben  geschehen  ist,  gerade  nur 
die  Zahlen  0,  1,  •  •  •  m  —  1  als  Repräsentanten  der  Reihen  B^,  •  •  •  R^_i 
^     zu  benutzen,  sondern  man  kann  aus  jeder  von  diesen  Reihen  nach  Be- 
^      Ueben  je  ein  a,  herausgreifen.    Jedes  System 

^on  m  so  bestimmten  Zahlen  besitzt  dann  allgemein  die  Eigenschaft, 
d&Ts  sie  alle  modulo  m  betrachtet  unter  einander  inkongruent  sind  und 
dafe  jede  andere  Zahl  a  einer  und  nur  einer  von  ihnen  kongruent  ist ; 
\  ^inSfstem  solcher  Zahlen  nennt  man  ein  vollständiges  Restsystem 
[  Diodulo  m.  Im  Besondem  bilden  irgend  welche  m  auf  einander  fol- 
gende Zahlen 

a,   a-j-l;   öt  +  2,   ' ' '  a -\- m  —  1, 

^^^  vollständiges  Restsystem  modulo  m,  denn  die  Diflferenz  von  je  zweien 
**^rselben  ist  stets  kleiner  als  m  und  demnach  nie  durch  m  teilbar. 

Der  BegriflF  der  Kongruenz,  wie  ihn  Gauss  aufgestellt  hat,  ist  nichts 
öderes  als  der  der  Äquivalenz  der  Zahlen  hinsichtlich  ihrer  Teilbarkeit 
**Urch  m,  oder  genauer  gesprochen,  in  Bezug  auf  den  Rest,  den  sie  bei 


i 
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der  Division  durch  m  lassen.    Gauss  hatte  an  Stelle  des  Wortes  „kon- 
gruenV'y  das  in  der  Geometrie  bereits  eine  bestimmte  Bedeutung  hatte, 
und  dort  eine  Beziehung  charakterisiert^   die  durchaus  den  Charakter 
der  Identität  trägt,  sehr  wohl  das  auTserordentlich  bezeichnende  y^aqui- 
valent",   oder  „gleichwertig"   nehmen  können.     Für  die  weiterhin 
anzustellenden  Betrachtungen  sind  nämlich  zwei  ganze  Zahlen,  mögen 
sie  nun  grofs  oder  klein  sein,  in  der  That  gleichwertig,  wenn  sie  aus 
derselben  Partialreihe  B^  stammen,  d.  h.  modulo  m  den  gleichen  Best 
lassen.     Doch  ist  die  Gaussische  Ausdrucksweise   schon  so  allgemein 
in  die  Wissenschaft  eingedrungen,  dafs  wir  uns  eben  von  der  Vorstellung 
der  Gleichheit,  die  dem  Worte  „kongruent"  in  der  Geometrie  anhiflety 
entwöhnen  müssen,  eine  Forderung  der  Praxis,  die  auf  Grund  des  nen 
eingeführten  Zeichens  für  die  Kongruenz  (^,  leicht  zu  erf&Uen  ist 
Freilich  wäre  auch  dieses  Zeichen  vielleicht  besser  durch  ein  anderes 
Symbol  zu  ersetzen,  weil  durch  eben  dieses  Zeichen  neuerdings,  woU 
zuerst  von  Biemann,  ausgedrückt  wird,  dafs  zwei  Ausdrücke  einander 
identisch  gleich  sind,  so  dafs  z.  B.  ar*  —  y*  ^  (a;  +  y)  (x  —  y)  gesetzt 
wird.     Es  ist  nicht  zu  leugnen,  dafs  diese  Bedeutung  jenes  Zeichens^ 
obwohl  sie  nicht  entfernt  die  gleiche  Verbreitung  gefunden  hat,  doch 
eigentlich  natui^emäfser  erscheint  als  die  Gaussische;  denn  bei  jenen 
drei  Strichen  denkt  man  unwillkürlich  zuerst  an  eine  verstärkte  Gleich- 
heit, während  durch  die  Kongruenz  in  der  Zahlentheorie  im  GegenteS 
eine  viel   weniger  nahe  Verwandtschaft  zwischen  zwei  Zahlen  hervor- 
gehoben wird.     Selbstverständlich  wird  jenes  Zeichen  in  unseren  Vor- 
lesungen immer  im  Gaussischen  Sinne  verstanden  werden,  wogegen  wir 
uns   für  jede    davon  irgendwie   verschiedene  Art   der  Äquivalenz  des 
Symbols  (~)  bedienen   wollen.  —  Von   einem  andern  Gesichtspunkte 
aus  ist  es  als  ein  Vorteil  anzusehen,  dafs  Gauss  den  Aquivalenzbegriff, 
der  in  seiner  Allgemeinheit  für  die  ganze  Mathematik,  wie  auch  fSi 
andere  Wissenschaften  so  überaus  fruchtbar  ist,  nicht  an  die  von  ihm 
behandelte,  sehr  spezielle  Gleichwertigkeit  gebunden  hat. 

§2. 

Werden  irgend  welche  Elemente  A^  B,  C,  •  •  •  oder  auch  System« 
von  solchen 

{A^,  A^j  •  •  •),    (JBi,  JBg,  •  •  •),    (Cj,  (7„  ...).. ., 

die  wir  typisch  ebenfalls  durch 

{Ä),    (B),    (C),... 

bezeichnen  wollen,  äquivalent  genannt,  so  mufs  diese  Beziehung,  bDl 
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^^^e  wirklich  die  Merkmale  der  Gleichwertigkeit  tragen  soll,  notwendig 
^   im  folgenden  drei  Anforderungen  genügen: 
r  1)  Jedes  System  mufs  sich  selbst  äquivalent  ^  d.  h.  es  mufs  stets 

l  Ar^A 

^     Bein. 

2)  Sind   zwei  Systeme  einem  dritten  äquivalent,   so   müssen  sie 

unter  einander  äquivalent  sein,  d.  h.  aus  den  beiden  Äquivalenzen 

muls  sich  die  weitere 

Ar^B 
ergeben. 

3)  Ersetzt  man  in  den  Äquivalenzen  der  vorigen  Nummer  G 
durch  Aiy  so  folgt  aus 

Bn^A 

mit  Notwendigkeit 

d.  h.  die  Erklärung  der  Äquivalenz  mufs  in  Bezug  auf  A  und  B  synmie- 
trisch  sein. 

Dab  jene  Bedingungen,  von  denen  die  dritte  in  den  beiden  ersten 
enthalten  ist,  für  unsere  Definition  der  Kongruenz  erfüllt  sind,  bedarf 
keines  Beweises;  in  der  That  ist  die  Richtigkeit  der  Kongruenz 

a^a    (mod  m) 

selbstverständlich;  und  bestehen  femer  die  beiden  Kongruenzen: 

a  ^  c    (mod  m)    und    6  ^  c    (mod  m) , 

80  sind  ja  a  und  h  in  derselben  Reihe  B.  enthalten,  d.  h.  es  ist  auch 

f  a  ^  6   (mod  m) . 

1  Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Grundregeln  für  das  Rechnen  mit 

^  Kongruenzen  herzuleiten  und  werden  dabei  an  der  Hand  einiger  elemen- 

'■  tarer  Sätze  zu  der  Erkenntnis  kommen,  dafs  man,  abgesehen  von  einer 

'  ^  leiebt  zu  findenden  Einschränkung,  mit  Kongruenzen  genau  ebenso  wie 

'  -^  mit  Gleichungen  rechnen  kann.    Es  gelten  nämlich  die  folgenden  Fun- 

\  damentalsätze: 

'     (1)  a'^a,    b^b'    (mod  m), 

J  80  ist  auch 

'^"^  a  +  b  =  a  +b'\ 

(2)  a  —  b^a  —  b'\  (mod  m)." 

ab  ^^  aV       i 

Da  namüch  die  beiden  Differenzen  a  —  a    und  b  —  b'  nach  der  Vor- 
aosaetzimg  (1)  durch  w  teilbar  sind,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit 
xtfi,  f   ^  Kongruenzen  (2)  unmittelbar  vermöge  der  Identitäten 
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(a  +  6)  —  (a  +  6')  =  (a  —  a)  +  (6  —  6') 
(a  —  6)  —  (a'  —  &')  =  (a  —  a')  —  (6  —  6') 

a6  — a'6'  =  a(6-6')  +  6'(a  — a')- 

Natürlich   gilt  das  Gleiche   auch  von  Sammen  mehrerer  Summanden 

und  Produkten  aus  mehreren  Faktoren^  und  hieraus  können  wir  direkt 

den  allgemeinen  Satz  folgern: 

^^st  /*(a^  b,  C;  •  •  •)  eine  beliebige  ganze^  ganzzahlige  Funktion 
der  Zahlen  a,  hy  c,  -  -  •,  so  ändert  sie^  modulo  m  betrachtet^ 
ihren  Wert  nicht,  wenn  die  Zahlen  a,  6,  (;,•••  durch  andere, 
ihnen  modulo  m  beziehlich  kongruente  a,  b\  c',  •  •  •  ersetzt 
werden." 

Es  ist  somit  allgemein 

f(a,  6,  c, . . .)  =  f(a',  b\  c,  •  •  •)    (mod  m), 
faUs 

a'^ia,  b^b\  c^c\  •  •  •    (mod  m) 
ist. 

So  einfach  dieses  Theorem  auch  ist,   so  wird  es   doch  für  eine 

ganze  Theorie  yon  fundamentaler  Bedeutung.    Ist  z.  B.  x  so  bestimmt^ 

dafs  die  ganze,  ganzzahlige  Funktion 

f(x)  =  a^x*  +  öt^_i^"""^  +  •  •  •  +  a^  a;  +  ö^o  ^  ^    (mod  m) 

ist,  wo  a^, '  *  -  a^  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  bleibt  diese  Koa- 
gruenz  bestehen,  wenn  für  x  irgend  eine  ihr  kongruente  Zahl  |,  abc 
etwa  der  kleinste  Rest  von  x  modulo  m  gesetzt  wird.  Um  demnach  zua 
entscheiden,  ob  unsere  Kongruenz  durch  einen  ganzzahligen  Wert  Yon  x 
befriedigt  werden  kann,  hat  man  nur  nötig,  für  x  der  Reihe  nach 
0,  1,  2,  ---w  —  1  oder  irgend  ein  anderes  vollständiges  Restsystem 
modulo  m  einzusetzen  und  zu  prüfen,  welche  der  so  entstehenden  m 
ganzen  Zahlen 

/•(O),    /•(!),  .../-(m-l) 

durch  m  teilbar  ist.     So  hat  z.  B.  die  Kongruenz 

f(x)  =  x^  +  x-{-l=0    (mod  5) 

überhaupt  keine  ganzzahlige  Lösung,  weil  keine  der  5  Zahlen 

/•(0)  =  1,    /•(!)  =  3,    /•(2)  =  7,    /•(3)  =  13,    /•(4)  =  21 
durch  5  teilbar  ist.     Dagegen  besitzt 

x^  —  6a;  ei:  0    (mod  5) 
die  beiden  inkongruenten  Lösungen 

x^^O    (mod  5) ,     x^EE  1    (mod  5) 
und  keine  andern. 
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Haben  wir  femer  eine  Kongruenz 

a^b    (mod  m^  ni^fn^  •  -  -  m^) , 

deren  Modul  ein  Produkt  aus  beliebig  vielen  Faktoren  ist,   so  ist  sie 

offenbar  für  jeden  Faktor  desselben  erfüllt^  d.  h.  es  folgen  aus  ihr  die 

r  weiteren  Kongruenzen 

a^b   (modm^  (<  =  i,  2,  •    r). 

Im  Anschlüsse  hieran  soll  nunmehr   auf  einen  Grundunterschied 

hingewiesen  werden,  der  zwischen  Gleichungen  und  Kongruenzen  im 

allgemeinen  statt  hat.     Unter  den  vielen  Sätzen,  die  fQr  beide  Gebiete 

in  gleicher  Weise  gelten,  ist  einer  der  selbverständlichsten  der  folgende: 

„Wenn  in  einem  Produkte  von  zwei  oder  mehreren  Zahlen  der 

eine  Faktor  gleich  oder  kongruent  Null  ist,  so  ist  es  auch  das 

Produkt  selbst." 
Die  ümkehrung  desselben: 

„Wenn   ein  Produkt  gleich  Null  ist,   so  mufs  es  einer  seiner 

Faktoren  sein" 
ist  nun  für  die  Theorie  der  Gleichungen  bei  weit.em  wichtiger  als  jener 
Satz  selbst.  Die  Richtigkeit  jener  ümkehrung  ist  evident,  so  lange 
es  sich  um  Produkte  ganzer  Zahlen  handelt;  sie  mufs  jedoch  bei  der 
Einführung  anderer  als  der  natürlichen  Zahlen  jedesmal  erst  bewiesen 
werden,  Grade  auf  dem  Umstände,  dafs  dieser  Nachweis  in  dem  Ge- 
biete der  höheren  komplexen  Zahlen  ausnahmslos  geführt  werden  kann, 
beruht  die  grofse  Bedeutung  derselben  für  die  Entwicklung  der  Wissen- 
scbtft.  Dafs  dieser  selbe  Satz  für  Kongruenzen  keineswegs  bedingungs- 
los besteht,  lehrt  das  nächste  beste  konkrete  Beispiel.  So  ist  z.  B. 
3-7  =  0  (mod  21),  ohne  dafs  einer  der  Faktoren  3  oder  7  durch  21 
teilbar  ist.  Man  kann  aber  leicht  den  Satz  angeben,  welcher  in  der 
Theorie  der  Kongruenzen  an  die  Stelle  des  soeben  erwähnten  Theo- 
remes  tritt 

Ist  nämlich  alhremein 
(ö)  a    b^O    (mod  m) 

nnd  ist  (m,  a)  der  gröfste  gemeinsame  Divisor  von  m  und  a,  so  braucht 

b  nur  den  komplementären  Divisor  -. r  zu  enthalten;  d.  h.  die  Kon- 
gruenz (5)  hat  die  andere 

6  =  0    (mod^-^) 

\  (w,  a)J 

zur  notwendigen  Folge;  wir  erhalten  also  hier  den  viel  spezielleren  Satz: 

„Ist 

ab^O    (mod  m), 

so  mufs  b  den  zu  (m,  a)  komplementären  Teiler  von  m  enthalten.^^ 
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Nur  in  dem  besonderen  Falle,   wo  (w,  a)  gleich  1,  wo  abo  a  zu  » 
relativ  prim  ist,  geht  aus  (5)  die  Kongruenz 

6  ^E  0    (mod  m) 
hervor. 

Ganz  ebenso  darf  aus  der  Kongruenz 

ac  ^E  hc    (mod  m) 
nicht  ohne  weiteres 

a^b    (mod  m) 
geschlossen  werden,  sondern  es  ergibt  sich  wieder  nur 

a^b  (mod  -. r ) , 

denn  die  erste  Kongruenz  kann  ja  in  der  Form 

c{a  —  6)  ^  0    (mod  m) 

geschrieben  und  auf  sie  der  soeben  gefundene  Satz  angewendet  werden. 
So  folgt  z.  B.  aus 


nicht 

2 

•5i 

8 

•5    (mod  30) 

sondern  nur 

2e 

=  8 

(mod  30), 

dagegen  ergiebt 

sich 

aus 

2 

8 

(mod  6); 

5 

•2; 

5 

•  14    (mod  6) 

notwendig 

2  =  14   (mod  6), 

weil  hier  der  Multiplikator  5  zu  6  teilerfremd  ist. 

„Ist  aber  der  Modul  speziell  eine  Primzahl  jp,  so  kann  ein  Pro* 
dukt  zweier  oder  mehrerer  Faktoren  niemals  durch  p  teilb^ 
sein,  ohne  dafs  einer  der  letzteren  die  Primzahl  enthalt^ 
Hier  läfst  sich  also  jener  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der  Glei- 
chungen ganz  entsprechend  auch  für  Kongruenzen  aufstellen,  und  danac*^ 
können  die  Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul  völlig  ebenso  wi^ 
die  Gleichungen  behandelt  werden. 

Auf  diese  Thatsache  hat  man  früher  zu  .wenig  Gewicht  gelegt; 
selbst  Gauss  hat  sie  in  seinem  Hauptwerke  in  diesem  Zusammenhangs 
nicht  hervorgehoben,  obgleich  die  Einführung  des  Aquivalenzb^riffes 
grade  dann  von  hervorragendem  Nutzen  ist,  wenn  der  eben  erwähnte 
Fundamentalsatz  erhalten  bleibt.  Bei  zusammengesetzten  Moduln  kann 
man  gewissermafsen  zwei  Klassen  der  Null  modulo  m  unterscheiden; 
in  der  einen  befinden  sich  alle  wirklichen  Vielfachen  von  m,  während 
die  andere  alle  Zahlen  umfafst,  die  mit  dem  Modul  nur  einen  Teiler 
gemeinsam  haben,  ohne  ihn  ganz  zu  enthalten.    Für  m  «=  25  gehören 
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^^  "Ä.  0,  25,  50,  •  •  •  in  die  erste,  5,  10,  15,  20,  30  u.  s.  f.  in  die  zweite 
i;  für  Primzahlmoduln  p  fallen  dagegen  die  Teiler  der  Null  mo- 
lo  p  fort  und  daher  entspricht  die  Theorie  der  Kongruenzen  modulo 
^  Tollsi^ndig  der  der  Gleichungen. 

Wir  hatten  femer  auf  Grund  der  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch 

ihr  Ezponentensjstem  gezeigt,  dafs  eine  Zahl  m,  die  durch  zwei  andere 

*»'  und  m"  teilbar  ist,   auch  deren  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches 

enthalten  mufs.     Dieser  Satz  lautet   auf  die  Kongruenzen   übertragen 

folgendermafsen : 

a^b   (mod  m)    und    a^ib   (mod  w'), 

so  ist  auch 

a  ^  6   (mod  [m,  w']), 

wo  [m,  w']  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  m  und  m' 
bezeichnet", 
oder  yeraUgemeinert: 

„Gilt  eine  und  dieselbe  Kongruenz  für  verschiedene  Moduln,  so 
besteht  sie  auch  fQr  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  derselben 
als  Modul." 

So  folgt  z.  B.  daraus,  dafs  die  Kongruenz 

122  =  242 

für  jeden  der  vier  Moduln  12,  30,  40,  60  besteht,  dafs  sie  auch  für 
deren  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches,  d.  h.  für  120,  erfüllt  ist. 
Hieran  schlieM  sich  unmittelbar  die  Folgerung: 

„Gilt  eine  Kongruenz  für  eine  Anzahl  von  Moduln,  von  denen 
jeder  zu  jedem  andern  relativ  prim  ist,  so  besteht  sie  auch  für 
ihr  Produkt", 

denn  in  diesem  Falle  ist  ja  eben  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
gleich  dem  Produkte  jener  Moduln.     So  folgt  z.  B.  aus  dem  Bestehen 

der  Kongruenz 

11  =  2811 

für  m  =»  8,  25,  7  die  Richtigkeit  der  Kongruenz: 

11  =  2811    (mod  1400). 

§3. 

Ehe  wir  auf  die  systematische  Behandlung  und  Auflösung  der 
Kongruenzen  eingehen,  wollen  wir  noch  die  Anwendbarkeit  der  bisher 
gefundenen  Besultate  an  einigen  Sätzen  erläutern,  die  in  der  elemen- 
taren Arithmetik  von  Bedeutung  sind.    Es  läfst  sich  nämlich  die  Frage, 
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ob  eine  vorgelegt.e  beliebig  grofse  Zahl  eine  gegebene  aiuii^n«  f.uiu  Divi'] 
hat,  in  einigen  Fallen  mit  Hilfe  der  Kongruenzen  unschwer  boaiitwoA 
Wie  bereits  mehrfach  erwähnt  wurde,   kann  jede  ganze  ^'9j 
auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  einem  Systeme  mit  beliebig  gUNttf 
Grundzahl  g,  d.  h.  in  der  Form 

r 

geschrieben  werden,  wo  C^,  •  •  •  (7.  Zahlen  aus  der  Reihe  0, 1,  2,  •••jf— 1 
bedeuten  und  die  Zififem  von  C  im  ^r-adischen  Systeme  genannt  werfen. 
Nach  Analogie  der  gewöhnlichen  Schreibweise  im  dekadischen  Systeme 
wird  dann  C  durch 

ausgedrückt.  So  wird  z.  B.  die  Zahl  7217  im  hexadischen  Zahlen- 
systeme geschrieben  gleich  53225,  denn  es  ist: 

7213  =  5 +  2.  6 +  2. 6^ +  3. 6* +  5. 6*. 

Ebenso  kann  die  Zahl  142713  in  dem  dodekadischen  Zahlensysteme, 
d.  h.  demjenigen,  dessen  Grundzahl  die  Zwölf  ist,  folgendermaJsen  ge- 
schrieben werden: 

142713  =  6a709, 

wenn  durch  a  und  ß  die  in  diesem  Zahlensysteme  neu  hinzutretenden 
ZiflFem  10  und  11  bezeichnet  werden. 

Es  sei  mm  C  =  (C^,  C^_i,  •  •  '  ^v^o)  ®i^®  beliebige  Zahl  in  dem 
^-adischen  Zahlensysteme  geschrieben.  Betrachtet  man  nun  G  fCbr  einen 
Modul  m  und  bezeichnet  zugleich  die  kleinsten  positiven  Beste  der 
Potenzen 

1,  9,  9\" 

modulo  m  nach  einander  durch 


so  ist 


yo7  Vv  y^r'-y 


C  =  ^C,g':E^.^C,Y,    (modm) 


Da  die  Zahlen  y^  verhälttismäfsig  klein  sind,  so  wird  es  im  aB* 
gemeinen   weit  leichter  sein,  die  Zahl^^C^y^,   als  die  ursprünglidie 

X,  G^g^  auf  ihre  Teilbarkeit  durch  m  zu  untersuchen.   Vorzüglich  einfiadi 

k 

gestaltet  sich  diese  Aufgabe,  wenn  der  Modul  m=g  —  1  oder  m»=sjf+l 
ist,  und  hier,  wie  in  einigen  weiteren  Fällen,  wird  thati^chlieh  die  obige 
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leduzierung  von  C  für  das  praktische  Rechnen  verwertbar.  In  den 
eiden  unterschiedenen  Fällen  ist  nämlich  für  jedes  h 

/  =  1   (mod  (</-!)),     /  =  (-!)*   (mod(j/  +  l)); 

etzt  man  also  diese  Werte  in  die  Darstellung  von  C  ein^  so  ergeben 
ich  die  beiden  Kongruenzen 

G-yicJ  =2C,  =  C„  +  C7,  +  C,  +  .  • .   (mod^  -  1), 

k  k 

G^^G,g'=^{-  \)%  =  Cf„  -  C,  +  C,-  ...  (mod5-+  1); 

k  k 

!S  gelten  also  die  folgenden  Sätze: 

,^ede  Zahl  ist  modulo  g  —  1  ihrer  Ziffemsumme  kongruent, 
wenn  man  sie  sich  in  dem  (/-adischen  Zahlensysteme  geschrieben 
denkt;  dagegen  ist  sie  modulo  5^+1  betrachtet  ihrer  alter- 
nierenden Ziffersumme  kongruent/' 
Betrachtet  man  z.  B.  die  Zahl  7217  modulo  5  und  modulo  7,  so  ist, 
la  diese  im  hexadischen  Zahlensysteme  die  Form  53225  hatte: 

7217  =  5  +  2  +  2  +  3  +  5  =  2    (mod  5) 

=  5_2  +  2  — 3  +  5  =  0    (mod  7.) 

Ist  speziell  das  Zahlensystem  das  dekadische ,  so  ergeben  sich  fiir  die 
Divisoren  9  und  11  die  Kongruenzen: 

C=[(7„.--(7„  C,,  CJ  =  C.  +  C^  +  C,  +  ..-  +  C^  (modo), 

Bs  ist  danach  eine  Zahl  dann  und  nur  dann  durch  9  teilbar,  wenn  es 
lu%  Quersumme  ist,  und  sie  enthält  die  Zahl  11,  wenn  dasselbe  bei 
1er  Summe  ihrer  mit  abwechselndem  Vorzeichen  genommenen  Ziffern 
ier  Fall  ist. 

Stellt  man  also  die  Aufgabe,  jemand  solle  sich  eine  Zahl  denken, 
^on  ihr  ihre  Quersumme  abziehen  imd  von  der  resultierenden  Zahl 
^gend  eine  ihrer  von  Null  verschiedenen  Ziffern  fortlassen,  so  kann 
^  aas  der  Quersumme  der  übrig  bleibenden  Zahl  die  fortgelassene 
Ziffer  sofort  finden;  es  ist  diejenige  Zahl,  um  welche  sich  jene  Quer- 
i^nime  von  dem  nächst  gröfseren  Vielfachen  von  Neun  unterscheidet. 
bf  diesen  beiden  Sätzen  beruht  auch  die  sogenannte  Neunerprobe  und 
lie  Elferprobe,  mit  deren  Hilfe  man  die  Richtigkeit  der  Multiplikation 
Tofser  Zahlen  mit  fast  absoluter  Sicherheit  kontrollieren  kann.  Sind 
ämlich: 

;end  zwei  ganze  Zahlen  und 
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C  =  (C„  C^_i,  •  •  •,  C^,  C^ 
ihr  Produkt,  so  besteht  modulo  9. betrachtet  die  Kongruenz: 

c =y;c,  ^ab= (2'«,)  (2"^)  (•^«'^  ^> 

Die  Ziffemsumme  eines  Produktes  ist  abo  modulo  9  dem  Pro- 
dukte der  Ziffemsummen  seiner  Faktoren  kongruent,  und  ebenso 
ist  die  alternierende  Ziflfemsumme  eines  Produktes  dem  Produkte 
der  alternierenden  Ziffemsummen  seiner  Faktorei  modulo  11 
kongruent." 
Wendet  man  z.  B.  jene  beiden  Proben  zur  Kontrolle  der  Gleichimg 

3752  .  7640  =  28665280 
an    so  liefern  diese  die  beiden  offenbar  richtigen  Kongruenzen: 

17.17  =  371 

^_j^(_l)_l   j  (mod9)     l.(-5)  =  (-5)   (modll). 

Aufserdem  ergeben  sich  noch  in  den  Kongruenzen 
C  =  [C^,'"  C„  C\,  (7J  =  0,  (mod  2)  und  (mod  5) 

0  =  [C^r"  Cv  ^v  C^o]  =  10C\  +  C,   (mod  4)  und  (mod25) 

die  bekannten  Kriterien  für  die  Teilbarkeit  einer  Zahl  durch  2,  4,  5 
oder  25  und  hieraus  ähnliche  Vereinfachungen  für  die  höheren  Potemen 
von  2  oder  5. 

Um  das  Prinzip  dieser  Methoden  deutlicher  erkennen  zu  lassen, 
wollen  wir  jetzt  das  Gesetz  aufsuchen,  dem  die  Ziffern  einer  im  de- 
kadischen Systeme  gegebenen  Zahl  gehorchen  müssen,  damit  diese 
durch  7  teilbar  ist.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  die  kleinsten  posi- 
tiven oder  negativen  Reste  zusammen,  denen  die  Potenzen  von  10  mo- 
dulo 7  bezw.  kongruent  sind,  und  erhalten  so 

10=       3;     10*=       2;     10'  =  — 1 

10*=  — 3;     10'  =  — 2;      lO' =       1. 

« 

Jede  von  diesen  Kongruenzen  geht  aus  der  vorigen  hervor,  indem 
man  die  letztere  mit  10  multipliziert  und  ihre  rechte  Seite  modulo  1 
auf  ihren  kleinsten  positiven  oder  negativen  Rest  reduciert.  Offenbtf 
aind  dann  die  weiteren  Potenzen  von  10  von  der  siebenten  an  abe^ 
loab  den  Zahlen  3,  2,-1,  —  3,  —  2,  1  in  derselben  Reihenfolge 
^ngruent;  denn  es  ist  z.  B. 

10'  =  10^  .  10  =  3    (mod  7). 
So  gelangen  wir  zu  der  Kongruenz: 
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+  2((73-0,  +  C3-...)    (mod.7). 
B.  ist 

096735  =  (5  -  6  +  2)  +  3  (3  -  9  +  1)  +  2  (7  —  0)  =  0  (mod  7). 

lunen  wir  nun  für  die  Moduln  gröfsere  Zahlen,  so  werden  derartige 
setze  im  allgemeinen  immer  komplizierter  und  praktisch  unbrauch- 
rer,  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  für  welche  gröfseren  Moduln 
h  ein  einfaches  Resultat  herausstellt.  Wie  sofort  zu  ersehen,  ist 
jrzu  erforderlich,  dafs  von  den  Resten  y^  der  Potenzen  ^  möglichst 
inige  von  einander  verschieden  sind,  oder  dafs  y^^  möglichst  bald 
eder  den  Wert  +  1  bekommt;  demnach  kommt  es  dabei  wesentlich 
f  die  willkürlich  wählbare  Grundzahl  g  unseres  Systemes  an. 

Ist  wieder  10  diese  Grundzahl,  so  gestaltet  sich  die  Untersuchung 
sonders  leicht  für  die  Primzahlen  37  und  101.     Es  ist  nämlich 

10  =  10,     10'  =  — 11,     10'  =  + 1    (mod  37) 

id  deshalb    genau   wie   vorher  jedes   fernere   10*  einer   der   Zahlen 
10,  —  11  kongruent,  je  nachdem  der  Exponent  von  der  Form  3A, 
k  -}- 1  oder  3Ä  +  2  ist.     Es  ist  somit 

•  =  [C,,...C„C„CJ  =  (C,  +  C, +  (?,  +  ...) 

+  10  (Cj  +  er,  +  C,  +  •  ■  •)  -  11  (C,  +  C;  +  • .  •)    (mod  37); 

6.  ist 

8754321  =  (1  +  4  +  8)  + 10  (2  +  5  +  9)  — 11  (3  +  7)  =  26  (mod  37), 

'  11  diese  Zahl  Wst  durch  37  geteilt  den  Best  26.  Ebenso  ist 
är  «  =  101 

10=  10,  10*  =  —  1,  10*  =  —  10,  10*  =  1   (mod  101)     u.  s.  w., 
od  wir  erhalten  die  Kongruenz 

C-[C.,--C,,  Cf„CJ  =  ((7,-C,  +  C,-C,  +  ...) 

+  10(0,-^3  +  C,-C,  +  ...)  (mod  101). 

In  allen  den  soeben  behandelten  Fällen  richtet  sich  das  Haupt- 
iteresse  jedesmal  auf  die  Feststellung  der  kleinsten  Reste,  denen  die 
otenzen  einer  Grundzahl  g,  in  unsem  Beispielen  also  die  Potenzen 
),  10^,  10^,  •  •  •  modulo  m  kongruent  sind.  Man  kann  deshalb  das 
bige  bereits  als  eine  Vorbereitung  auf  die  Theorie  der  Potenzreste 
trachten. 
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Die  höheren  Kongruenzen.  —  Aufsuchung  ihrer  Wurzeln.  —  Hanpts&tse  über  die 
höheren  Kongruenzen.  —  Anzahl  der  Wurzeln  einer  Kongruenz.  —  Kongraenien 
fdr  einen  Primzahlmodul.  —  Anwendungen:  Der  Wilsonsche  und  der  Fermatsche  Sati. 

§1. 

Nachdem  wir  in  der  letzten  Vorlesung  die  Grundregeln  über  das 
Ilechnen  mit  Kongruenzen  auseinandergesetzt  haben  ^  wenden  wir  uns 
jetzt  der  speziellen  Theorie  der  letzteren  zu.  Wir  gehen  dabei  zunächst 
von  einem  allgemeineren^  grofsen  Untersuchungsgebiete^  der  Lehre  Ton 
den  sogenannten  höheren  Kongruenzen  auS;  die  derjenigen  von  den 
algebraischen  Gleichungen  in  der  Algebra  entspricht;  wir  fri^en  nämlich, 
ob  es  ganze  Zahlen  x  giebt^  die  der  ganzzahligen  Kongruenz 

f(x)  =  c^x"  +  ^„_-i^"~^  -j-  . . .  +  c^  ^  0    (mod  m) 

genügen,  analog  wie  bei  den  Gleichungen  nach  den  Lösungen  von 

f{x)  =  0 

geforscht  wird.    Unsere  letzte,   wesentliche  Aufgabe  für  eine  einzige 
Unbekannte  kann  hiemach  so  ausgesprochen  werden: 

„Es  sollen  alle  Lösungen  der  ganzzahligen  Kongruenz 

/'(:r)  =  cX  +  c^_,a:"-'  +  ...  +  c,  =  0    (modm) 

gefunden,  d.  h.  es  soll  in  der  allgemeinsten  Weise  x  als  ganze 
Zahl  so  bestimmt  werden,  dafs  diese  Kongruenz  befriedigt  wiri* 
Hat  man  eine  derartige  Zahl  x  gefunden,  so  genügt,  wie  oben  bewiesen 
wurde,  jede  zu  x  modulo  m  kongruente  Zahl  der  Kongruenz  eben&lbi 
diese  besitzt  daher  dann  und  nur  dann  überhaupt  eine  ganzzahlig*^ 
Lösung,  wenn  eine  solche  bereits  unter  den  m  ersten  Zahlen  0,  J,  •••m— 1 
vorhanden  ist.  Um  alle  Lösungen  der  Kongruenz  aufzusuchen,  hat  mtt 
also  nur  für  x  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1 ,  •  •  •  m  —  1  in  /'(^) 
einzusetzen  und  nachzusehen,  welche  von  den  so  entstehenden  ZaUfl& 
/"(O),  •  •  •  f{m  —  1)  durch  m  teilbar  sind.  Sind  a^  -  -  ^  a^  alle  Zahlen 
jener  Reihe,  die  dieser  Forderung  entsprechen,  so  erhält  man  die  Ge- 
samtheit der  verlangten  Lösungen  in  den  r  Kongruenzen 

X  ^  a,.    (mod  m)  (»«i,  »,    '4 
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Mithin  kann  unsere  Aufgabe  stets  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Versuchen  gelöst  werden. 

Bei  der  Betrachtung  der  Kongruenzen  höheren  Grades  ist  nun 
eine  Erweiterung  des  Kongruenzbegriffes  von  höchstem  Nutzen,  die 
spater  ausführlich  erörtert  werden  soll  Während  wir  nämlich  bis 
jetzt  nur  ZcMen  hinsichtlich  eines  Moduls  m  prüften,  wollen  wir  dieses 
jetzt  auch  fär  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von  unbestimmten  thun, 
wobei  wir  die  Anzahl  der  letzteren  vorerst  auf  eine  beschränken;  wir 
sagen,  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion 

fix)  =  cy  +  c^_y-'  +  •  •  •  +  c„ 

ist  durch  m  teilbar,  wenn  der  Quotient 

wiederum  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  x  ist.    Hieran  schliefst 
sich  unmittelbar  die  folgende  Definition: 

„Eine   ganze   ganzzahlige   Funktion   von   x   ist   dann   und   nur 

dann  ein  Vielfaches  von  m,  wenn  ihre  sämtlichen  Koefficienten 

es  sind", 

und  damit  lassen  sich  sofort  die  Sätze  über  Kongruenzen  von  Zahlen 

auf  solche  von  ganzen  Funktionen  ausdehnen. 

\  „Zwei   Funktionen   f(x)   und  g(x)    sind    dann   und   nur   dann 

1  modulo  m  kongruent,  wenn  ihre  Differenz  durch  m  teilbar  ist." 

Ist  also 

\  f{^)  =  «0  +  «1^  +  «2^'  H f-  ««^^ 

80  ist 

f{x)^g(x)    (modm), 
wenn  durchweg 

ttj,  ^  bj,   (mod  m)  (*=o,  i, «,  •    n) 

ut   DaGs  beide  Funktionen  von  gleichem  Grade  angenommen  worden 

sind,  bedeutet  keine  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit,  weil  man  ja, 

&lls  eine   von  ihnen  von  niedrigerem  Orade  als  die  andere   ist,   die 

feilenden  Potenzen  von  x  mit  dem  Koefficienten  0  hinzufügen  kann. 

f      Zwei  modulo  m  kongruente  Funktionen  f(x)  und  f^  (x)  sind  einander 

fÖr  jeden  ganzzahligen  Wert  des  Argumentes  kongruent;  jede  Wurzel 

der  einen  ist  daher  auch  eine  Kongruenzwurzel  der  andern.    Will  man 

nun  alle  Wurzeln  einer  Funktion  f(x)  angeben,  so  kann  man  sich  diese 

Aufgabe  dadurch  wesentlich  vereinfachen,  dafs  man  alle  Koefficienten 
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modulo  m  auf  ihren  kleinsten  Rest  reduziert.     So   stinunen  z.  B.  alle 
Wurzeln  der  Kongruenz: 

12a:'  —  23x*  +  6x  +  23  =  0    (mod  6) 
mit  denjenigen  der  einfacheren: 

a:'  — 1=0    (mod  6) 

überein;  dieselbe  besitzt  somit  nur  die  beiden  Lösungen 

a:  ^  +  1    (mod  6). 

Auf  die  hier  sich  darbietenden  Probleme  werden  wir  bei  der 
Theorie  der  Divisorensysteme  ausfuhrlich  eingehen.  Der  Zweck  Yor- 
stehender  Betrachtungen  an  dieser  Stelle  bestand  nur  darin  ^  die  für 
die  weiteren  Darlegungen  unentbehrlichen  Definitionen  anzugeben  und 
zugleich  darauf  hinzuweisen,  dafs  die  ganze  Entwicklung  jener  Theorie 
mit  Notwendigkeit  auf  die  arithmetische  Behandlung  der  ganzen  ganz- 
zahligen  Funktionen  hinausläuft. 


§2. 
Es  sei  nun  |j  irgend  eine  Lösung  von 

(1)  /•(x)  =  c„  +  c,x  +  ...  +  c,x"  =  0    (modm), 

also    /"(ßj)    durch   m   teilbar,    dann    besteht   för   ein    variables   x  die 
Kongruenz 

=  (^  -  k)  i<  +  <^  +  "'  +  <-i  ^""■') 

~(^  — y/iW    (modw), 

wo  f^  (x)  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  vom   (n  —  1)*""  Grade  be- 
deutet.    Dieses   Resultat   kann   ganz   analog   wie    in    der  Theorie   der 
Gleichungen  folgenderraafsen  ausgesprochen  werden: 
„Genügt  ^j^  der  Kongruenz 

f(x)  ^  0    (mod  m), 

so  ist  für  jeden  Wert  von  x 

f{x)  =  {x  —  i;)f^{x)    (modw), 

d.  h.  f{x)  ist  modulo  m  betrachtet  durch  den  zu  i,^  gehörig^^ 
ganzzahligen  Linearfaktor  x  —  |,  teilbar." 
Angenommen  nun,  es  besäfse 

f^  {x)  ^  0    (mod  m) 
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3der  eine  ganzzahlige  Lösung  x  =  ^^y  so  ist  nach  dem  eben  be- 
3senen  Theoreme 

f^{x)  =  {x  —  ^^)f^{x)    (modw) 

i  demnach 

f{x)  =  {x  —  l^^)(x  —  i^)f^{x)    (modm). 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort  und  beachtet,  dafs  der  Grad 
•  resultierenden  ganzen  ganzzahligen  Funktionen  f^{x)j  f^{pc)y -" 
mer  um  eine  Einheit  abnimmt,  so  mufs  man,  wie  leicht  zu  erkennen, 
iliefslich  zu  einer  Funktion  kommen,  die  entweder  vom  0*®°  Grade, 
o  eine  Konstante  ist  oder  garkeine  Lösung  besitzt;  so  ergiebt  sich 
etzt 

f{x)  =  {x  —  g J  {x  —  l^'"{x  —  5J  f^  {x)    (mod  m), 

bei  die  Kongruenz 

f^{x)  =  a^  +  a^X'\ }ra^_^x''~^  =  0    (modm) 

rch  keinen  ganzzahligen  Wert  mehr  befriedigt  werden  kann.  Ist 
jziell  t  =  n,  so  reduziert  sich  fj^  (x)  eben  auf  eine  Konstante,  und 
ar  lehrt  die  Koefficientenvei^leichung  unmittelbar,  dafs  dieselbe 
jich  c^,  dem  Koefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x  in  f{x)y  ist. 
e  ganzen  Zahlen  g^ ,  1^ ,  •  •  |^  sollen  in  Analogie  mit  der  Theorie 
T  Gleichungen  auch  hier  Wurzeln  der  Kongruenz  (1)  genannt 
erden. 

Hat  eine  Gleichung  «*•"  Grades  n  Wurzeln,  ist  also  identisch 

0  gilt  in  der  Algebra  der  Satz,  dafs  jede  andere  Lösung  ^  mit  einer 
ener  n  Wurzeln  zusammenfallen  mufs,  da  das  Produkt 

c,(l-l.)(l-g^  •••(S-SJ 

lur  dann  gleich  Null  sein  kann,  wenn  einer  seiner  Faktoren  es  ist. 
Sier  tritt  nun  wieder  der  oben  hervorgehobene  Fimdamentalunterschied 
zwischen  Gleichungen  und  Kongruenzen  hervor:  der  entsprechende  Satz 
^r  Kongruenzen  hat  nämlich  keineswegs  allgemeine  Geltung,  eine 
Kongruenz  n**°  Grades  kann  sehr  wohl  mehr  als  n  inkongruente 
Lösungen  besitzen.  Sind  nämlich  5i;  ?2>  * "  ^n  **  Wurzeln  von  f'{x)  ^  0, 
ist  also: 

^^i  nehmen  wir  an,  ^^  sei  eine  (w  +  1)**  Lösung  der  Kongruenz,  so 
wissen  wir,  dafs  das  Produkt 


7* 


.ii   : 


100  Achte  Vorlesung. 

sehr  wohl  durch  m  teilbar  oder  kongruent  Null  modulo  m  sein  kann, 
ohne  dafs  einer  seiner  Faktoren  es  ist;  hierzu  braucht  ja  nur  m  derart 
multiplikativ  zerlegbar  zu  sein,  dafs  seine  einzelnen  Bestandteile  in 
jenen  Faktoren  aufgehen.  ^^  stimmt  daher  durchaus  nicht  notwendig  mit 
einer  der  Gröfsen  £,,•••  £  modulo  m  überein.  So  besitzt  z.  B.  die 
Kongruenz  des  zweiten  Grades: 

x^  -\-  X  ^^0   (mod  6) 

die  vier  inkongruenten  Wurzeln  0,  2,  3,  5,  und  dem  entsprechen  die 
beiden  Darstellungen 

x^  -{-  x^x(x  —  5)    (mod  6), 

x^  -{-  X  E^  (x  —  2)  (x  —  3)    (mod  6); 

in  der  That  ist  für  a:  =  5 

f(p)  =  (5  —  2)  (5  —  3)  =  0    (mod  6), 

weil  der  erste  Faktor  des  Produktes  durch  3,  der  zweite  durch  2  teil- 
bar ist. 

Der  Hauptsatz  aus  der  Lehre  von  den  Gleichungen  bleibt  also  für 
Kongruenzen  durchaus  nicht  bedingungslos  bestehen,  und  dadurch  ge> 
stalt.et  sich  diese  Theorie  sehr  viel  schwieriger  und  verwickelter  als 
die  der  Gleichungen.  Um  so  wichtiger  aber  ist  der  Umstand,  dab 
sich  für  den  Spezialfall  eines  Primzahlmoduls  die  Kongruenzen  auch 
in  dieser  Hinsicht  ganz  ebenso  verhalten  wie  die  Gleichungen.  Besitzt 
eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  n^^  Grades  f{x)  modulo  p  betrachtet 
n  Wurzeln,  ist  also: 

fix)  =  c^(x-^^).--{x-  IJ   (mod  p),  (2) 

SO  kann  keine  (»+!)**  ^^^  ^i;  Sj^  *  •  S„  modulo  p  verschiedene 
Lösung  5o  mehr  existieren,  denn  das  Produkt 

/•(So)  =  C,  (So  -  S.)  •  •  •  (So  -  V    (°^«d  p) 

kann  nur  dann  durch  die  Primzahl  p  teilbar  sein,  wenn  mindestens 
einer  seiner  Faktoren  dieselbe  enthält.  Die  Möglichkeit  c^  £=  0  (modjp) 
ist  aber  natürlich  ausgeschlossen,  weil  sonst  f(x)  auf  Grund  der  Kon- 
gruenz (2)  identisch  durch  p  teilbar  wäre  und  die  Koefificienten  «Lmt- 
lich  Vielfache  von  p  sein  müfsten.  Wir  haben  somit  für  diese 
Kongruenzen  den  Fundamentalsatz  gewonnen: 

„Eine   Kongruenz  für    einen  Prinizahlmodul  p  kann   höchstens 
so  viele  Wurzeln  haben,  als  ihr  Grad  angiebt,  es  sei  denn,  da6 
alle  ihre  Koefficienten  durch  p  teilbar  sind." 
Als  unmittelbare  Folge  ergiebt  sich  hieraus  für  zusammengesetsie 
Moduln: 
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^ine   Kongruenz   des  n*^  Grades,   in   der  der  Koefficient  der 
höchsten  Potenz  zum  Modul  teilerfremd  ist,  kann  nicht  mehr 
als  n  Lösungen  haben,  die  in  Bezug  auf  einen  Primfaktor  des 
Moduls  inkongruent  sind." 
Andrerseits   kann   eine   Kongruenz   sowohl   für  einen   zusammen- 
gesetzten, wie  für  einen  unzerlegbaren  Modul  recht  gut  weniger  Wurzeln 
haben,  als  ihr  Grad  beträgt.     Die  Kongruenz 

a;*+l  =  0    (mod3) 

besitzt  z.  B.  keine  einzige  Wurzel,  da  ihre  linke  Seite  für  keinen  der 
Werte  x  =  0,  1,  2  durch  3  teilbar  wird,  und  dasselbe  gilt  selbst- 
verständlich a  fortiori  für  jedes  Multiplum  von  3  als  Modul,  z.  B.  für 
m  =  6. 

Diese  Thatsache  bedeutet  jedgch  keine  wesentliche  Abweichung  der 
Kongruenzen  von  der  Analogie  mit  den  Gleichimgen.  Denn  die  Regel, 
dals  die  Anzahl  der  Wurzeln  gleich  dem  Grade  der  Gleichung  ist,  ist 
auch  für  die  letzteren  zunächst  nicht  richtig,  sie  wird  es  vielmehr  erst, 
wenn  man  das  Zahlenreich,  innerhalb  dessen  die  Wurzeln  zu  wählen 
sind ,  durch  die  Einführung  der  komplexen  Zahlen  a  +  &  V —  1 
genügend  erweitert;  erst  dann  hat  z.  B.  die  quadratische  Gleichung 

a:«  +  l=0 

zwei  Wurzeln  x  =  +  Y —  1,  während  sie  durch  reelle  Werte  von  x 
überhaupt  nicht  befriedigt  werden  kann.  So  könnte  man  auch  die 
Wurzeln  unlösbarer  Kongruenzen  als  neue  Zahlgröfsen  definieren,  und 
wirklich  ist  das  mitunter  geschehen;  doch  wird  sich  zeigen,  dafs  sich 
ihre  Einführung  ohne  jeden  Nachteil  vermeiden  läfst. 


§3. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  des  vorigen  Paragraphen  können 
die  Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul  der  Hauptsache  nach  wie 
Gleichungen  behandelt  werden.     Für  sie  gilt  auch  der  weitere  Satz: 

Sind  5^,  •  •  •  $4  Ä  von  einander  verschiedene  Wurzeln  der  Kon- 
gruenz 

f(x)^=^0   (modp), 
so  ist  identisch 

fix)  EE  (X  -  I J  (X  -  I,)  . . .  (a;  -  y  f,  (X), 

d.  h,  f{x)  ist  modulo  p  betrachtet  durch  das  Produkt  der  k  zu- 
gehörigen Linearfaktoren  teilbar. 


I 
\ 
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Wird  nämlich  zunächst  angenommen^  f{x)  enthalte  modulo  p  nur 
das  Produkt  der  h  ersten  von  den  1z  Linearfaktoren^  so  besteht  also  die 
Kongruenz: 

f{x)  =  {x-i;)--.{x-i,)f, ix)    (mod p); 

ersetzt  man  in   ihr  x  durch  die  (A  +  1)*®  Kongruenzwurzel  Sj^.i,  »o 
ergiebt  sich: 

/•(6*+.)  =  (S*+x  -  ti)  •  •  •  (5,+,  -  k)  h  (S*+i)  =  0   (mod  p). 

Da  nun  |^  ,  ^  gemäfs  der  Voraussetzung  von  Sp  •  *  •  1;^  modulo  |) 
verschieden  ist  und  einer  der  Faktoren  des  obigen  Produktes  modulo  p 
verschwinden  mufs^  so  ist  notwendig 

/•,a,+,)  =  0    (modj)), 

d.  h.  fj^ipc)  ist  durch  x  —  |^  ,  ^  oder  fix)  selbst  ist  in  der  That  modulo p 
durch  das  Produkt  {x  —  SJ  •••  {x  —  5*)  (^  ~- 5*  4.1)  teilbar,  w.  z.  b.w. 
Im  Zusammenhange  hiermit  können  wir  jetzt  einige  interessante 
Folgerungen  speziellerer  Natur  ableiten.  Nach  dem  aus  der  Einleitung 
bekannten  kleinen  Fermat'schen  Satze  ist  für  eine  beliebige  Primzahl  p 
die  DiflFerenz  x^  —  x  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  x  durch  p  teil- 
bar.    Es  besitzt  demnach  die  Kongruenz 

x^  —  iC^O    (modjp) 

die  p  modulo  p  inkongruenten  Wurzeln  0,  1,  •••  p — 1,  also  genau  so 
viele,  wie  ihr  Grad  angiebt;  daher  mufs  die  Kongruenz  bestehen 

(3)  x^  —  x^x{x  —  V)  '  '  '  {x  —  p  +  1)    (mod p). 

Femer  erkennen  wir  leicht,  dafs  es  für  den  Modul  2>  keine  Kongruen.^ 
niedrigeren  Grades  geben  kann,  die  für  jedes  ganzzahlige  x  erfüllt  ist*, 
denn  eine  solche  müfste  ja  auch  die  p  inkongruenten  Wurzelri 
0,  1,  2,  '  '  '  p  —  1  haben,  also  auch  mindestens  vom  p^^  Grade  sein. 

Aus  (3)  ergiebt  sich  nun  durch  Vergleichung  des  Koefficienten 
von  X  auf  beiden  Seiten  das  bemerkenswerte  Resultat: 

1-2  •  •  •  {p  —  1)  ^  —  1    (mod  j)) 

d.  i.  der  sogenannte  Wilsonsche  Satz: 

„Ist  p  eine  beliebige  Primzahl,  so  ist 

(p-l)!+l 

stets  durch  p  teilbar." 
Offenbar  kann  dieser  Satz  auch  umgekehrt  werden:  Ist  für  irgeno 
eine  ganze  Zahl  m 

(4)  (w  —  1)!  +  1  =  0    (mod  m) 
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mols  m  notwendig  eine  Primzahl  sein.  Hätte  nämlich  m  einen 
^entliehen  Divisor  m\  so  mübte  derselbe  in  der  linken  Seite  von  (4) 
bhalten  sein^  und  das  ist  unmöglich^  weil  er  schon  unter  den  Faktoren 
5  Produktes  (m —  1)!  vorkommt.  Es  ist  deshalb  die  in  dem  Wilson- 
len  Satze  formulierte  Eigenschaft  der  Primzahlen  fiir  sie  charak< 
"istisch.     So  ist  z.  B.  für  jp  =  7 

1. 2. 3- -6  +  1  =  721  =  0    (mod  7). 

Eine  zweite  direkte  Folgenmg  unseres  Ausgangstheorems  lautet: 
Hat  eine. Primzahlkongruenz 

f{x)  =  0    (modp) 

genau  so   viele  inkongruente  Wurzeln,  wie   ihr  Orad   angiebt, 

und  ist 

f(^x)  =  (p{x)t(x), 

so  besitzt  jeder  dieser  beiden  Faktoren  die  gleiche  Eigenschaft. 

Die  Summe  der  Grade  von  q)(x)  und  if{x)  ist  nämlich  gleich  dem 
ade  von  f(x)  und  jede  Kongruenzwurzel  von  f(x)  ist  entweder  eine 
cle  von  <p  (x)  oder  von  ^  (x).  Hätte  daher  die  Kongruenz  q>(x)^0 
txiger  Wurzeln,  als  ihr  Grad  angiebt,  so  würde  die  Anzahl  der 
i-i-zeln  von  ^  (o?)  ^:  0  (mod  p)  gröfser  sein  als  der  Grad  von  ^  (x\ 
l    das  ist  nicht  möglich,  weil  der  Modul  eine  Primzahl  ist. 

Da  z.  B.  in  der  Gleichung 

X^  —  X  =  X  (x^^^  —  1) 

erste  Faktor  rechts  für  x  =  0  verschwindet,  so  kommen  auf  die 
iigruenz 

a;^"'  — 1  =  0    (modp) 

p  —  l    übrigen  inkongruenten  Wurzeln  1,  2,  -  -  -  p  —  1,  imd  wir 
Lalten  so  den  kleinen  Fermatschen  Satz  in  der  ursprünglichen  Form: 
Ist  p  eine  beliebige  Primzahl,  und  a  eine  nicht  durch  p  teil- 
bare ganze  Zahl,  so  ist  stets: 

a^"  ^  1    (mod  p). 

Es  sei  nun  h  irgend  eine  p  nicht  enthaltende  ganze  Zahl;  bilden 
^"  dann  die  p  Produkte 

0,  h,  2A,  . . .  (p  —  1)  A, 

sind  dieselben,  abgesehen  von  ihrer  Reihenfolge,  den  Zahlen 

0,  1,  2,  ..p-l 

^odulo  j)  kongruent.     In    der   That   bilden    die   Elemente    der    ersten 
^^ihe  ebenso  wie  die  der  zweiten  ein  vollständiges  Restsystem  modulo  jp, 
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da  nie  je  zwei  unter  ihnen  für  diesen  Modul  kongruent  sein  konnmi 
Wäre  nämlich  etwa  rh^sh  (modp),  wo  r  und  s  irgend  zwei  Ter- 
schiedene  der  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  p  —  1  bedeuten^  so  müfste  Ä(r— s) 
durch  p  teilbar  sein,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Da  sich  femer  die 
beiden  Zahlen  0  in  jenen  beiden  Reihen  gegenseitig  entsprechen,  so 
folgt,  dafs  auch  die  beiden  Reihen 

1;2,  •    -p— 1     und    Ä,  2A,  ••  (jp  — 1)A, 

abgesehen  von  ihrer  Reihenfolge,  modulo  p  einander  kongruent  sbd. 
Ganz  in  derselben  Weise  wird,  wie  beiläufig  hier  erwähnt  werden  mag, 
auch  der  Satz  bewiesen: 

„Ist  m  irgend  eine  zusammengesetzte  und  h  eine  beUebige  zu  m 

relativ  prime  Zahl,  so  bilden  die  Produkte 

0,  Ä,  2A,     •  .  (m  —  1)  A 

ebenfalls  ein  vollständiges  Restsjstem  modulo  m.^ 
Es  sei  nun  5(1,  2,  •  •  |)  —  1)  irgend  eine  ganze  symmetrische 
Funktion  der  (p  —  1)  Zahlen  1,  2,  -  •  •  p  —  1,  etwa  die  Summe 
(1*  +  2^  +  *  *  •  +  (P  "~  1)  )  ilirör  Quadrate,  dann  bleibt  sie  nach  dem 
soeben  bewiesenen  Satze  modulo  p  ungeändert,  wenn  man  aUgemein  i 
durch  hi  ersetzt,  d.  h.  es  ist  stets: 

5(1,  2,  . .    i?  -  1)  =  S(h,  2Ä,  . . .  (i>  —  1)  Ä)    (modp). 
So  ist  also  z.  B.  für  jedes  ganzzahlige  h 

x''-'—l  =  ]J[{x  —  i)  =  YJ(x  —  hi)    (modp). 

Es  sei  jetzt  spezieller  8  eine  homogene  symmetrische  Funktion 
ihrer  Argumente  von  der  v^^  Dimension,  so  ist  nach  dem  Hauptsatze 
über  homogene  Fimktionen: 

5(1,  2, . .  -i)  —  1)  =  5(Ä,  2A, . . .  (p  —  1) A)  =  A''5(l,..-i>—  1)   (modj)) 

oder 

(5)  (h'-l)S{l,2,...p-l)  =  0    (mod|)), 

WO  h  jede  beliebige  durch  p  nicht  teilbare  ganze  Zahl  bedeuten  kann. 
Ist  hierbei  zimächst  v  kein  Vielfaches  von  p  —  1 ,  so  läfst  sich  A  stets 
so  bestimmen,  dafs  A"  —  1  die  Primzahl  p  nicht  enthält.  Ist  nämlich 
v'    der   kleinste   Rest,    den    v   nach  der  Division   durch  p  —  1    lälst, 

ist  also 

V  =  (p  —  l)r  -{-  v\  c»''=i,«,  •  •  p-8) 

so  ist  nach  dem  Fermatschen  Satze 

h'^h^-'^li''  =  h''    (modp), 
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,    weil   nunmehr  v' <Cp — 1   ist,   kann  h  sicher  stets   so  gewählt 
den,  dafs 

A*  —1 

ih  p   nicht   teilbar  wird;   denn  wir   haben  ja   gesehen,   dafs   eine 

igruenz 

a;"'  —  1  =  0 

niedrigerem  als  dem  {p  —  1)**^  Grade  nicht  f&r  jede  der  Zahlen 
-?  ' ' '  P  —  1  bestehen  kann.  Wird  also  h  demgemäfs  gewählt,  so 
in  der  Kongruenz  (5)  der  erste  Faktor  links  durch  p  nicht  teilbar; 
lieh  mufs  es  der  zweite  sein,  und  es  ist  damit  der  Satz  bewiesen: 

„Jede  ganze  homogene  symmetrische  Funktion  der  Zahlen 
1,  2,  •  •  •  |)  —  1,  deren  Dimension  kein  Vielfaches  von  p  —  1  ist, 
ist  immer  durch  p  teilbar/^ 

Speziell  ist 

yjh'=l'+2'+---  +  {p-iy  =  0   (modp), 

k 

lange  v  durch  p  —  1  nicht  teilbar  ist;  ist  dagegen 

v  =  (jp  —  l)v,    also     Ä^^~'^''=l    (modp), 
wird 

^]c^<P-'^  =  p—l=_l    (modp). 

k 


Neunte  Vorlesung. 

Lineare  Kongruenzen.  Bedingung  für  ihre  Auflösbarkeit.  Anzahl  ihrer  Wurseln. - 
Auflösung  der  linearen  Kongruenzen;  erste  Methode:  Reduktion  auf  linean 
Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul.  —  Die  Einheiten  modulo  p.  —  Beweis 
des  Wilsonschen  Satzes.  —  Zweite  Auflösungsmethode  mit  Hilfe  der  Theorie  der 

Kettenbrüche. 

§  1- 

Nachdem  wir  in  der  vorigen  Vorlesung  die  wichtigsten  Sätze  aas 
der  allgemeinen  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  abgeleitet  haben, 
wollen  wir  jetzt  in  die  genauere  Untersuchung  der  Kongruenzen  des 
ersten  Grades  oder  der  sogenannten  linearen  Kongruenzen  ein- 
treten. 

Es  sei  uns  also  die  Kongruenz 

(1)  Ax  =  B   (modM) 

vorgelegt,   wo  A,  B  und  M  völlig  beliebige  ganze  Zahlen  sind.    Wir 

beweisen  dann  zunächst  den  folgenden  Hauptsatz: 

„Die  Kongruenz 

Ax  ^  B   (mod  M) 

besitzt    dann    und    nur    dann    überhaupt  ganzzahlige  Lösungen, 
wenn  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  t  =  {A,  M)  von  A  und  3f 
auch  in  B  enthalten  ist,   und  zwar  ist  alsdann  die  Anzahl  der 
modulo    M   inkongruenten   Lösungen    jener   Kongruenz    genau 
gleich  ^." 
Ist  nämlich   t  =  {A,  M)    der  gröfste   gemeinsame   Teiler  von  i 
und  My  80  mufs  die  obige  Kongruenz  a  fortiori  für  den  Modul  i  er- 
füllt und  daher  B  ebenso  wie  Ax  durch  t  teilbar  sein.     Ist  das  aber 
der  Fall  und  ist 

A  =  at,      B  =  hty       M=mty 

so  können  wir  in  (1)  durch  t  dividieren  und  somit  die  Lösungen  der 
vorgelegten  Kongruenz  auf  die  der  neuen 

(2)  ax^h    (mod  m) 

zurückführen,  wo  jetzt  a  und  m  relativ  prim  sind.  Eine  solche  Kon- 
gruenz besitzt  aber  modulo  m  stets  eine  und  nur  eine  Lösung.  Denn 
da  (a,  m)  =  1  ist,  so  bilden  die  m  Produkte 
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0,  a,  2a,  •••(/»  —  1)  a  % 

lulo  w  betrachtet  ein  vollständiges  Restsystem,  stimmen  somit,  ab- 
Bhen  von  ihrer  Reihenfolge,  mit  den  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  m  —  1 
rein.  Die  Zahl  h  ist  demnach  einem  und  nur  einem  jener  w  Pro- 
bte kongruent,  d.  h.  es  giebt  in  der  That  eine,  aber  auch  nur  eine 
il  5,  für  welche: 

al^b    (mod  m) 

oder  die  Kongruenz  (2)  besitzt  stets  eine  einzige  Lösung  |. 
Soll  jetzt  die  Zahl  x  die  Kongruenz  (1)  befriedigen,  so  ist  dazu 
ireichend  und  notwendig,    daCs  sie  mit  ^  modulo  m  übereinstimmt, 
0  Ton  der  Form 

a?  =  I  +  ^^ 
,  wo  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Unter  all  diesen  Zahlen  x 
fbt  es  jedoch   grade   nur   t  modulo   M  inkongruente,   nämlich   die 
hlen: 

hrend  jede  weitere  Zahl  ^  -^  km  für  den  Modul  M  =  mt  einer  und 
r  einer  der  vorangehenden  kongruent  wird.    Jener  erste  Satz  ist  also 
allen  seinen  Teilen  bewiesen. 
So  besitzt  z.  B.  die  Kongruenz 

27a;  =  21    (mod  45) 

ine  ganzzahlige  Lösung,  weil  21  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler 
Ton  27  und  45  nicht  enthält.     Bei  der  Kongruenz 

27  a?  =  21    (mod  15) 

dagegen  jene  notwendige  Bedingung  erfüllt  und  wir  können  sie 
(^h  den  vorigen  Auseinandersetzungen  auf  die  einfachere 

9a;  =  7    (mod  5) 
d  diese  weiter  auf 

x^S    (mod  5) 

luzieren;  dann  finden  wir  für  x  die  drei  modulo  15  inkongruenten 
erte  o;  =  3,  8,  13. 

Theoretisch  hätten  wir  hiermit  die  Kongruenzen  ersten  Grades 
entUch  schon  erledigt:  wir  haben  es  nur  mit   solchen  unter  ihnen 

thun,  in  denen  a  und  m  teilerfremd  sind,  und  bestimmen  deren 
zige  Wurzel  jedesmal  auf  dem  Wege  des  Probierens,  indem  wir  für 
ler  Reihe  nach  0,  1,  2,  .  •  .  m  —  1  einsetzen  imd  nachsehen,  welche 

Zahlen  ax  modulo  ni  den  Rest  b  läfst.  Doch  führt  ein  so  wenig 
chgebildetes  Verfahren,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  zu  bedeutenden 
^tischen  Schwierigkeiten,  sobald  es  sich  um  gröfsere  Moduln  handelt, 
i  hätte  z.  B.  bei  der  Kongruenz 
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167a:  =  117    (mod216) 
die  215  Produkte 

167,    2  .  167,    3  .  167,  •  •  •  215  - 167 

modulo  216  zu  prüfen. 

Wir  wollen  deshalb  in  den  nächsten  Abschnitten  einige  Bedoktiooi- 
methoden  darlegen,  durch  welche  diese  Aufgabe  praktisch  sehr  be- 
trächtlich vereinfacht  wird,  und  die  aufserdem  ein  groDses  wissen- 
schaftliches Interesse  besitzen. 

§2. 

Das  erste  nächstliegende  Hilfsmittel  fiir  die  Vereinfachung  einor 
gegebenen  Kongruenz,  deren  Modul  eine  gröfsere  Zahl  ist,  ist  die  Dfr- 
komposition  des  Moduls.  Ist  uns  nämlich  wieder  eine  EongraeDi 
gegeben: 

(1)  ax^b    (modm), 

in  welcher  wir  jetzt  a  zu  m  relativ  prim  annehmen  können,  so  denkea 
wir  uns  den  Modul  m  irgendwie  in  ein  Produkt 

m  =  tpi.  •  •  •  tn. 

1  A 

zerlegt,  von  dessen  Faktoren  jeder  zu  jedem  andern  relativ  prim  ist 
Dann  kann  die  Lösung  :r,  wie  nunmehr  gezeigt  werden  soll,  aus  deor 
jenigen  der  h  andern  Kongruenzen 

(2)  aXj^  =^  b    (mod  mj  (*=-i, »,  •   *) 

linear  zusammengesetzt  werden,  die  sich  von  (1)  nur  durch  den  Modul 
unterscheiden  und  welche,  da  a  zu  jedem  w^  teilerfremd  ist,  auA 
immer  eine  und  nur  eine  Wurzel  :r^  haben.  Bezeichnen  nämliA 
jLtj,  •  •  ^^  die  h  zu  m^,  •  •  •  w^  komplementären  Divisoren  von  «s 
so  dass 

/**  =  —  (*=i,     *) 

oder 

ist,  dann  ist  die  ganze  Zahl  ^^^  zu  m^  relativ  prim,  aber  durch  jedes 
andere  m.  teilbar.  Sind  endlich  y^,  •  •  •  y^  beziehlich  die  wiederum 
eindeutig  bestimmbaren  Lösungen  von 

(3)  f**y*  =  l    (modw^), 

so  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  Wurzel  der  ursprünglichen  KongrueDS 
in  dem  Ausdrucke 

X  =  fi^y^x^  +  fi^y^x^  H h  li^y^x^    (mod  m) 
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ihalten  ist.     In  der  That  ist  für  diese  Zahl  nach  (2)  und  (3) 

^  =  ^*yÄ  =  ^*    (modm,), 
il   alle    übrigen    Koefficienten    fi.    den    Modul    m^    enthalten    und 
y^  ^  1   (mod  m^)    ist;    daher    genügt    die    so    bestimmte   Zahl   der 
ongruenz 

ir  jeden  der  A  unter  einander  teilerfremden  Moduln  m^,  •  •  •  w^,  also 
ach  für  ihr  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches,  d.  h.  ihr  Produkt 
ij  •  •  •  w^  =  w  als  Modul. 

Damit  ist  jetzt  die  Auflösung  von  (1)  auf  die  der  Kongruenzen 
2)  und  (3)  zurückgeführt,  deren  Moduln  Teiler  von  m  sind. 

Es  sei  nun 

lie  Zerlegung  von  m  in  seine  von  einander  verschiedenen  Primzahl- 
wtenzen;  wählen  wir  dann  für  die  Zahlen  m^,  •  •  •  m^  jene  Primzahl- 
wtenzen  von  w,  so  können  wir  uns  von  jetzt  an  auf  die  Auflösung 
ier  Kongruenzen 
4)  ax^b    (mod  p^) 

)escliranken,  in  denen  p^  eine  beliebige  Primzahlpotenz,  und  a  durch  p 
licht  teilbar  ist. 

So  kann  z.  B.  die  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  betrachtete 
Kongruenz  für  den  Modul  216  =  2   -3    durch  die  beiden  andern: 

167a:i  =  117    (mod  8) 

167  a?,  =  117    (mod  27) 

rsetzt  werden,  welche  sich  auf  die  folgenden 

7x^  =  5    (mod  8),         öx^  =  9    (mod  27) 

Hiuzieren  und  die  Lösungen 

x^  =  3,        x^  ==  18 

iben.    Bestimmt  man  dann  noch  y^  und  y^  aus  den  Kongruenzen: 

27y^EEl    (mod  8),         Sy^  =  l    (mod  27), 

s  denen  sich  y^  =  3,  y^  =  17  ergiebt,  so  erhält  man  die  Lösung  der 
sprünglichen  Kongruenz  in  der  Form: 

a:  £Ee:  27  .  3  .  3  +  8  .  17  .  18  =  2691  =  99    (mod  216) 

d  in  der  That  ist: 

167  .  99  =  16533  =  117    (mod  216). 

Die  Aufgabe,  eine   lineare  Kongruenz   für  eine   beliebige   Potenz 
i  p  zu  lösen,  läfst  sich  endlich  auf  die  noch  einfachere  reduzieren. 


110  Neunte  Vorlesung. 

bei  der  der  Modul  eine  Primzahl,  also  r  gleich  1  ist.  Um  diej 
zeigen,  denken  wir  uns  die  Lösung  g,  welche  jene  Kongruenz  notwe: 
besitzt,  in  dem  |>-adischen  Zahlensysteme,  d.  h.  in  der  Form 

(5)  I  =  5o  +  Sil»  +  6,/  +  •  •  •  +  i-i/"' 

geschrieben,  wo  g^,  •  •  ^^_^  noch  zu  bestimmende  Zahlen  der  E 
0,  1,  •  •  •  p  —  1  bedeuten. 

Betrachten  wir  nun  die  Kongruenz  (4)  zunächst  filr  den  Mod 
und  beachten,  dafs  für  ihn  5  ^  6o  ^^^y  ^^  erhalten  wir  zunächst 
Bestimmung  von  J^  die  Kongruenz 

ai^  =  b    (modp), 

deren  Modul  die  Primzahl  p  selbst  ist. 

Haben  wir  aus  ihr  1^,  gefunden,  so  betrachten  wir  die  Kongr 
(4)    modulo  p^   und    bekommen    so    die    folgende    Kongruenz   zur 
Stimmung  von  g^ : 

a(l^  +  i^p)  =  b    (modp«) 

oder,  da  b  —  a^^,  durch  p  teilbar  ist, 

«5.^^    (modp), 

deren  Modul  wieder  gleich 'p  ist.  Wird  dieses  Verfahren  fortges< 
so  ergeben  sich  nacheinander  für  5^,  1^^,  •  •  •  ^^^  die  ganzzahli 
Kongruenzen: 

«6,  =  '-^^^J^^-^^    (modp) 


a§^_^  = ■ y~ (mod/>), 

also    lauter    Kongruenzen    für    den    einfachen    Primzahlmodul  p. 
Substitution  der  so  gefundenen  Werte   von  §„,  •  •  •  S^_i    in  (5)  lie; 
dann  die  gesuchte  Wurzel  der  Kongruenz  (4). 

Bei  der  Auflösung  der  Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul 

(6)  ,  ax^b    (mod  p) , 

auf  die  wir  jetzt  die  Auflösung  der  allgemeinsten  linearen  Kongru 
reduziert  haben,  können  wir  jetzt  zwei  Fälle  unterscheiden.  Ist  ni 
lieh  6  durch  j)  teilbar,  so  mufs  es  auch  x  sein,  weil  a  und  p  tei 
fremd  sind,  d.  h.  die  gesuchte  Lösung  ist  ic  =  0;  ist  dagegen  6  l 
Multipluni  von  p,  so  gilt  offenbar  dasselbe  von  x. 
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In  diesem  Falle  kann  man  nun  die  Kongruenz  (6)  für  ein  ganz 
3liebiges  b  unmittelbar  auf  die  einfachere  Kongruenz 

r)  aa'  ^  1    (mod  p) 

»duzieren;  denn  hat  man  diese  aufgelöst,  also  a    bestimmt,  so  folgt 

.  unmittelbar 

x^ba     (modp), 

ie  sofort  zu  ersehen  ist,  wenn  die  vorhergehende  Kongruenz  (7)  mit 
multipliziert  wird.  Da  natürlich  nur  der  letztere  der  gedachten 
?iden  Fälle  allein  in  Frage  kommt,  so  sind  wir  somit  schliefslich  zu 
^m  Ergebnisse  gelangt,  dafs  die  allgemeinsten  linearen  Kongruenzen 
LT  zusammengesetzte  Moduln  immer  auf  die  Auflösung  einer  Anzahl 
ongruenzen  der  Form  (7)  zurückgeführt  werden  können. 

Die  Zahl  a  hat  die  Eigenschaft,  a  modulo  p  zur  Einheit  zu  er- 
änzen;  für  p  als  Modul  ist  daher  jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl 
in  Teiler  der  1,  oder,  wenn  man  einen  solchen  selbst  eine  Einheit 
ennt,  so  kann  jede  Zahl  a  oder  a  modulo  p  als  eine  Einheit  angesehen 
rerden.  a  und  a  dürfen  wir  hiemach  modulo  p  als  komplemen- 
äre  Divisoren  der  1  oder  als  komplementäre  Einheiten  schlecht- 
weg bezeichnen. 

Zu  jeder  Einheit  a  gehört  somit  eine  und  auch  nur  eine  komple- 
mentäre Einheit  a',  welche  im  allgemeinen  modulo^  von  a  verschieden 
ist.    In  der  That,  soll  a'^a  (modp)  sein,  so  mufs: 

aa  ^  a*  ^  1    (mod  p) 

sein,  es  mufs  also  a  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Kongruenz  zweiten 

Grades: 

x'—l=(x-l)(x+l)=l    (modp) 

sein,  d.  h.  die  komplementäre  Einheit  zu  a  ist  dann  und  nui*  dann 
kongruent  a,  wenn  a^+1  ist.  In  der  Reihe  1,  2,  -  -  -  p  —  1  aller 
modulo  p  inkongruenter  Einheiten  sind  also  immer  je  zwei  von  einander 
verschiedene  a  und  a  komplementär,  mit  einziger  Ausnahme  der  beiden 
Einheiten  1  und  p  —  1 ,  von  denen  jede  zu  sich  selbst  komplementär  ist. 

Für  die  Primzahlen  als  Moduln  zerfallen  also  alle  Zahlen  gewisser- 
mafsen  in  zwei  Klassen;  die  eine  umfafst  alle  Vielfachen  von  p^  die 
andere  alle  Einheiten,  d.  h.  alle  zu  p  relativ  primen  Zahlen,  von  denen 
immer  je  zwei  komplementär  sind. 

Die  Frage  nach  den  komplementären  Divisoren  der  Einheit,  auf 
^e  wir  oben  die  allgemeinste  Kongruenz  ersten  Grades  reduziert  haben, 
findet  eine  interessante  Anwendung  bei  einem  zweiten  Beweise  des 
Wilsonschen  Satzes. 


112  Neunte  VorleBung. 

Betrachten  wir  nämlich  das  Produkt 

aller  inkongruenten  Einheiten  modulo  p,  so  können  wir  immer  je  zwei 
von  einander  verschiedene  komplementäre  Einheiten  aa  zusamm^h 
fassen,  und  ihr  Produkt  einfach  fortlassen;  jenes  Produkt  ist  also  kon- 
gruent dem  Produkte  1  •  (p  —  1)  der  beiden  Einheiten,  deren  komple- 
mentäre Einheiten  nicht  von  jenen  verschieden  sind,  und  man  erhalt 
so  die  Kongruens;: 

(p_l)l  =  _l    (modp), 

d.  h.  einen  neuen  Beweis  des  Wilsonschen  Satzes. 

Zum  Schlüsse  vrill  ich  noch  die  soeben  dargel^^  Reduktions-. 
methode  an  einem  zweiten  Beispiele,  nämlich  an  der  Kongruenz: 

(7)  221a?  =  111    (mod360) 

erläutern.  Da  hier  360  =  2*  •  3*  •  5  ist,  so  losen  wir  diese  Kongmenz 
zunächst  für  die  Primzahlpotenzen  8,  9,  5  auf,  indem  wir  die  Zahlen 
221  und  111  gleich  durch  ihre  kleinsten  Reste  für  diese  Moduln  er- 
setzen; so  ergeben  sich  die  einfacheren  Kongruenzen: 

öa?!  ^=i  7    (mod  8),         bx^  ^  3   (mod  9),        a:,  ^5  1    (mod  5). 

Werden  nun  x^  und  x^  beziehlich  in  der  Form 

a;,  =  |„  +  21^  +  2»§„        a;,  =  5^  +  31,' 

geschrieben,  so  ergiebt  sich  durch  die  successive  Bestimmung  der  fünf 
Koefficienten  |  modulo  2,  bezw.  modulo  3, 

a;i  =  l  +  2-  1  +  2*0  =  3 
x„  =  0  +  3-2  =6 

x^  ^= ==  1. 

Natürlich  ist  es  einfacher,  in  diesem  Falle  rr^,  x^j  x^  direkt  durch 
Probieren  aufzusuchen.  Jetzt  gilt,  wie  vorhin  gezeigt  wurde,  fttr  a? 
der  folgende  Ansatz: 


\  (mod  360), 


-135y,  +  240y,  +  72y, 

WO  ^,  -J-,  "^  den  komplementären  Teilern  ft^,  jiij,  (i^   entsprechen 
und  j/j,  y^f  y^  die  Wurzeln  der  nachstehenden  Kongruenzen  sind: 

45^1  =  1    (mod  8),        40^^  =  1    (mod  9),        72^3  =  1    (mod  5) 

oder 

by^  =  1    (mod  8),  Ay^  =  1    (mod  9),  2y^  =  1    (mod  5); 
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aus  ümen  ergiebt  sich  leicht 

und  somit  erhält  man  schliefslich  die  Wurzel  der  Congruenz  (7)  in 
der  Form: 

a;  =  5. 135  + 7.240  +  3-72  =  51    (mod  360), 

und  in  der  That  ist: 

221  51  =  11271  :e3  111    (mod  360). 

§3. 

Wir  wollen  nunmehr  eine  zweite  theoretisch  und  praktisch  gleich 
wichtige  Art  der  Auflösung  Unearer  Kongruenzen  kennen  lernen,  die 
von  der  des  vorigen  Par^raphen  durchaus  verschieden  ist.  Mit  etwas 
veränderter  Bezeichnungsweise  schreiben  wir  unsere  Ausgangskongruenz 
in  der  Form: 

(1)  .  my^x^r    (modm), 

wo  m  und  m^  wiederum  von  vom  herein  als  teilerfremd  vorausgesetzt 
sind  und  zugleich  m^  als  positiv  und  modulo  m  auf  seinen  kleinsten 
Rest  reduziert  angenommen  werden  kann.  Die  neue  Methode  beruht 
nun  auf  der  ÜberfElhrung  der  Kongruenz  (1)  in  eine  andere,  bei  der 
sowohl  der  Koeffizient  von  x  wie  der  Modul  kleiner  sind  als  vorher. 

Zu  diesem  Ende  betrachten  wir  für  den  Augenblick  an  Stelle  der 
Kongruenz  die  ihr  äquivalente  Diophantische  Oleichung 

(2)  m^x  —  mx^  =  r 

lind  stellen  jetzt  m  in  der  Form  dar: 

(3)  m  =  5imi— wij, 

in  welcher  w,  den  kleinsten  positiven  oder  negativen  Rest  bedeutet, 
den  m  nach  Division  durch  m^  lässt;  zunächst  ist  es  ganz  gleichgiltig, 
ob  der  eine  oder  der  andere  Rest  für  m^  gewählt  wird,  jedenfalls  ist 
ftW  Wj  immer  von  Null  verschieden,  weil  ja  sonst  m  gegen  die 
Voraussetzung  ein  Vielfaches  von  m^  wäre.  Führen  wir  gleichzeitig 
ftr  x  die  neue  Variable  x^  durch  die  Gleichung: 

fo:       ifl  (2)  ein,  so  geht  die  ursprüngliche  Gleichung  (2)  in  die  folgende 
-  m^x^  —  m^x^  =  r 

Über,  und  aus  ihr  ergiebt  sich  die  Kongruenz 


nt^l 


■"'■• 


m^x^^r    (modm^), 

Kto&tckor,  ZahlMithoorie.  L  8 
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welche  sich  von  der  Kongruenz  (1)  in  der  That  nur  dadurch  unter 
scheidet^  dafs  an  der  Stelle  von  m  und  m^  beziehlich  die  dem  abso- 
luten Betrage  nach  kleineren  Zahlen  m^  und  m^  getreten  sind 

In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren  und  gelangt  so,  indem 
genau  wie  vorher 

7/lj    —^   Sa  ftta    ■"""    "(3  •  «'l     "~~    Sa  Xa    ~~~"    »fco 

gesetzt  wird,  zu  der  weiter  vereinfachten  Kongruenz 

m^x^^^r    (mod  »jj) 

u.  s.  f.  Da  die  so  definierten  ganzen  Zahlen  m,  ni^^,  m^,  -  -  -  ihrem  ab- 
soluten Werte  nach  immer  abnehmen,  so  mufs  schliefslich  einer  der 
erhaltenen  Reste  m^^i  gleich  0  werden,  und  es  ergiebt  sich  für  die 
Zahlen  m,-  das  Gleichungssystem: 

Ml  =  s^m^  —  m^ 

(4)  \    \     '.    [    '.    \    \     \    \ 

m 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dafs  mr_i,  Wv_2,  •  •  •  Wi,  m  der  Reihe 
nach  sämtlich  durch  m,  teilbar  sind;  da  aber  die  beiden  letzten  Zahlen 
dieser  Reihe,  m^  und  m  relativ  prim  sind,  so  mufs  ihr  gemeinsamer 
Teiler  niy  notwendig  gleich  +  1  sein.  Hiemach  lautet  die  v^  der  aus 
(1)  abgeleiteten  Kongruenzen  einfach 

niyXy^i  =  +  iCr— 1  ^  r    (mod  my^i) 
und  die  entsprechende  Gleichung 

(5)  +  Xy—i  =  r  +  niy^iXy. 

Beide  sind  unmittelbar  aufzulösen,  da  der  Koeffizient  der  Unbekannten 
auf  +  1  reduziert  ist;  man  nimmt  für  Xy-.i  irgend  eine  Zahl,  die 
kongruent  +  r  bezw.  —  r  ist,  und  bestimmt  dazu  aus  der  rechten 
Seite  von  (5)  den  zugehörigen  Wert  von  rr, .  Sind  so  Xy  und  iCr-i, 
sowie  die  Zahlen  5,  bekannt,  so  werden  die  übrigen  Gröfsen  ar^-j, 
Xy^ij  - ' '  x^j  X  durch  die  Auflösung  der  Gleichungen 

^V-_2           '    Sy^\  Xy~-.\         "   Xy 
Xy^^  =*   Sy  —  %  ^y  — 8   ^y— 1 

(6)  

Xj^  —  ^2  X2  X^ 

tA/    "~~~"    i>j  •/•«     "~~~   JLa 
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liefert,  die  mit  den  Oleichungen  (4)  völlig  analog  gebildet  sind. 
Unit  haben  wir  auch  auf  diesem  Wege  die  Gewifsheit  erlangt,  dafs 
r  nns^re  Kongruenz  (1)  eine  Wurzel  sicher  existiert,  und  haben  zu- 
eich  eine  leichte  Methode  zu  ihrer  Ermittelung  in  der  successiven 
iflösung  des  Gleichungssystemes  (6)  dargelegt. 

Sehr  viel  kürzer  aber  ist  das  Verfahren,  das  uns  die  folgenden 
^trachtungen  liefern  werden:  Die  vorhin  benutzten,  durch  fortgesetzte 
Vision  entstandenen  Gleichungen  (4) 

ö  zur  Berechnung  der  Zahlen  m,  w^,  Wj,  •  •  •  und  s^,  Si,  •  •  •  dienten, 

id    genau   dieselben,   welche   zur  Umwandlung   des   Bruches   —  -   in 

len  Kettenbruch  führen;  die  Zahlen  «j,  5,,  •  •  •  sind  nichts  anderes, 
)  die  bei  jener  Operation  aufkretenden  Nenner  des  Kettenbruches, 
vidiert  man  nämlich  jede  der  obigen  Gleichungen  (7)  allgemein 
rch  m^.,  so  können  sie  in  der  folgenden  Form  geschrieben  werden: 

-^^=5. — 


m^  '  m^    ' 


^.+1 


d   hieraus  bekommt  man  ohne  weiteres  für  — ^  die  Darstellunir: 

m  ° 


f»l        1 

m 

«1- 

1 

1 

^       s 

* 

1 
s. 

Bezeichnet  man  jetzt  die  einzelnen  Näherungswerte  dieses  Ketten- 
iches  mit 


M, 

3f,             M^ 

N,' 

■Nj  '  ■    '  N,  > 

zt  man  also 

Jfi        1 

1                                   «2 

iV,         s. 

1           S^S,          1' 

M,        1 

1 

s»Ss  —  1 

Sj  Sjj  Sg        Sj         Sj 

'1 


1 

«8 


8 
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u.  s.  f.,  so  geht  jedesmal      *^     dadurch  aus  dem  Bruche  -^  hervor, 

dafs  man  in  letzterem  s,  durch   s. ersetzt   und   dann  Zahler 

und  Nenner  mit  s.,^  multipliziert.  Andrerseits  ist  nadb  den  eben 
angeführten  Darstellungen  der  ersten  Näherungsbrüche 

und  im  Anschlufs  daran  ist  durch  den  Schlufs  von  n  auf  n  -\-\  leicht 
zu  zeigen,  dafs  überhaupt  für  jedes  t  ^  3  die  Gleichungen  bestehen 

(8)  M,^M,_,s,-M,_„    N,=  N^_^s,-N,_,. 

Denn  nimmt  man  an^  dieselben  seien  für  den  Index  k  erfüllt,  so  erhält 

man,  wenn  man  5.  durch  5. ersetzt  und  beide  Seiten  mit  54+1 

...  **+^ 

multipliziert, 

^t+t  =  Ä,+i  ( J»f*_i  s,  —  M^_^)  —  ilf,_j 

=  ^kh+i  —  ^k-i 
und  das  Entsprechende  für  -A^^i  j;  q.  e.  d. 

Sind  femer  -^  und  -^ irgend  zwei  aufeinander  folgende  Nahe- 

rungswerte  des  Eettenbruches,  so  gilt  für  sie  stets  die  Gleichung 

(9)  MkN,_,-N,M,^,=^\, 

wie  ebenfalls  durch  Schlufs  von  k  auf  k  -\-  \  direkt  zu  ersehen  ist, 
wenn  man  in 

für  Mj^,^  und  N^,^  die  vorher  gefundenen  Ausdrücke  substituiert  und 

beachtet,  dafs  jene  Gleichung  für  A  =  2  in  der  That  richtig  ist.  61ei(4- 
zeitig  folgt  hieraus,  dafs  Zähler  und  Nenner  eines  NähemngsbrudieB 

Mj^  ,         , 

^    relativ  prim,  dafs  also  alle  jene  Brüche  reduziert  sind,  denn  jeder 

gemeinsame  Teiler  von  Jf^  und  Nj^  müfste  ja  nach  (9)  auch  in  Ein» 
enthalten  sein. 

Nun  ist  der  letzte  Näherungsbruch  -^—  gleich  —  selbst,  imd  d» 

beide  Brüche  reduziert  sind,  so  mufs  M^  =  i  ^'^i?  -^^  =  +  **•  ^ 
wo  das  Vorzeichen  beide  Male  das  gleiche  ist;  die  letztbewiesene 
Gleichung  geht  daher  für  ft  =  v  in 
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iTy  oder  als  Kongruenz  betrachtet  in 

mj  (+  N^^^)  ^  1    (niod  m), 
„Ist  also  N^_i  der  Nenner  des  vorletzten  Näherangsbruches,  der 
sich  bei  der  Entwicklung  von  — ^  in  einen  Eettenbruch  heraus- 
stellt, so  ist  6  =  i  -^y— 1  ^®  Wurzel  der  Kongruenz 

Wi5  ^  1    (mod  m)." 
ieraos  folgt  weiter,  dafs 

x^  +  T'  N^_i    (mod  m) 

e  Lösung  unserer  ursprünglichen  Kongruenz 

nij^x^r    (mod  m) 

t.  Das  Resultat  unserer  Untersuchung  wollen  wir  in  dem  folgenden 
atze  aussprechen: 

Um  die  Kongruenz: 

m^x^r    (mod  m) 

aufzulösen,  verwandle  man  den  Quotienten  —  in  einen  Ketten- 
'  in 

bruch  und  bestimme  seine  Näherungsbrüche.   Ist  dann  iV^__i  der 

Nenner  des  vorletzten  Näherungsbruches,  so  ist 

x^  +  rN^_^    (mod  m) 

die  gesuchte  Lösung. 

§4. 

Zum  Abschlüsse  dieser  kurzen  Bemerkungen  über  die  Verwendung 
ler  Theorie  der  Kettenbrüche  für  die  Auflösimg  der  linearen  Kon- 
»nienzen  bemerken  wir  noch,  dafs  durch  die  Reihe  der  zu  dieser  Auflösung 
^nutzten  Gleichungen 

m  =  m^Si  —  m^ 

• 

ehr  verschiedene  Reduktionen  der  vorgelegten  Kongruenz  erhalten 
''erden  können,  je  nachdem  man  die  Zahlen  ^,  Wj,  •  •  •  immer  als  die 
leinsten  positiven  oder  als  die  kleinsten  negativen  Reste  bestimmt, 
ie  sich  bei  der  successiven  Division  von  m  durch  m^,  von  m^  durch 
i  u.  8.  f.  ergeben,  oder  endlich  ob  man  sie  nach  Belieben  bald  positiv 
dd  negativ  wählt.    Im  ersten  Falle  sind  s^,  s^y  -  -  -  die  jedesmal  um  1 
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vermelirten   gröfsten   ganzen   Zahlen^    die   in    den    positiven  Brüdien 
•  •  enthalten  sind;   sie  sind  also  selbst  alle  positiv  und  wir 

fiCewinnen  für  —  den  Kettenbrach 


m      m 


1 


•n  für 

m 


m 


«1  — 


s^  — 


h  — 


. 1_ 

s    ' 

in  welchem  alle  Nenner  ^i^  ^^  -  *  *  ^^  positive  ganze  Zahlen  sind. 

Nimmt  man  dagegen  stets  die  negativen  kleinsten  Reste  f&r 
fn^,  fiH}' ' '  ^^^  bezeichnet  die  absoluten  Betrage  der  Zahlen  m^m^j" 
bezw.  mit  (J^)  lh>(H9  ih}'"  ^^  ^^  ^^^  ^^^  ^^^^  Kette  von  Gleichungen 

wo  nun  die  positiven  Zahlen  (fi,  (f^,  -  -  -  selbst  die  gröfsten  ganzen 
Zahlen  sind,  welche  in  den  Brüchen  -^  ,  — ,  •  •  •  enthalten  sind  und  zq- 
gleich  die  Teilnenner  des  Kettenbruches 


»»1      ft      1 

m         n                 l 

■■  +  i 

bedeuten. 

Will  man  eine  gegebene  Kongruenz  möglichst  schnell  auflösen,  so 
mufs  für  die  Zahlen  w,,  m,,  m^,  •  •  •  allemal  der  absolut  kleinste  der 
beiden  Reste  gewählt  werden;  denn  dann  nehmen  die  Glieder  der 
Reihe  m,  m^,  m^y  - '  •  am  raschesten  ab  und  die  Kette  der  zur  Bestim- 
mung von  X  führenden  Gleichungen  ist  die  kürzeste. 

Als  konkretes  Beispiel  für  imsere  Darlegungen  behandeln  wir  statt 
der  vorhin  untersuchten  Kongruenz 

221a;  =  111    (mod  360) 

die  einfachere 

221  a;  =  1    (mod  360), 

aus   deren  Lösung  ja  die   der  vorigen   unmittelbar   gefunden  werdea 
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kann.     Wählt  man  f&r  die  Zahlen  m^,  m^,  •  •  •  jedesmal  die  absolnt 
kleinsten  Beste,  so  wird  hier  das  Gleiohongssjstem  das  folgende: 

360  ==  2  •  221  —  82 
221  =  3  .  82  —  25 

82  =  3-25  — (—7) 
25  =  (-4)(-7)-3 
_7  =  (— 2)3  — 1 
3  =  3    1, 

221 

und  für  ^^^  lautet  danach  der  Kettenbruch 

221        1 


360 


3-i 


3-i 


4-1 


-2-1 
3 


Mit  Hilfe  der  zuvor  bewiesenen  Gleichungen 

werden  dann  ohne  Mühe  die  nachstehenden  NähemngsbrQche  berechnet: 

—     1.     —     ~'^      62      221 
2  '   T'    1»'   :^^'   lÖI»   S6Ö' 

und  101  ist  als  Nenner  des  vorletzten  derselben  die  Wurzel  unserer 
Kongruenz;  es  ist  in  der  That 

221  .  101  =  1    (mod  360). 

Als  Lösung  der  ursprünglichen  Kongruenz 

221  «  =  111    (mod  360) 
erhalten  wir  dann  weiter 

«  =  101  •  111  =  51    (mod  360). 

Weit  Uinger  wird  jener  Kettenbruch  und  weit  umständlicher  die 
Berechnung  der  Kongruenzwurzeln,  wenn  man  für  m,,  m,,  •  •  ■  ent- 
weder die  kleinsten  positiven  oder  die  kleinsten  negativen  Reste  fest- 
hält, wie  das  Beispiel 

29  a;  =  1    (mod  37) 
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lehren  wird.    Wählen  wir  für  m,,  m,,  •  ■  •  immer  die  negativen  Reste^ 
80  erhalten  wir  den  Kettenbrach  * 

29        1 


37        „        1 


2-i 


2-1 


3-i 


3 


1 

2' 


und  dazu  die  NäherongsbrQche 


i_     A     A     JL     i?     ?£. 
2  '  T'  T'  ¥'  28'  87' 


wählen  wir  dagegen,  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele  fttr  die  Zahlen  m. 
stets  die  absolut  kleinsten  Reste,  so  ergiebt  sich  die  Darstellung  von  ^ 

29        1 


37        ,         1 


—  3 


—  3' 
bei  der  die  Nähenmgswerte 

1  *    —6*    14'   —37 

sind. 


Zehnte  Vorlesung. 

ler   Theorie  der  linearen  Kongruenzen.    —   Die  Einheiten   und  die 
11   für  einen  zuBammengesetzten  Modul  m.  —  Die  Anzahl  qp(m)  der 
dulo  fn.  —  Die  Verallgemeinerung  des  Fermatschen  Satzes.  —  Be- 
der  Zahl  q>(m).    Die  Verallgemeinerung  des  Wilsonschen  Satzes. 

§1- 

vorigen  Vorlesung  hatten  wir  alle  ganzen  Zahlen  für  eine 
als  Modul  in  zwei  Klassen  eingeteilt,  nämlich  in  die,  welche 
T  prim  und  die,  welche  durch  p  teilbar  sind.  Jede  Zahl  r 
EQasse,  hatten  wir  weiter  gesehen,  konnte  modulo  p  als  ein 
1  oder  als  Einheit  angesehen  werden,  weil  sich  stet«  eine 
tare  Zahl  r'  so  bestimmen  liefs,  dafs  die  Kongruenz 

rr'  ^  1    (mod  p) 

Diese  Einteilung  wollen  wir  jetzt  auf  die  Ordnung  der 
einen  zusammengesetzten  Modul  m  ausdehnen.  Betrachten 
.  ein  vollständiges  Restsystem  modulo  m^  also  etwa  die 
1,  •  •  •  m  —  1,  so  zerfallen  dieselben,  offenbar  ganz  analog 
f&r  die  Primzahl  p,  in  solche,  die  zu  m  teilerfremd  sind, 
',  die  mit  m  irgend  einen  Divisor  gemeinsam  haben.  Be- 
an  die  ersteren  in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 

m  durch 

lie  Zahlen    r    wiederum    dadurch    charakterisiert,    dafs    sie 
Teuer  der  1   oder  Einheiten   genannt  werden  dürfen;  denn 
»  relativ  prim,   so  giebt  es,  wie  im  vorigen  Abschnitte  dar- 
ttfc,  stets  eine  einzige  Zahl  r',  die  der  Kongruenz 

rr  ^^  1    (mod  m ) 
^da  r  zu  jn  teilerfremd  ist,  so  gilt  dasselbe  von  r\  d.  h.  der 
Wire  Divisor  r'  gehört  ebenfalls  der  Keihe  r^,  r«,  •  • '  ''^  ^' 
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Dem  gegenüber  kann  man  die  Zahlen  s  in  gewissem  Sinne  als 
Teiler  der  Null  bezeichnen.  Denn  zu  jeder  Zahl  s  existiert  imm» 
eine  andere  von  der  Beschaffenheit,  dass 

8s'  L~  0    (mod  m) 

ist;  man  braucht  ja  nur,  wenn  s  einen  Teiler  fi  von  m  enthalt,  fBr  s' 
irgend  eine  Zahl  der  zweiten  Reihe  zu  wählen,  welche  durch  Am 
komplementären  Teiler  fi'  teilbar  ist. 

Für  eine  Primzahl  p  sind  von  den  Zahlen  0,  1,  •  •  •  jp  —  1  die 
p  —  1  letzten  1 ,  -  -  -  p  —  1  Divisoren  der  1 ,  während  nur  die  Zahl  0 
selbst  in  die  zweite  Klasse  zu  rechnen  ist.     Hier  ist  demnach 

fi  =  p  —  1;    v  =  1. 

Ist  weiter  m  eine  beliebige  Primzahlpotenz  p^^  so  sind  von  den  p^  Zahlen 
der  Reihe  0, 1,  •  •  •  |>*  —  1  genau  der  p^  Teil,  nämlich  die  j?*—*  Zahlen 

die  Teiler  der  Null,  nämlich  diejenigen,  welche  mit  p^  einen  gem^ 
samen  Teiler  besitzen;  alle  anderen  sind  zu  p^  relativ  prim,  d.  h.  sie 
können  als  Einheiten  modulo  p^  charakterisiert  werden.  In  diesem 
Falle  ist  also 

die  Anzahl  der  inkongruenten  Einheiten  modulo  p. 

Ist  r  irgend  eine  zu  m  teilerfremde  Zahl,  und  multipliziert  man 

die  Elemente   eines  vollständigen  Restsystemes   modulo  m,   etwa  die 

Zahlen 

0, 1,  •  •  •  m  —  1 , 

mit  r,  so  bilden,  wie  auf  S.  104  dargelegt  wurde,  diese  Produkte  wieder 
ein  vollständiges  Restsystem  modulo  w;  ist  daher  S(a^j,  •  •  •  a^_j)  irgend 

eine  ganze,  ganzzahlige,  symmetrische  Function  ihrer  Argumente,  so  ist 
5(0, 1,  2, ...  m  —  1)  =  5(0,  r,  2r, . •  •  (m  —  l)r)    (mod  m). 

Diese  Eigenschaft  der  Reihe  0, 1, .  • .  m  —  1,  sich  durch  Multiplikation 
mit  einer  zu  m  relativ  primen  Zahl  modulo  m  zu  reproduzieren,  kommt 
nun  genau  ebenso  dem  Systeme  der  (i  modulo  m  inkongruenten  Ein- 
heiten 

(1)  ^i;  ^2^  '"  % 

zu.  Denn  ist  (r,  w)  =  1,  so  gilt  dasselbe  auch  für  jedes  der  fi  Pro- 
dukte 

(2)  rr^,  •••^^ 
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und  je    zwei   der   letzteren    sind    modulo   m    inkongruent,   weil   eine 

Kongruenz 

rr^^TTj^    (mod  m) 

nur  bestehen  kann,  wenn  r.  ^z  r^^  (mod  m),  also  r.  =  r^  ist.  Damit 
gilt  femer  auch  die  Kongruenz 

S(r^,  •  •  •  %)  =  S{rr^,  •  •  •  rr^)    (mod  m), 

wo  5,  wie  oben,  irgend  eine  symmetrische  Funktion  ihrer  Argumente 
bedeutet. 

Wahlen  wir  für  S  speziell  die  symmetrische  Function 

JJix  —  Tj)  =  ix  —  r;)  . . .  {x  —  r^), 

k 

SO  ergiebt  sich  für  jeden  Wert  von  x  die  Kongruenz 

jf7"(ic  — rr^=jfY(a;  — rj    (modm), 

folglich  fftr  a?  «a  0 

^'^n^k  =  TI^k    (modm). 

Da  m  mit  11^^   keinen   gemeinsamen   Teiler   besitzt,   so   kann   dies 

Ergebnis  als  Verallgemeinerung  des  Fermatschen  Satzes  für  zusammen- 
gesetzte Moduln  folgendermafsen  ausgesprochen  werden: 

„Ist  m  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  genügt  jede  zu  m  teiler- 
fremde Zahl  r  der  Kongruenz 

r^^l    (modm), 

wo  /i  die  Anzahl  aller  inkongruenten,  zu  m  teilerfremden  Zahlen 
bedeutet." 

Nach  dem  Vorgänge  von  Gaufs  wollen  wir  /i,  die  Anzahl  aller 
modulo  m  inkongruenten  Einheiten,  mit  q>{fn)  bezeichnen.  Für  eine 
Primzahlpotenz  p^  ist,  wie  schon  oben  dargethan  wurde, 

9>(y)  =  !>*""*  (i>  —  i); 

jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  genügt  demnach  der  Kongruenz: 

^P*-i(p-i)^l    (mody); 

für  A  =  1  kommen  wir  speziell  auf  den  Fermatschen  Satz  und  die 
Kongruenz 

(3)  r''""'  =  l    (modp) 

zurück. 
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Aus  dem  Umstände,  dafs  die  p  —  1  Eioheiten  modulo  p  sämtlich 
Wurzeln  der  Kongruenz  des  (p  —  1)**°  örades 

^9(p)_i^^p-i_l  =  0    (modj>) 

sind,  hatten  wir,  da  der  Modul  eine  Primzahl  ist,  den  Schlufs  gezogen, 
dafs  für  ein  variables  x  die  Kongruenz: 

x'"''  —  l=]J^(x  —  k)    (modp) 

besteht,  und  hatten  hieraus  z.  B.  die  Folgerung 

—  1  =  1.2...  0  —  1)    (modi>) 

abgeleitet.  In  gleicher  Weise  hat  sich  jetzt  fiir  einen  beliebigen  zu- 
sammengesetzten Modul  m  ergeben,  dafs  auch  die  Kongruenz: 

^9(m)_i  =  o    (modm) 

ebenfalls  genau  ebenso  viele  Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  angiebt,  da 
dieselbe  alle  q>{ni)  Einheiten  ^i,  ^^^  *" ''^(m)  ^^^  offenbar  keine  andere 
Zahl  zu  Wurzeln  hat;  es  läge  daher  die  Vermutung  nahe,  dafs  auch 
in  diesem  allgemeineren  Fall  eine  entsprechende  Kongruenz: 

y(m) 

(4)  a;''"»>-l=/7(a;-0    i^odtn) 

besteht,  aus  der  sich  dann  für  x  =  0  als  eine  Verallgemeinerung  des 
Wilsonschen  Satzes  die  Kongruenz: 

(5)  —^  =  r,r^'"  r^(^)    (mod  m) 

ergeben  würde.  Dafs  sich  aber  eine  solche  Zerlegung  (4)  f&r  einen 
zusammengesetzten  Modul  nicht  zu  ergeben  braucht,  ist  bereits  früher 
allgemein  nachgewiesen  worden ;  dafs  im  Besondem  die  Kongruenz  (4) 
keine  notwendige  Giltigkeit  hat,  lehrt  das  einfachste  Beispiel:  Bildet 
man  für  den  Modul  m  =  9,  für  den  q>{m)  =  6  ist  und  r^,  •  •  •  r  /,) 
bezw.  die  Werte  1,  2,  4,  5,  7,  8  haben,  das  Produkt 
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(x  —  r^)  =  {x  —  l)(x  —  2)(x  —  4:)(x  —  5)(x  —  l)(x  —  S), 


so  ist  dasselbe  modulo  9  betrachtet  kongruent  (x^  —  1)^,  also  durchaus 
nicht  kongruent  x^  —  1.  Damit  ist  femer  auch  das  Bestehen  der 
Kongruenz  (5)  fraglich  geworden,  da  sie  durch  Nullsetzen  von  x  ans 
(4)  gefolgert  wurde.  Wir  werden  jedoch  im  §  3  den  wahren  Wert 
jenes  Produktes  modulo  m  auf  anderem  Wege  bestimmen. 
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§2. 

Zunächst  wollen  wir  für  ein  beliebiges  m  <p{fn)^  d.  h.  die  Anzahl 
aller  inkongmenten  Einheiten  modulo  m 


ermitteln.     Ist 


^ly  '"%{m) 


T        •  •  •   t*  /S        •••.<? 


ein  vollständiges  Bestsystem  modulo  m  in  der  Art,  dafs  5^,  •  •  •  5^  wie 
im  vorigen  Paragraphen  aUe  diejenigen  Zahlen  bedeuten,  die  m'it  m 
irgend  einen  gemeinsamen  Teiler  haben,  so  bilden  die  ft  Brüche 


!i    !l    ...  Üf 


die  Gesamtheit  aller  und  nur  der  Brüche  mit  dem  Nenner  m,  die  in 
reduzierter  Form  den  Nenner  m  haben.  Betrachten  wir  also  alle 
Brüche  mit  dem  Nenner  m,  rechnen  aber  diejenigen  von  ihnen  als 
äquivalent,  deren  Zähler  modulo  m  kongruent  sind,  die  sich  also  nur 
um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden,  so  ist  9>(m)  gleich  der  Anzahl  der 
nicht  äquivalenten  reduzierten  Brüche  mit  dem  Nenner  m;  denn  es 
stimmen  die  letzteren  mit 

«I '  m 

Überein. 

Es  seien  nun  m'  und  m"  irgend  zwei  teilerfremde,  komplementäre 
Divisoren  von  w,  sodafs 

m'm"  =  w,        (w',  m")  =  1 

ist;  dann  kann  man  jedes  reduzierte  —  auf  eine  und  nur  eine  Weise 

als  Summe  von  zwei  Partialbrüchen  von  der  gleichen  Eigenschaft,  aber 
mit  den  Nennern  m'  und  m"  darstellen.     Soll  nämlich 

-  =  J^  4-  ll 
sein,  so  ist  dazu  hinreichend  und  notwendig,  dafs 

ist,  oder  dafs  die  Kongruenzen  bestehen: 

r'm"  ^  r    (mod  m'),        r"m'  ^  r    (mod  m"). 

In  der  That  wird,  da  sowohl  w"  wie  r  zu  m'  relativ  prim  sind,  durch 
die  erste  Kongruenz  eine  imd  nur  eine  zu  m'  teilerfremde  Zahl  r', 
durch    die    zweite     analog    eine    Zahl    r'    bestinmit.       Sind    aber 


126  Zehnte  Vorlesung. 


r'         ,    r" 


umgekehrt  — r  und  —^  reduzierte  Brüche,   so  ist  auch,  wie  leicht  xo 

sehen  y 

^     1^  ^ ^ 

mm  tu 


'„-'' 


ein  reduzierter  Bruch  mit  dem  Nenner  m.  Denn  hätten  r  und  m^mm 
auch  nur  einen  gemeinsamen  Primteiler  p^  so  wäre  derselbe  entweder 
in  m'  oder  in  m''  enthalten;  ist  also  z.  B.  m'  durch  p  teilbar,  so 
müfste  wegen  r  =  r'm"4"  ^'♦w' ^  0  (mod|))  auch 

r'm"  ^  0    (mod  p) 
d.  h.  r'  durch  p  teilbar  sein.    Es  wäre  dann  p  ein  gemeinsamer  DiTisor 
von  r'  und  m',  und  das  widerspricht  der  Voraussetzung.    Der  Brach  - 
hat  deshalb  wirklich  die  reduzierte  Form.    Somit  entspricht  jedem  der 
q>(fn)  reduzierten  Brüche  —  eine  und  nur  eine  Summe 


iL  +  ll 


WO  m  =>  w'w"  und  (m',  m")  =  1  ist;  wir  erhalten  genau  ebenso  Tide 
Brüche  — ,  wie  es  verschiedene  solcher  Summen  giebt.  Die  Anzahl 
der  ersteren  ist  nun  9(m),  die  der  letzteren  9  (m')  9?  (*»"),  weil  es 
9(m')  reduzierte  Brüche  —r,  9(w")  Brüche  —77  giebt     Es  ist 


m   '    ^  ^      ^  m 

nach  allgemein 

Zerfällt  die  Zahl  m  in  das  Produkt  von  drei  oder  mehreren  Faktoren 
m\  w",  •  •  •  m^^\  von  denen  jeder  zu  jedem  andern  relativ  prim  ist^  so 
ist  natürlich  auch 

95  (m)  =  (p(m')q>(m")  •  •  •  9(1»^*^). 

Nach  diesem  Satze  läfst  sich  nun,  für  jedes  m  =  jpJ^Pg*  *  •  •  p/?  vW 
durch 

tp(m)  =  g>(p[^)<p(jpl^)  •  •  •  g>(pl^) 

darstellen,  und  dies  ergiebt,  da,  wie  oben  bewiesen, 

9(1'*)  =  j^-'(i>  - 1) = i»*  (1  -  7) 

ist,  für  jeden  Wert  von  m 

k  k 

9  (»») = TIp*'"  (p*  - 1) = »» J7(i  -  j)  • 

Es   ist  danach  g>{m)  stets   eine   gerade  Zahl   mit  einziger  Ausnahn)^ 
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3  Falles  m  =  2y  wo  q>(in)  den  Wert  1  hat;  denn  enthalt  m  auch 
r  einen  ungeraden  Primfaktor  p.y  so  ist  p.  —  1   gerade;   ist  aber 

=  2*  und  Ä  >  1,  so  ist  2*""^  immer  ein  Vielfaches  von  2. 

§3. 

Die  hier  gefundenen  Resultate  wollen  wir  jetzt  dazu  verwenden, 
(  am  Schlüsse  des  §  1  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  nämlich  den  Wert 
3  Produktes 

P  =  ff  •  •  •  f 

r  eine  beliebige  ganze  Zahl  m  als  Modul  zu  bestimmen.  Wir  ver- 
bren  hierbei  zunächst  analog  wie  beim  Beweise  des  einfachen  Wilson- 
hen  Satzes.  Da  jeder  Einheit  r  modulo  m  eine  und  nur  eine  kom- 
iementare  Einheit  r    entspricht,  die  der  Kongruenz 

rr'  ^  1    (mod  m) 

ßnügt  und  weil  daher,  falls  r  und  r'  von  einander  verschieden  sind,  das 
rodnkt  rr'  aus  P  einfach  fortgelassen  werden  kann,  so  reduziert  sich 
aser  Produkt  P  modulo  m  auf  das  folgende: 
[)  P  =  r^r^ . . .  r^^^^  ^q^q^-q^    (mod  m), 

^  Qu  Q^f  ' '  '  9a  ^^  diejenigen  unter  jenen  Einheiten  r  sein  sollen, 
eiche  zu  sich  selbst  komplementär  sind.  Eine  Einheit  p  ist  aber  dann 
^d  nur  dann  zu  sich  selbst  komplementär,  wenn  p'=  p,  wenn  also 

•)  p*  ^  1    (mod  m) 

t.  Mithin  ist  P  dem  Produkte  aller  a  modulo  m  inkongruenten 
Wurzeln  der  Kongruenz  (2)  kongruent. 

Daraus  geht  aber  sofort  hervor,  dafs  unser  Produkt  P  modulo  m 
itweder  den  Wert  +  1  oder  den  Wert  —  1  haben  mufs.  Denn  ist  p 
gend  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (2),  so  ist  m  —  p  eine  andere  und 
^ar  7on  p  verschiedene,  falls  m  gröfser  ist  als  2;  wäre  nämlich 
=  w  —  p,  so  wäre  m  =  2p,  also  p  nicht  teilerfremd  zu  m.  Daher 
'dnen  sich  die  Zahlen  Pi,  Pg  -  -  -  ebenfalls  zu  Paaren  an,  und  es  ist 
imer 

p (m  —  p)  H^  —  Q^  ^  —  1    (mod  m). 

Iso  folgt  aus  der  Kongruenz  (1)  die  weitere: 

a 

P  =  (—iy    (modm), 

0  a  wie  vorher  die  Anzahl  der  modulo  m  inkongruenten  Wurzeln 
)T  Kongruenz 

p^  ^  1    (mod  m) 
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bedeutet.    Diese  Anzahl^  welche  somit  allein  noch  zu  finden  ji, 
aber  in    den  einfachsten  Fällen ,   wenn  m   die  Potenz  einer  Frinndi^ 
oder  das  Doppelte   einer  solchen  ist,  leicht  direkt  bestimmt  wetioL 
In  der  That  besitzt  für  den  Fall  m  =p,  wo  p  eine  beliebige  ungerade 
Primzahl  ist,  die  Kongruenz: 

Q^^l    (mod  p) 

nur  die  beiden  inkongruenten  Wurzeln  p  =  +  ^y  ^^^  dasselbe  ist  der 
Fall,  wie  man  leicht  auf  induktivem  Wege  beweist,  wenn  n>  «sj^  eise 
beliebige  Potenz  von  p  ist.  Nimmt  man  nämlich  bereits  als  bewieBa 
an,  dafs  die  Kongruenz 

p«=l    (modp*-i) 

nur  die  beiden  Wurzeln  p  ^  +  1  (mod  j>*""^)  besitzt,  so  kann  diesdbe 
Kongruenz  für  den  Modul  p*  nur  die  Wurzeln 

p  =  +  1  +  tp^-' 

haben,  wo  t  eine  noch  zu  bestimmende  ganze  Zahl  bedeutet,  den 
modulo|>*~"^  mufs  sich  ja  n.  d.  V.  jede  Lösung  auf  Hh  1  reduxiä«. 
Aus  der  Gleichung 

Q^=l±2tp^-^  +  t^p^^-^  =  l    (modp*) 

folgt  aber  sofort,  dafs  t  durch  p  teilbar  sein  mufs,  dafs  also  aadi 
modulo  p^  die  Anzahl  a  der  Wurzeln  jener  Kongruenz  gleich  2  isi 

Genau  dasselbe  gilt  aber  auch  für  den  Fall  m  =  2j/,  wo  jp*  wiedff 
eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl  bedeutet;  nach  dem  soeben  ge- 
führten  Beweise  kami  nämlich  die  Kongruenz 

Q^^l    (mod2i>*) 

nur  die  Wurzeln 

Q  =  +l    (mod  2i)*) 

(>  ^  ±  1  +  i^    (mod  2|/) 

haben,  da  sich  ja  alle  Lösungen  modulo  jp*  auf  +  1  reduzieren  müssöi; 
von  diesen  vier  Lösungen  fallen  aber  die  beiden  letzten  fort,  da  A 
offenbar  durch  2  teilbar  sind.     Auch  hier  ist  also  a  =  2. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  das  Resultat,  wenn  m  =  2*  ist  h 
den  drei  einfachsten  Fällen,  wenn  m  gleich  2,  4  oder  8  ist,  hafc « 
bezw.  die  Werte  1,  2,  4,  denn  die  drei  Kongruenzen 

o^  ZF.  1    (mod  2),       ^2  -_- 1    ^^^i  4)^       ^2—1    (njod  g) 

haben  bezw.  die  inkongruenten  Wurzeln  (1),    (1,  3),    (1,  3,  5,  7). 

Die  vier  letzten  Kongruenzwurzeln  kann  man  auch  in  der  Fol* 

schreiben : 

()  EEE  +  1  +  5  .  2«    (mod  2»), 


und 
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e  den  Wert  Null  oder  Eins  haben  kann,  und  wir  beweisen  jetzt 
1er  auf  induktivem  Wege,  dafs  die  sämtlichen  Wurzehi  der  Kon- 
mz: 

Q^  =  l    (mod2*) 

ler  Form 

p  =  +  1  +  5.2*""'  («  =  0,1) 

lalten  sind,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  schon  gezeigt  ist,  dafs 
Kongruenz: 

Q^  =  l    (mod2*~') 

die  vier  Wurzeln  p^  +  l  +  ^i'^*""*  besitzt.     Da  nämlich  wieder 
obige  Kongruenz  (1)  a  fortiori  für  den  Modul  2*~'  besteht,  so 
[s  Q  notwendig  die  Form  haben: 

p  =  +l  +  £,.2*"'+5.2*"'    (mod2*). 

)8tituiert  man  aber  diesen  Wert  von  q  in  (1)  und  läfst  die  Viel- 
ben  von  2*  fort,  so  ergiebt  sich,  dafs  f^  durch  2  teilbar,  also 
ich  Null  sein  mufs,  dafs  also  für  diesen  Modul  die  Kongruenz  (1) 
der  That  stets  genau  vier  Werte  hat.  Es  ergiebt  sich  also  zunächst 
i  Resultat: 

Das  Produkt  P  ist  kongruent  ( — 1),  wenn  w  =  4  oder  w  =  jp* 
oder  m  =  2^  ist,  und  p  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet;  da- 
gegen ist  jenes  Produkt  kongruent  +  1,  wenn  w  =  2*  ist,  und 
h  irgend  ein  ganzzahUger  Exponent  aufser  2  ist. 

Der  allgemeine  Fall  eines  beliebigen  zusammei^esetzten  m  kann 
1  durch  die  folgenden  Überlegungen  leicht  entschieden  werden. 

Es  sei  wieder  m  =  m'm"  und  m'  zu  m"  relativ  prim,  dann  kann 
a,  wie    oben    gezeigt   wurde,   jede   der   ft  Zahlen   r^,  •  •  •  r^im)   in 

•  Form 

rstellen,  wo  r^  und  r^'  die  <p(m')  bezw.  9(w")  inkongruenten  Ein- 

iten  fQr   die   Moduln   m'    und   w"   sind.     Das   ergiebt   für   P  die 

>iigraenz : 

<p{m')  (pim") 

Da  nun  P,  wie  oben  bereits  bewiesen  wurde,  modulo  m  nur  einen 
■  Werte  +  1  und  —  1  haben  kann,  so  brauchen  wir,  um  zu  ent- 
leiden,  welche  der  beiden  Möglichkeiten  im  gegebenen  Falle  eintritt, 

•  den  Kongruenzwert  jenes  Produktes  für  einen  der  Moduln  m'  oder 
zu  kennen,  vorausgesetzt,   dafs    diese  Zahlen   gröfser  als  2  sind, 
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denn  modulo  2  sind  ja  + 1  ^^^^  —  1  einander  kongruent.    Ist  a 
nicht  Ton  der  Form  p*  oder  2  p*  oder  2*,  welche  Fälle  wir 
vorher  direkt  erledigt  hatten,  so  kann  m  stets  so  zerlegt  wei 
m'  und  w"  >  2  ist.    Wir  können  daher  jetzt  m'  und  m"  gi 
annehmen.     Für  den  Modul  m'  lautet  dann  die  Kongruenz  (8) 

<iP(m')  ydn'O  y(m')  \  «,(m") 

d.  h.  weiter 

weil  ja  m"^^      modulo  m'  kongruent  1   ist.      / /***   ^^^^^ 

oben  dai^elegt  worden  ist,  modulo  m'  betrachtet  nur  einen  derb 

Werte  +  1  haben,  und  da  der  Exponent  (p(ni")  stets  eine  gerade 

ist,   weil  m"  >  2  angenommen  werden  koimte,   so  ist  unter  dei 

machten  Annahmen 

P  :^  1    (mod  m'), 

also  auch 

P  ^  1    (mod  m), 

d.  h.  das  Produkt 

P  =  T  f    •  •  •  r 

hat,  modulo  m  betrachtet,  stets  den  Wert  1. 

Wir  können  das  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung  odei 
die  Verallgemeinerung  des  Wilsonschen  Satzes  in  dem  folgenden 
reme  zusammenfassen: 

Das  Produkt  aller  inkongruenten  und  zu  in  teilerfremden  g 
Zahlen  ist  modulo  m  betrachtet  kongruent  —  1,  wenn  i 
Potenz    einer    ungeraden    Primzahl    oder    das    Doppelte 
solchen,  oder  endlich  die  Zahl  4  ist;    in  allen  übrigen 
ist  jenes  Produkt  kongruent  +1- 
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ianten  der  Kongruenz.  —  Charakteristische  Invarianten.  —  Arithmetische 
Ttische  Invarianten.  —  Jede  Invariante  der  Kongruenz  ist  eine  symme- 
iinktion   aller  kongruenten  Zahlen.  —  Arithmetische  Untersuchung  der 
Fundamentalinvariante  der  Kongruenz. 

§1. 

der  vorigen  Vorlesung  gelangten  wir  dadurch  zu  dem  Kon- 
jgriflFe,  dafs  wir  in  der  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  fort- 
i  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  immer  je  m  Glieder  über- 
i  und  die  so  erhaltenen  Zahlen  in  Partialreihen  von  der 
Q  Form  zusammenfafsten : 

,  —  3m  +  Ä,  —  2m  +  k,  —  m  +  ^'?  ^*?  *^*  +  ä*?  2m  +  A,  ••• 
e  wir  jetzt  einfacher  schreiben  wollen: 

• . .,  k'-'\  hf-'\  k^-'\  k,  k^'\  k''\  ■  •  ■ 

(Jfc  =  0,l,2,     -m— 1), 

Igemein : 

//''^  =  A-  +  rm  (r=o.  +  i,  +  2,.-.) 

rird. 

•  bezeichnen  dann  zwei  Zahlen  a  und  b  als  kongruent  für  den 
ly  wenn  sie  in  derselben  Reihe  Rj.  enthalten  sind.  Dividieren 
mehr  alle  Elemente  der  natürlichen  Zahlenfolge  durch  m,  so 
en  wir  die  Reihe  aller  positiven  und  negativen  Brüche  mit 
iner  m   und  statt  der  früheren  m  Partialreihen  Rj^  die  neuen: 

A-(-2)      /;(-!)       k       k^'^       A-(2) 

... _  .  ,    •••;  (*=0,l,-m-l) 

'      in    '       m    ^    m^     m  '     m  '  ' 

diesen  umfafst  die  Gesamtheit  aller  und  nur  der  Brüche  mit 

nner    m,    die    sich    von    einander    um    ganze    Zahlen    unter- 

k  k' 

Betrachten  wir  daher  zwei  Brüche  —  und        als  äquivalent, 

i  derselben  Reihe  R'  angehören,   so  folgt  aus  der  Äquivalenz 


k        k' 

<->^  — 

m        m 
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die  Eongmenz 

A  E^  Ä'   (mod  m) 
und  umgekehrt. 

Wir  hatten  femer  gesehen,  dafs  eine  ganze  ganzzahlige  Fnnktio 
f(Jc)  modnlo  m  ungeändert  bleibt,  wenn   man  für  Je  irgend  eine  de 

Zahlen  ••.,  k^~^\  k^~^\  k,  k^^\  k^^\  ..  einsetzt.  Wir  woUen  uns  nu 
mit  Funktionen  beschäftigen,  die  bei  jener  Substitution  nicht  nur  ihre 
Kongruenzwert  für  den  Modul  m  beibehalten,  sondern  überhaupt  ihre 
Wert  nicht  ändern,  die  also  konstant  bleiben,  wenn  k  alle  Zahlen  Ar 
der  Reihe  jB^  durchläuft.  Solche  Functionen  f(x)  nennt  man  Invariank 
der  Kongruenz 

(1)  k  =  r   (mod  w); 

das  Bestehen  der  letzteren  zieht  dann  allemal  die  Gleichung 

nach  sich.  Folgt  auch  umgekehrt  aus  der  Gleichung  (1*)  die  Kongruenz  (1 
so  heilst  f{x)  eine  eigentliche  oder  charakteristische,  im  andere 
Falle  eine  uneigentliche  Invariante.  Wie  von  vornherein  einleuchtet,  sim 
die  uneigentlichen  Invarianten  für  unsere  Untersuchungen  von  keine 
wesentlichen  Bedeutung,  da  sie  schon  ihrer  Definition  nach  mit  den 
Kongruenzbegriffe,  speziell  mit  unserer  Kongruenz  im  allgemeine] 
keinen  innem  Zusammenhang  haben;  so  ist  ja  z.  B.  jede  Funktion  f{£\ 
die  die  Variable  garnicht  enthält,  also  jede  Konstante,  als  eine  uneigent 
liehe  Invariante  der  Kongruenz  aufzufassen.  Wir  beschränken  uns  des 
halb  auf  die  charakteristischen  Invarianten.  In  arithmetischer  Gestal 
haben  wir  eine  solche  bereits  kennen  gelernt,  nämlich  in  dem  kleinste] 
positiven  Reste,  den  eine  Zahl  A;  durch  m  geteilt  läfst;  denn  dieser  iß 

für  alle  modulo  m  kongruenten  Zahlen  h  stets  derselbe  und  nimm 
andrerseits,  wie  es  das  Kriterium  einer  eigentlichen  Invariante  verlangt 
für  zwei  inkongruente  Zahlen  k  und  k'  verschiedene  Werte  an. 

Gehen  wir  jetzt  wieder  zur  Betrachtung  von  Brüchen  über,  s 
gelangen  wir  zu  einer  anderen  wichtigen  arithmetischen  Invariante,  di 
freilich  im  Grunde  mit  der  vorigen  übereinstimmt.  Zieht  man  vo 
einer  beliebigen  Gröfse  a  die  ihr  mnäcJist  benachbarte  kleinere  odc 
gröfsere  ganze  Zahl  ab,  so  ergiebt  sich  eine  Zahl  ü(a),  die  de 
absolut  kleinste  Rest  von  a  genannt  wird  und  durch  die  Ui 
gleichung 

vollkommen  bestimmt  ist;  damit  auch  dann,  wenn  a  genau  in  d< 
Mitte  zwischen   zwei  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  liegt,  d^ 
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Begriff  unzweideutig  festgestellt  sei,  ist  durch  jene  Ungleichung  be- 
stimmt worden,  dafs  in  dem  genannten  Falle  R(a)  stets  gleich 
—  j  sein  soll. 

Bei  dieser  Definition  ist  R{a)   in   der  That  eine  eigentliche  In- 
Yariante  für  die  Äquivalenz 

a  «~  a  -|-  1 

oder  für  die  Kongruenz  von  Brüchen  modulo  1;  denn  zwei  solche  a 
und  a'  unterscheiden  sich  dann  und  nur  dann  um  eine  ganze  Zahl, 
sind  also  in  einem  erweiterten  Sinne  modulo  1  kongruent,  wenn 
jR(a)  =  i?(a')  ist.     Für  die  gebrochenen  Zahlen  mit  dem  Nenner  m 

ist  der  absolut  kleinste  Rest  R  (—j  ebenso  eine  charakteristische  In- 
variante der  Kongruenz  nach  dem  Modul  1,  wie  vorher  der  kleinste 
Rest  der  ganzen  Zahlen  Je  für  die  Kongruenz  nach  dem  Modul  m. 

Balis   sich   jB  ( —  j  —  den  Fall  R  (—j  =  —  y   allein   ausgenom- 
men —  durch  die  unendliche  Reihe 

^  8in 

ersetzen  lafst,  hat  keine  besondere  Bedeutung  für  die  Natur  der  In- 
Tariante.  Einmal  tritt  in  der  analytischen  Darstellung  das  arithmetische 
Element,  der  Kongruenzbegriff,  keineswegs  gänzlich  zurück,  und  aufser- 
dem  kann  man  zahlentheoretische  Funktionen  immer  auf  mancherlei 
Tersdiiedene  Weisen  durch  Grenzwerte  ausdrücken. 

Diese  beiläufige  Bemerkung  führt  uns  jedoch  zu  den  analytischen 
Invarianten  überhaupt,  auf  die  wir  näher  eingehen  wollen,  da  sie  neben 
den  arithmetischen  in  der  höheren  Zahlenlehre  eine  hervorragende 
KoUe  spielen. 

Es  sei  f(v)  eine  Funktion,  für  die  allemal 


fO  -  fO 


\ 
i 


^;  sobald  zwischen  den  ganzen  Zahlen  k  und  k'  die  Kongruenz 

k     ~¥    (mod  m) 

oesteht,  und  zwar  wie  auch  die  Brüche  —  und  —  gewählt  sein  mögen. 

Offenbar  ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt,  wenn   für  jeden    reellen 
Wert  des  Argumentes 

f(v)=.f(v+\), 

i  k.  wenn  f{v)  eine  periodische  Funktion  mit  der  Periode  1   ist.     In 
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der  unendlichen  Sinus-Reihe,  deren  limes  gleich  JB  ( — j  war,  haben  die 

einzelnen  Glieder  sin alle  die  obige  Eigenschaft;  es  ist  demnach 

nicht  nur  die  Summe  selbst,  sondern  auch  jedes  Glied  derselben,  abo 
die  einfache  Funktion  sin  2v7C  eine  analytische  Invariante  unserer 
Kongruenz,  aUerdings,  wie  unmittelbar  zu  ersehen  ist,  im  aUgemeini» 
keine  charakteristische;  denn  es  folgt  nicht  notwendig  aus  der  Old- 
chung 

sin  2v7t  =  sin  2v'7t 
die  andere 

oder  die  Äquivalenz 

sondern  es  kann  v  mit  v'  auch  durch  die  Gleichung  v  =  Ä  +  -0 ^'» 

d.  h.  durch  die  Äquivalenz 

1 

t?  o^    -    -    1? 

2 

verbunden  sein.  Beschninken  wir  dagegen  die  Werte  von  v  auf  die 
gebrochenen  Zahlen    -  mit  ungeradem  Nenner  m,  so  ist  die  Funktion 

sin  2r;r  auch  eine  charakteristische  Invariante;  in  diesem  Falle  kommt 

ja  der  Wert 

1 
V  =  Y  -  t; 

unter  den  Brüchen  mit  dem  Nenner  m  gar  nicht  vor. 

Ein  ganz  ähnliches  Verhalten,  wie  sin  2v7C,   zeigt  die  Funktion 
co8  2t;;r;  auch  für  sie  ergiebt  die  Gleichung 

cos  2v:t  =  cos  2v'n 

zwei  Möglichkeiten,  nämlich 

V  f^  v'  und   v  «~  —  v', 

und  sie  ist  demnach  nur  als  eine  un  eigentliche  Invariante  zu  betrachia»' 
Erst  wenn  wir  beide  Funktionen  zusammennehmen,  zieht  das  Gfr 
chungssystem 

sin  2v7C  =  sin  2v' % 

cos  2vK  =  cos  2v'n 

die  Äquivalenz 

notwendig  nach  sich,  sodafs  wir  z.  B.  in  der  bekannten  Verbiiidiu<j 
von  Sinus  und  Cosinus  zur  Exponentialfunktion  / 


••1%. 
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cos  2vjt  +  i  sin  2v?r  =  e^^"' 

jine  wirkliche  charakteristische  Invariante  der  Äquivalenz 

t;  ~  t;  +  1 
besitzen. 

Eine  solche  bietet  sich  vor  allem   auch  in  der  Punktion  tang  vjc 

dar,  da,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  aus 

tang  V7C  =  tang  v'tc 
stets  nur 

folgen  kann.     Es  ist  also  die  Gleichung 

tang  —  =  tang  — 

der  Kongruenz 

k^k'   (mod  m) 

äquivalent.  Diese  Invariante  verdient  deshalb  vorzügliche  Beachtung, 
weil  alle  anderen  durch  sie  ausgedrückt  werden  können.  Zunächst 
gelten  z.  B.  für  die  beiden  uneigentlichen  Invarianten,  die  wir  kennen 
gelernt  haben,  die  Relationen 

.     o  2  tancf  V7t 

sm  2v7t  =  -    ,   .       , — 
1  +  tang'  vn 

o  1  —  tang*  vn 

COS  2v7t  =  V— r-i— ■  •  —  ; 
1  -f-  tang'  vn  ' 

übrigens  beweisen  auch  sie  wiederum,  dafs  sin  2t?»  und  cos  2vjt  keine 
Aarakteristischen  Invarianten  sind,  denn  die  rechten  Seiten  bleiben 
«'ermöge  der  Eigenschaften  der  Tangente  nicht  nur  für  v  ~  v',  sondern 

ebenfalls  für  v  ~  -^  —  v'  bezw.  v  f^  —  v'  imgeändert. 

Im  Anschlüsse  hieran  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  sich  überhaupt 
i^de  Invariante  für  unsere  Äquivalenz  auf  die  Fundamentalinvariante 
^g!;;t  zurückführen  läfst.  Ist  nämlich  (p{v)  von  der  Beschaffenheit, 
lafs  (p(]c)  =  9?(Ä')  ist,  falls  k^k'  (mod  w),  und  setzen  wir 

'0  ist  f{v)  eine  reelle  Funktion  mit  der  Periode  1;  eine  solche  kann 
iber  bekanntermafsen  innerhalb  der  Grenzen  0  und  1  stets  in  eine 
ouriersche  Reihe  entwickelt  werden,  d.  h.  es  ist 


f{v)  =  lim 


X,  %  ^^s  2nv7C  +  ^j  6„  sin  2nv7t 

—  N  —N 

(0  <  t;  ^  1). 
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Hieraus  ergiebt  sich  dann  für  tpQc)  der  Wert 


sin 


m 


Da  sich  nun,  wie  oben  darirethan  wurde,  cos und  sin als 

rationale  Funktionen  von  tang schreiben  lassen  und  tang  (n  — ) 

selbst  wieder  rational  durch  tang  —  ausdrückbar  ist,   so  ist  in  der 

That  unsere  obige  Behauptung  bewiesen ;  jede  Inyariante  der  Eongroenz 
wird  durch  eine  konvergente  unendliche  Reihe  rationaler  Functionen 
von  tang  v%  dai^estellt. 

Dieses  Ergebnis  wollen  wir  jetzt  dazu  benutzen,  eine  im  theo- 
retischen Sinne  naturgemäfse  Darstellung  aller  Invarianten  unserer 
Kongruenz  anzugeben,  und  zwar  auf  Grund  des  nachstehenden  Funda- 
mentalsatzes: 

,,Jede  Invariante  der  Kongruenz 

h^h'   (mod  m) 

lafst   sich   als   eine   symmetrische  Function   aller   kongruenten 

Zahlen  •  • .,  U^^\  U''^\  Je,  k^^\  k^^\  •  •  •  darsteUen.^ 

Um  das  zu  zeigen,  dürfen  wir  uns  nach  dem  soeben  gewonnenen  Re- 
sultate darauf  beschränken,  die  Invariante  tang  vtc  in  der  verlangte 
Weise  auszudrücken.  Damit  ist  aber  auch  sofort  der  Beweis  des 
Theoremes  geführt;  denn  es  besteht  bekanntlich  die  Gleichung 

n       ,.        S^      1 

tangt?«  ~ ^^^  ^  v-^n^ 

bei  der  auf  der  rechten  Seite  die  geforderte  symmetrische  Funktion 
aller  zu  v  äquivalenten  Zahlen  t;  +  ^  auftritt. 

So  ist  auch  umgekehrt  ohne  weiteres  einzusehen,  dafs  jede  sym- 
metrische Funktion  sämtlicher  zu  k  kongruenten  Zahlen  eine  Invariante 

der  Kongruenz 

h^Tc'   (mod  m) 

sein  mufs.  In  der  That,  ist  ^(rr:)  eine  beliebige  eindeutige  Funktion 
von  Xy  und  bilden  wir  die  unendliche  Summe 

JQc)  =  lim   y]^{h^"^)  =\imy]^(k  +  nm) , 

SO  ist  dieselbe,  falls  sie  nur  konvergiert,  oflFenbar  eine  Invariante;  dmm 
ersetzt   man    auf  beiden   Seiten    der  Gleichung   h   durch    'k^^\    so  hat 
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Jik^'^^)  denselben  Wert,  wie  J(k),  weil  sich  nur  die  Glieder  der  Summe 
um  r  Stellen  verschoben  haben. 

So  einfach  aber  auch  diese  Überlegungen  sind^  so  hat  es  doch  im 
allgemeinen  seine  grofsen  Schwierigkeiten,  eine  gegebene  Invariante 
wirklich  auf  die  Form  einer  symmetrischen  Funktion  zu  bringen,  wie 
es  auch  andererseits  keineswegs  leicht  ist,  direkt  immer  eine  geeignete 
symmetrische  Funktion   der  Gröfsen  lu'''^  aufzustellen.     Denn   hier  ist 

einnial  dafär  zu  sorgen,  dafs  die  Reihe  ^  t  (äj^"^)  konvergiert,  zweitens 

n 

aber  noch  dafQr,  dafs  die  erhaltene  Invariante  eine  eigentliche  ist.    So 
konvergiert  beispielsweise 

2*'-' 

n 

nicht,  während  das  für  die  andere  Summe 

stets  der  Fall  ist,  sobald  nur  q  gröfser  als  0  ist. 


§2. 

Es  ist  interessant,  durch  die  unmittelbare  Untersuchung  der  In- 
variante 

ohne  Zuhilfenahme  der  Kenntnis  davon,  dafs  ihre  Summe  den  Wert 

£— - —  hat,  ihre  wesentlichen  Eigenschaften  zu  ergründen.     Dafs  wir 

es  hier  thatsachlich  mit  einer  Invariante  der  Äquivalenz  v  ~  t;  +  1  zu 
thun  haben,  lehren  die  folgenden  Umformungen:  Es  ist 

2+N  +iir 

^=,_^   »  +  ♦*        N^^^   v  +  n  +  l 


li^n^  (iT^  -  7+iqn)  =  0. 


Denmacli  ist  für  jedes  ganzzahlige  n 

f(y)  =  f{v  +  »), 


\ 
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und  es  genügt^  die  Funktion  nur  f&r  solche  reelle  oder  komplexe  Werte 
von   V   zu  betrachten^  deren   reeller  Theil  zwischen und -f -, 

tu  » 

die  untere  Grenze  mit  eingeschlossen,  liegt^  d.  L  für  die  komplexen 
Zahlen 

für  welche 

-  "2  ^  t;,  <  - 

ist. 

Um  zunächst  nachzuweisen,  dafs  unsere  Reihe  überall  in  diesem 
Bereiche  mit  Ausnahme  der  Stelle  v  =  0  konvergiert,  setzen  wir 

fiv)  =  -'-  +  Um    y,  (4     +  -  U  =  1  _  2«  lim  5»  -^ 
und  brauchen,  da  t;  als  endlich  und  von  Null  verschieden  vorausgesetEt 

N 

wurde,  jetzt  nur  noch  die  Summe  ^^     ,_   ,   oder  besser  gleich  die 
Reihe  der  absoluten  Beträge  derselben 

N 


1 

zu  betrachten,  die  wir  bezüglich  ihrer  Konvergenz  auf  eine  weit  ein- 
fachere Reihe  zurückführen  können.     Es  ist  nämlich 


«* 


also 


2  2 

n  —  V 


I     l//    2  2,2\2,j22^.|2  2|2 

Weil  hier  n  mindestens  gleich  1,  v^  höchstens  gleich  --  ist,  «  —  t?J+*'j 
daher  nicht  negativ  sein  kann,  so  ist  auch  sicher 


< 


2  21    =^       2  2    I       2  ' 

n*  —  ü'  I  «'  —  t7j  +  v\ 

und  aus  demselben  Grunde  ist 

2  2i2^2  i>^/  1\2 

n  —  Vj  +  Vg  >  n  —  1  >  (w  —  1) 

für  jedes  w.     Lassen  wir  schliefslich  in  der  Reihe  (1)  das  dem  Werte 
n  =  1  entsprechende,  jedenfalls  endliche  Glied  ,   fort,  so  ist  nun- 

mehr  die  übrig  bleibende  Summe  unbedingt  kleiner  als  ^V  .-  -Ti^«  ^^^' 
wie  wir  anders  schreiben  wollen,  kleiner  als:  **"" 

00 

»==1 
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Ist  für  diese  Summe  S  die  Konvergenz  dargethan,  so  ist  das  a  fortiori 
auch  für  unsere  ursprüngliche  Reihe  (1)  geschehen. 

Statt  für  die  Reihe  S  direkt,  führen  wir  den  Konvergenzbeweis 
gleich  für  die  allgemeinere 

S,  =  lim2-^,  (^>o) 

da  wir  von  dieser  noch  später  ausgedehnten  Gebrauch  machen  werden; 
die  Reihe  S  erledigt  sich  ja  dann  als  Spezialfall  für  den  Wert  q  =  1 
von  selbst.  Wir  nehmen  zu  dem  Zwecke  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  g  an  xmd  teilen  alle  Zahlen  n  nach  derselben  in  Klassen  ein,  von 
denen  die  erste  diejenigen  von  1  bis  jr —  1,  die  zweite  die  von  g  bis 
^^  — 1  u.  s,  f.,  die  r^  alle  Zahlen  von  ^""^  bis  g^ —  1  enthält.    Fassen 

wir  nun  in  S^  alle  Elemente  -jx"  ^^  Partialsununen  zusammen,  für  die 

die  entsprechenden  Werte  von  n  derselben  Klasse  angehören,  so  ver- 
grofsem  wir  die  ganze  Reihe,  wenn  wir  in  jeder  der  Partialsummen 
ihre  sämtlichen  Glieder  durch  das  erste,  das  den  gröfsten  Wert  hat, 
ersetzen.     So  bekommen  wir  eine  Summe 

9-^    I     9^-9    I    ^'-^'    I    9^-9^    I 

1         "•"      g^  +  9      "•"   ^«(1  +  ^)    "•"   ^8(1  +  ^)    "^ 

Welche  sicherlich  gröfser  ist  als  Sg  und  für  alle  Werte  von  p  >  0 
einen  wohlbestimmten  endlichen  Wert  hat.  Daher  konvergiert  auch 
S|p  selber  und  mit  ihr  die  spezielle  Reihe  8.  Endlich  wollen  wir 
öoch  den  Nachweis  führen,  dafs  f(v)  auch  dann  endlich  bleibt,  wenn 
üi  t'=  Vj  +  v^i  Vg  unendlich  grofs  wird,  während  v^,  wie  oben,  inner- 
halb der  Grenzen  +  ~o  angenommen  wird.  Schreiben  wir  wieder  jene 
Reihe  in  der  Form: 

0  ist,  wie  oben  bewiesen  wurde,  und  wegen  |  »i  |  ^  y 

X  iV 


^4'n»-If+«|+^W 


8       _«   I   -.«' 


t>l  +  t>\ 
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hier  können  wir  von  der  zweiten  Summe  anf  der  rechten  Seite  einfiidi 
absehen,  da  ihre  Konvergenz  schon  oben  bewiesen  wurde.  Setzen  wir 
femer  in  der  ersten  Summe  |  r^  |  =  tr  und   sehen  von   ihrem  enten, 

für  «c;  =  oo  verschwindenden  Gliede  5 ;   ab,  so  ist  wiedenim 

wegen  |f?i|^  y 

N  N  IT 

^^ ;« _  ,j + „«  ^  4/  (n^  1)»+ «^  ~  V  «»Ti?' 

wo  N' =  (N — 1)  ist.  Die  Konvergenz  dieser  letzten  Sunmie  beweist 
man,  indem  man  jene  Reihe  als  ein  sehr  einfaches  bestimmtes  Int^ral 

setzen,  wo  dx  eine  sehr  kleine  positive  Gröfse  bedeutet   Dann  ist  aber: 

jr  N' 

^1       w       ^^  dx  dx         ^^         dx  ^^         ^^      dx 

j^  n*T«p«  "~  ^  1  +  (n  •  dx)''  ~  r+"5x«  +  l  +  (2da:)*  "•  *"  {jTdx)^' 

aber  für  "N'dx  =  i  kann  jene  Summe  gleich  dem  folgenden  bestimmteB 
Integrale  gesetzt  werden: 


/*    dx 
— — ^  =  arctg  t  —  arctg  0  =  arctg  i 

was,  wie  grofs  auch  iV,  also  auch  ^,  angenommen  werden  mag, 
einen  endlichen  Wert  besitzt,  und  für  ^  =  00  gegen  —  konveigiri 

Nachdem  wir  uns  so  von  der  Konvergenz  der  Reihe  für  /"(©)  über 
zeugt  haben,  ist  es  weiter  unsere  Aufgabe  festzustellen,  ob  die  Funk- 
tion auch  eine  charakteristische  Invariante  der  Aequivalenz  r  nu  t?  + 1 
ist,  d.  h.  ob  für  reelle  Werte  von  v  und  v    aus  der  Gleichimg 

/•(«)  =  fiv) 
die  Aequivalenz 

unbedingt  gefolgert  werden  mufs.  Weil  es  nun  sowohl  für  t;  als  aueh 
für  V  immer  eine  zwischen  0  und  1  liegende  äquivalente  Zahl  giebt^ 
für  die  /"  denselben  Wert  annimmt,  so  können  wir  uns  die  Unter 
suchung  bedeutend  vereinfachen,  indem  wir  von  vom  herein  i?  und  n 
auf  jenes  Intervall  von  0  bis  1  beschränken  und  dann  nur  beweisen, 
dafs  f'(v)  =  f(r.')  notwendig  die  Gleichung  v  =  v  nach  sich  zieht 
I>ft«  ii\}*',T  %f'h\.  ohnf»  weiteres  aus  der  Umformung 

fU,      /V;   -^lirn  >Y  \ ^V-)  =  f^ -^)lim  >;7-x^'4:S==^ 


^  -1.     Die    .- 


■a   riir  ^* 


«• 


riiir*Hi— 


LL?» •       .. 


1-.^ r- 


\.^^ 


142 


Elfte  Vorlesung. 


da  die  in   der  Klammer   stehende  Reihe   die  Leibnitzsche  Reihe  f8r 
^~  ist;  endlich  erhalten  wir  noch  für  t;  =  — 


m 


'  lim 

2    ' 


weil  sich  hier  je  zwei  Glieder   --- 


lim 


and 


+  (»•-1) 


0, 


gegenseitig  zer- 


1 

stören.     Das  Resultat  der  letzten  Betrachtungen  lautet  demnach: 

„Die   Reihe   f{v)   wird    dann   und   nur   dann   unendlich^   wenn 

1 


V  <^0  wird,   sie  nimmt   für  v 
schwindet  für  v  <^  — 


<^  -r-  den  Wert  x  an  und  ver- 

4 


u 


•> 


'.> 


1«^ 


Zwölfte  Vorlesung, 

Kongruenz  nach  einem  Modulsystem.  —  Teiler  eines  Modulsystems.  —  Aequi- 
mte  Modulsysteme.  —  Reduktion   der  Modulsysteme.  —  Theorie   der   ganz- 
zahligen Formen.  —  Aeqnivalente  Formen.  —  Einheitsformen. 

§1. 

Wir  kehren  jetzt  zur  Betrachtung  des  Kongruenzbegriffes  selbst 

nick,  wie  wir  ihn   in  der  fünften  Vorlesung   nach   dem  Vorgange 

a  Gaufs  aufgestellt  haben.     Zwei  Zahlen  a  und  a    wurden  als  kon- 

aent  nach  dem  Modul  m  bezeichnet,  wenn   sich   die  eine  von  der 

deren  um  ein  beliebiges  Vielfaches  von  m  unterscheidet,  sodafs  die 

icichung 

a'  =  a  -{•  gm 

it  der  Kongruenz 

a^^a     (mod  m) 

leichbedeutend  ist. 

Es  war  dort,  schon  hervorgehoben  worden,  dafs  gerade  durch  diese 
nscheinbare  Abstraktion  der  Zahlentheörie  erst  ein  fester  Boden  ge- 
eben wurde.  Hier  soll  nun  ausgeführt  werden,  dafs  die  Gaufsische 
lee  in  Wirklichkeit  noch  viel  weiter  greift;  man  kann  nämlich  das 
^  zu  Grunde  liegende  Prinzip  derart  ausdehnen,  dafs  es  nicht  nur 
e  Lehre  von  den  ganzen  Zahlen,  sondern  auch  das  Gebiet  aller  ganzen 
•tionalen  Funktionen  von  einer  oder  mehreren  Veränderlichen  be- 
'n-scht,  und  man  kann  zeigen,  dafs  auch  in  diesem  höheren  Gebiete 
Selben  einfachen  Grundgesetze  bestehen,  wie  in  der  gewöhnlichen 
ihlentheorie.  Zunächst  wollen  wir  die  Erweitenmg  des  Kongruenz- 
'griffes  für  den  uns  geläufigen  Bereich  der  natürlichen  Zahlen  vor- 
^hmen,  um  hier  erst  deutlich  werden  zu  lassen,  dafs  sie  in  der  That 
iturgemäfs  und  gedanklich  naheliegend  ist.  Haben  wir  dann  die  so 
e^onnenen  Definitionen  auf  die  Gesamtheit  der  ganzen  Funktionen 
«Uebig  vieler  Unbestimmten  übertragen,  so  wird  sich  die  Rechtferti- 
I^g,  die  Zweckmäfsigkeit  der  Verallgemeinerung  alsbald  ergeben;  wir 
werden  sehen,  dafs  wir  erst  mit  ihrer  Hilfe  im  Stande  sind,  jenen 
'^wteren  Bereich  vollständig  zu  beherrschen. 


144  Zwölfte  Vorlesung. 

Kann  man  eine  ganze  Zahl  a  in  der  Form  ctn  schreiben^  wo  c 
imd  m  ebenfalls  ganzzahlig  sind,  so  heifst  a  ein  Vielfaches  tod  m, 
d.  h.  a  enthalt  den  Modul  oder  Divisor  m;  hierbei  betrachtet  man  also 
alle  diejenigen  ßröfsen  a  unter  einem  gemeinsamen  Oesichtsponkt^ 
welche  in  der  Form  cm  dargestellt  werden  können.  Eine  Erweitenmg 
dieses  Begriffes  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die  sämtlichen 
Zahlen  ins  Auge  fafst,  die  sich  als  Summe  von  Vielfachen  mcder 
Zahlen  m^  und  m^y  also  in  der  Form  c^m^^  -{-c^f^i  darstellen  lassen  naf, 
wenn  man  schliefslich  alle  diejenigen  in  eine  Klasse  rechnet^  welche 
sich  als  Summe  von  Vielfachen  von  [i  beliebig  gegebenen  ganz^ 
Zahlen  m^  m^,  -  -  -  m„  darstellen  lassen,  die  also  in  der  Form  ge- 
geben sind: 

> 

(1)  a  =  CinJi  +  (^»M,H h^iuW^, 

wo  c^j  c^j  ' ' '  Cfi  völlig  beliebige  positive  oder  n^pitiye  ganze  Zahlen, 
bedeuten.     Man  erhalt   somit   alle   und   nur  die  Zahlen  a,   die  jencK* 
Klasse   angehören,   wenn   man   in   der   homogenen   linearen  FunctioEm 
oder  in  der  Form  c^m^  +  c^tw,  +  •••-}"  ^^♦^♦i«  den  Orölsen  c  alle  mög- 
lichen ganzzahligen  Werte  beilegt.     Ebenso  wie  von  einer  Zahl  a  ge- 
sagt wurde,  sie  enthielte  den  Divisor  m,  sobald  sie  gleich  cm  geseiet 
werden  konnte,  so  soll  es  hier  heifsen,  die  Zahl  a  enthäU  das  Divisoren- 
sysiem  oder  Modulsystem  (tii^,  *  •  •  m^)  oder  sie  ist  durch  jenes  Divisoren- 
System  teilbar,  wenn  sie  in  der  Form  (1)  darstellbar  ist    So  ist  z.  B. 
3  durch  das  Divisorensystem  (7,  16,  25)  teilbar,  weil 

3  =  3-7  +  2.  16  —  2.  25  I 

ist,  und  aus 

6  =  1  .  3  +  5  •  15  —  4 .  18 

geht  dasselbe  in  Bezug  auf  die  Zahl  6  und  das  Modulsystem  (3, 15, 18) 
hervor.  Speziell  ist  die  Null  ein  Vielfaches  von  jedem  Divisoien- 
systeme  (iiii,-tM„\  weil  stets  die  Gleichung 

0  =  0  .  Wi  +  0  •  iWj  H 1-  0  •  m^ 

besteht,  und  aus  ähnlichem  Grunde  ist  jedes  Element  m.  eines  bebe- 
bigon  Modulsystems  (m^,    -  •  m.y-  -  -  m^)  durch  dasselbe  teilbar. 

Knthält  die  Differenz  zweier  Zahlen  a'  —  a  das  DivisorensysteDi 
(;;<,,  ■  ■  •  />/,,),  HO  nennt  man  a  und  a'  kongruent  fÖr  jenes  System;  4« 
Hf»/ei(»linungHweiH(>  ist  dabei  ganz  dieselbe,  wie  bei  den  einfachen  Kon- 
grui^nzMii : 
('2)  a        a    (^modd  m^j  •••  im^), 

(in  VVorii-n:  a  ist  kongruent  a  modulis  t»i,  •  •  •  »»a«)-  Der  eigentiü»- 
ImIm-  Ui.ilAnk«',  cIjt,  wie  gleich  im  Anfange  bemerkt  wurde,  der  Bb* 


l 
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fükrang  des  Eongruenzbegriffes  ihren  grolsen  Wert  verleiht,  ist  dem- 
nach auch  hier  durchaus  festgehalten  worden.  Die  obige  Kongruenz 
vertritt  die  allgemeinere  Gleichung 

Tmd  die  Eoeflicienten  c,  die  für  die  Untersuchung  bedeutungslos  sind,  sie 
im  Gegenteil  nur  hemmen  und  erschweren  könnten,  treten  vollkommen 
in  den  Hintei^^rund. 

Ist  a'  selbst  ein  Vielfaches  des  Systemes  (m^,  •  •  •  m^),  so  kann 

'      auf  der  rechten  Seite  von  (2)  a  gleich  0  gewählt   und,   analog  wie 

^      früher,  in  diesem  Falle 

jl  a  ETzO    (modd  m^,  •  •  •  w^u) 

gesetzt  werden. 

Femer   genügt   unsere  erweiterte   Definition   den   Anforderungen, 

die  man,  wie  wir  im  §  2  der  siebenten  Vorlesung  ausführten,  an  jede 
[  Aequivalenz  stellen  mufs;  es  bestehen  nämlich  die  beiden  Funda- 
^      mentalsatze : 

1)  „Jede  Gröfse  a  ist  sich  selbst  kongruent", 

denn  die   Differenz   a  —  a  =  0   enthält   ja,   wie    oben   erwähnt,    alle 
Divisorensysteme  (m^,  iw^,  •  •  •  m^),  und 

2)  „Sind  zwei  Zahlen  a  und  6  einer  dritten  c  kongruent,   so 
sind  sie  untereinander  kongruent", 

denn  ist  sowohl  a  —  c  wie  6  —  c  durch  (ni^,  m^,  •••  m^,)  teilbar,  so 
gilt  dasselbe  auch  von  der  Differenz 

a  —  6  =  a  —  c  —  (b  —  c). 

Im  Folgenden  soll,  der  Bequemlichkeit  halber,  mitunter  von  der 
abgekürzten  Bezeichung  (w^.)  für  ein  Modulsystem  (%,  •  •  •  w^)  Gebrauch 
gemacht  werden,  sobald  dadurch  kein  Mifsverständnis  hervorgerufen 
Verden  kann. 

Ein  Modulsystem  (m^  hiat  eine  ganze  Zahl  d  zum  Teiler,  wenn 
l  *Ue  seine  Glieder  Vielfache  von  d  sind,  wenn  somit  d  ein  gemein- 
samer Divisor  aller  Elemente  w^,  •  •  •  w^  ist.  Zugleich  ist  eine  solche 
Zahl  d  Teiler  einer  jeden  ganzen  Zahl  a,  welche  das  Modulsystem 
(*»!,•••  nift)  enthält ;    ist  nämlich 

m^  =  dm^y  Wj  =  dm^,  •  •  •  m^  =  dnif^, 
^d  enthält  a  unser  System,  so  ist 

*ko  in  der  That  ein  Multiplum  von  d..  Im  Anschlüsse  hieran  kann 
\      der  Begriff  der  Teilbarkeit  unter  Beibehaltung  seiner  Grundeigenschafi 

^  Kronecker,  Zahlentheorie.  I.  10 
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unmittelbar  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden^  dafs  an  die  Stelle  da 
Divisors  d  ebenfalls  ein  Divisorensystem  (af^ ,  ofg ,  •  •  •  d^  tritt.  Zu  dem 
Zwecke  stellen  wir  die  Definition  auf: 

„Ein  Modulsystem  (wi,---m^)  enthält  ein  anderes  {d^y-'-ä^ 
als  Teiler,  wenn  jedes  Element  m.  des  ersten  durch  dsB 
zweite  System  teilbar  ist,  d.  h.  wenn  die  fi  Gleichungen  bestehen: 

m,  =  cfd,:^cfd^  +  -"  +  ofd, 

(3)  

Z.  B.  ist  (15,  25,  10)  ein  Teiler  von  (20,  35),  weil  zufolge  der  Rela- 
tionen 

20  =  0  .  15  +  0  .  25  +  2  .  10 

35  =  1 .  15  +  0  .  25  +  2  .  10 

die  beiden  Zahlen  20  und  35   durch   das   erste  System   teilbar  sind, 

und  aus 

6  =  5  .  18  —  4  .  21 

9  =  4  .  18  —  3  .  21 

39  =  1  .  18  +  1  .  21 

ergiebt  sich  ebenso,  dafs  (6, 9, 39)  ein  Vielfaches  von  (18,  21)  ist.  Nad 
diesen  Festsetzungen  erhellt  sofort  die  Richtigkeit  des  weiteren  Satzes: 

„Gilt  eine  Kongruenz  für  irgend  ein  Modulsystem  (w^,  so  gilt 
sie  auch  für  einen  beliebigen  Teiler  (eZ^)  desselben.^ 

In  der  That:  ist  a  e^  0  (modd  w^,  •  •  •  m^),  so  läfst  sich  a  in  der  Form 

a  =  qwi  +  CjWg  H h  c^nif, 

schreiben ;  ist  aber  zugleich  {d^  ein  Divisor  von  (w^.),  so  hangen  (fe 
Elemente  des  zweiten  Systems  mit  denen  des  ersten  durch  &^ 
Gleichungen  (3)  zusammen.  Ersetzt  man  nun  in  der  Relation  för« 
niyy '  '  '  niu  durch  ihre  homogenen  linearen  Ausdrücke  in  rf^,  •  •  •  ^^  '^ 
ordnet  dann  nach  den  Gröfsen  rf,  so  wird 

«  =  OA  +  9^-^ h  96^6y 

wo  die  Koefficienten  g  oiGfenbar  wiederum  ganzzahlig  sind;  damit  ^ 
unsere  Behauptung  bewiesen.     Dafs  auch  die  Umkehrung  des  Sati*' 
„Ist  ein  Modulsystem  (dj)  in  allen  durch  ein  anderes  (m.)  ^ 
baren  Zahlen   gleichfalls  enthalten,    so  ist   es    ein  Divisor  ^J- 
letzteren" 

Tkeit  hat,  bedarf  kaum  eines  Beweises;   zu   allen  durch  OWf)*^ff 
Zahlen  gehören  ja  in  erster  Linie  die  Glieder  m^,  •  •  •  tw^  seMjc 
d  diese  Vielfache  von  {dj^),  so  gilt  dasselbe  für  das  System  (*}• 
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Diese  Betrachtungen  führen  uns  direkt  zu  einer  wichtigen  Be- 
ziehung zwischen  Modulsystemen,  die  ihr  Analogon  bei  den  einfachen 
Moduln  zunächst  nicht  zu  finden  scheint.  Es  können  nämlich  zwei 
Systeme  (m!)  und  (n^  einander  gegenseitig  enthalten,  wozu  ja  nur 
nötig  ist,  dafs  alle  Elemente  m^.  durch  das  System  (nj  und  umgekehrt 
alle  Elemente  n^^  durch  das  System  (m^.)  teilbar  sind.  So  stehen  z.  B. 
die  beiden  oben  angeführten  Systeme  (6,  9,  39)  und  (18,  21)  in  einem 
solchen  Verhältnis  wechselseitiger  Teilbarkeit,  wie  aus  den  Gleichungs- 
gruppen 

6  =  5-18  — 4. 21  18  =  3-6  +  0. 9  +  0. 39 

9  =  4.18  —  3- 21  21  =  2-6  +  1-9  +  0- 39 

39  =  1- 18  +  1-21 

unmittelbar  hervorgeht. 

Zwei  derartige  Systeme  (m^.)  und  (n^)  wollen  wir  äquivalent 
nennen  und  diese  Beziehung  folgendermafsen  darstellen: 

(iWi,  -  -  -  W^)  ~  (Wj,  -  -  -  Wy) . 

In   Anlehnung   an   die  Resultate   über  die  Teilbarkeit  von  Divisoren- 
svstemen  bekommen  wir  daher  den  Lehrsatz: 

„Zwei  Systeme  (m^  und  (n^^)  sind  einander  dann  und  nur  dann 
äquivalent,  wenn  jedes  von  ihnen  durch  das  andere  teilbar  ist. 
Besteht  femer  eine  Kongruenz  für  das  Modulsystem  (w),  so 
bleibt  sie  richtig,  wenn  wir  an  Stelle  desselben  irgend  ein  ihm 
äquivalentes  (wj  treten  lassen." 

D.  h.:  in  allen  Fragen  der  Kongruenz  kann  ein  System  (m^.)  durch  ein 
anderes  ihm  äquivalentes  ersetzt  werden.     So  ist  z.  B. 

33  =  15    (modd6,9,  39)     und     (modd  18,  21), 

wie  aus  den  Gleichungen 

3=  1-21  —  1-18,        3  =  — 16  +  1-9  +  0. 39 

^line   weiteres  hervorgeht.     Sind  zwei  einfache  positive  ganze  Zahlen 

^  Und  n  gegenseitig  durch  einander  teilbar,  so  ist  notwendig  m  =  n: 

*^  positive  ganze  Zahlen  fällt  also  die  Definition  der  Äquivalenz  mit 

^^r  der  Gleichheit  zusammen.     Aber  schon  wenn  zwei  Zahlen  positiv 

^^T  negativ  genommen  werden  dürfen,  folgt  aus  der  Äquivalenz  von 

**  Und  m  nur,  dafs  m  =  +  n  sein  mufs ;  hier  imterscheiden  sich  dem- 

^^h  äquivalente  Zahlen   höchstens  um  den  Faktor  +  1.     Die  Äqui- 

^^lenz  von  Modulsystemen   bildet   dann  die  konsequente  Erweiterung 

''^er  elementarsten  Verwandtschaft. 
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§2. 

Den  oben  aufgestellten  Lehrsatz  wollen  wir  nunmehr  dazu  be- 
nutzen, ein  System  (m^,  •  •  •  m^)  auf  ein  äquivalentes  von  möglichst 
einfacher  Form  zu  reduzieren.  Das  geschieht  an  der  Hand  der  nach- 
stehenden Fundamentaleigenschaften  der  Divisorensysteme: 

„Ein  System  (m^)  geht  in  ein  äquivalentes  über,  ändert  sich 
also  im  Sinne  der  Äquivalenz  gamicht,  wenn  man  seinen  Ele- 
menten ein  weiteres  tn  hinzufügt,  welches  das  System  {m!)  selbfli 
enthält." 

Ist  nämlich 

(4)  m  =  Ci  Wi  +  Cg  Wg  -| 1-  c^  nif, , 

so  ist  wirklich 

(w,  m^,  • .  .  m,,)  ~  (Wi,  •  •  •  m^); 

denn  einmal  ist  das  erste  System  ein  Teiler  des  zweiten,  weil  dessen 
Elemente  sämtlich  in  ihm  vorkommen,  andrerseits  aber  ist  es  auch  ein 
Vielfaches  desselben,  weil  das  einzige  neu  hinzutretende  Glied  m  nach 
Gleichung  (4)  durch  das  zweite  System  teilbar  ist.  Geht  man  umge- 
kehrt von  (m,  m^y  •  •  •  m^)  aus  und  macht  über  w  wiederum  dieselbe 
Voraussetzung  wie  vorher,  so  erhält  man  auf  Grund  der  obigen  Äqui- 
valenz (4)  den  entsprechenden  Satz: 

„In  einem  Systeme  (m,  w^,  •  •  •  w^)  kann  man  jedes  Element  m 
fortlassen,  welches  durch  das  aus  den  übrigen  gebildete  Modal- 
system (m^ ,  •  •  •  nifi)  teilbar  ist." 

So  ist 

(7, 15,  37)  ~  (15,  37), 

weil  7=  —  21 5 +1-3 7,  also  das  erste  Element  7  ein  Vielfach« 
von  (15,  37)  ist.  Im  Besondem  kann  jedes  Glied  eines  Divisoren- 
systems  schlechtweg  vernachlässigt  werden,  sobald  es  ein  MultipluiD 
irgend  eines  anderen  Elementes  ist;  z.  B.  besteht  die  Äquivalenz 

(6,  12,9,18)- (6,  9), 

weil  die  beiden  Elemente  12  und  18  Multipla  von  6  sind.  Ein  sebr 
naheliegendes  Korollar  der  soeben  gewonnenen  Ergebnisse  lautet: 

„Ein  Modulsystem  (m.)  bleibt  im  Sinne  der  Äquivalenz  nng^ 
ändert,  wenn  man  eine  der  Zahlen  m,  um  ein  beliebiges  Vid- 
faches  einer  anderen  vermehrt  oder  vermindert;" 

an  darf  ja,  ohne  das  System  (w?^,  •  •  •  m„)  im  Sinne  der  Äqni- 
\  verändern,  seinen   Gliedern  ein  {ß  -f-  1)*®*  m^  -j-  tm^  hinja- 
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f&gen,  wo  t  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  und  alsdann  aus  dem  neuen 
Systeme  (n^  '\'  tm^,  nii,  m^,    •  -  w^)  m^  fortlassen  wegen  der  Gleichung 

(f»!  +  hWg,  m^y  •  •  •  nift)  und  (Wj,  m^,  •  •  •  w^)  sind  also  in  der  That 
äquivalent     Betrachten  wir  wieder  das  Beispiel  (6,  9,  39),  so  ist  z.  B. 

(6,  9,  39)  ->  (6,  9,  39  —  4-9)  ~  (6,  9,  3), 

und  da  schliefslich  noch  die  beiden  ersten  Elemente  als  Vielfache  des 
letzten  unterdrückt  werden  können,  so  reduziert  sich  das  System 
(6,9,39)  auf  den  einfachen  Divisor  3. 

Allgemein  lehrt  uns  der  letzte  Satz,  dafs  jedes  Modulsystem 
(»ii,  •  •  •  ntfi)  von  beliebig  vielen  Gliedern  stets  auf  ein  anderes  äqui- 
Talentes  zurückgeführt  werden  kann,  das  nur  aus  einer  einzigen  Zahl  d 
besteht,  weil  wir  es  eben  in  der  Hand  haben,  die  Elemente  durch 
wechselseitige  Subtraktion  beliebig  zu  verkleinern.  Denkt  man  sich 
nämlich  die  positiven  Zahlen  Wj ,  •  •  •  m^  im  Systeme  (m^.)  ihrer  Gröfse 
nach  geordnet,  sodafs 

ist,  80  kann  man  zuerst  etwa  m^  durch  Abziehen  eines  geeigneten  Viel- 
fachen von  Wi  kleiner  als  m^  machen;  in  dem  so  geänderten  äqui- 
valenten Systeme  (m^,  ntj^  —  tm^,  m^,  •  •  •  w^)  kann  man  nun  wieder 
<lie  Elemente  nach  der  Gröfse  ordnen,  d.  h.  m^  —  tm^  an  die  erste, 
^i  an  die  zweite  Stelle  setzen  und  das  neue  äquivalente  System  nun  wieder 
^n  gleicher  Weise  umformen;  in  derselben  Weise  gehen  wir  fort,  und 
*!ragen  dabei  Sorge,  falls  einmal  bei  einer  solchen  Subtraktion  die  Null 
sich  ergiebt,  dieselbe  jedesmal  fortzulassen.  Wird  der  Prozefs  wieder- 
holt, so  lange  noch  wenigstens  zwei  verschiedene  Zahlen  m.  vorhanden 
äuid,  um  sie  nach  ihrer  Gröfse  zu  ordnen,  so  mufs  man  offenbar  zuletzt 
Qach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  zu  einem  Systeme  mit 
fiur  einem  Gliede  d  kommen,  sodafs  wirklich 

(m^,  mg,  •  •  •  w^)  ~  (d)  <^  d 

^^rd;  es  ergiebt  sich  also  das  merkwürdige  Resultat,  dafs  jedes 
^odulsystem  (m^,  Wj,  •  •  •  m^)  einer  ganzen  Zahl  d  äquivalent  ist. 

Die  Beziehung  des  so  gefundenen  einfachen  Zahlenmoduls  d  zu 
i^n  Elementen  (m^,  mg,  •  •  m^)  des  ihm  äquivalenten  Systems  ist 
^icht  anzugeben  und  ergiebt  ein  weiteres  bedeutsames  Resultat.  Da 
^^mlich  sämtliche  Gröfsen  m.  durch  d  teilbar  sein  müssen,  so  ist  d  ein 
j^meinsamer  Divisor  aller  Elemente  m.,  da  aber  auch  umgekehrt  d  das 
System  (m^y  •  •  •  m^)  enthalten  soll,  so  mufs  auch  die  Gleichung 

d  =  (\mi-\ f-  c^^nif, 
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besiehen^  und  aus  ihr  ergiebt  sich  d  als  der  groCste  gemeinsame  Teik 
aller  jener  Zahlen.     Man  erhalt  also  den  FundamentaLsatz: 

^ Jedes  Modulsystem  (m^,  •••  tttu)  ist  dem  grofsten  gemeiDsamen 
Teiler  seiner  Glieder  als  Modul  äquivaleni.^ 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daGs  die  hier  durchgefüluie 
Methode  der  Reduktion  eines  Modulsjstems  mit  dem  bekannten  Eukli- 
dischen Verfahren  zur  Aufsuchung  des  grofsten  gemeinsamen  Divisors 
zweier  oder  mehrerer  Zahlen  vollständig  identisch  ist.  Es  genfigt, 
dieses  für  zwei  Zahlen  Wj  und  m^^  auseinanderzusetzen.  Ist  mj>M{ 
und   bestimmt   man   nach   dem  Muster  Euklids  eine  dritte  Grobe  m, 

darcb  die  Relation 

iWi  —  g^  M,  +  »i,  =  0, 
so  ist 

IM.       0    (modd  mj,  fw^i,         Wj    J  0    Cmodd  m^,  m,), 

und  daraus  folgt  die  Äquivalenz 

(wij,  IM,)  ~  {m^,  IM,,  1M3)  ^  (im,,  im,;, 

wo  nunmehr  im«  und  m^  kleiner  sind  als  die  Elemente  des  ursprüng- 
lichen Systems,  fahrt  man  in  der  gleichen  Weise  fort,  so  gelangt 
man  schliefslich  mit  Notwendigkeit  zu  einem  äquivalenten  Syst^ne 

u/,0)r>orf, 

<1.  L  d  ist  der  groCste  gemeinsame  Teiler  von  m^  und  f»,. 

Zum  Abschlüsse  dieser  auf  die  Zahlen  bezüglichen  üntersuchongen 
seien  noch  zwei  Folgerungen  erwähnt,  die  besonders  deutlich  erkennen 
lassen,  wi*-  eng  die  neu  eingeführten  Definitionen  der  Teilbarkeit  und 
Äquivalenz  von  Modulsystemen  mit  dem  einfiEu^hsten  Begriffe  der  Kon- 
gruenz verbunden  sind: 

\^  „Von  zwei  Modulsystemen  ( wii ,  •  •  •  im^^)  und  (di,'--d^)  ist  das 
eine  dann  und  nur  dann  ein  Divisor  des  anderen,  wenn  der 
gröfste  gemeinsame  Teiler  M  der  Elemente  m.  ein  Vielfeches 
des  grofsten  gemeinsamen  Teilers  I)  der  Elemente  d^  ist." 

Denn  es  ist  ja 

^1«, ,  •  •  •  m„^  -^^^^f         1^1  >  •  •  •  ^i)  ~  (-D), 

und  nur,  wenn  die  Zahl  M  ein  Multiplum  von  D  ist,  enthält  das 
System  {^iH  das  zweite  »/)). 

!?)  „Zwei   Systeme   \m.\  und     i*^»   sind   dann  und    nur  dann  äqui- 
valent, wenn  ihn^  Theiler  ^[  und  JV  einander  gleich  sind." 
Somit  kann  z.  B.  di»*  vorher  direkt  bewiesene  Äquivalenz  der  Systeme 
H»,  l\  :^i>^   und    i^lS,  21")    solum   daraus  ireschlossen  werden,    dab  ihff 
Klenit'nto  denselben  ifriUsten  iremoinsamen  Divisor  3  besitzen. 


§  3.   Theorie  der  ganzzahligen  Formen.  151 

4 

Aus  den  zuletzt  gegebenen  Ausführungen  folgt  nun,  dafs  die 
Theorie  der  Modulsysteme  mit  ganzzahligen  Elementen  praktisch  über- 
flüssig ist,  da  sie  vollkommen  durch  die  Betrachtung  der  ihnen  äqui- 
valenten gewöhnlichen  Divisoren  ersetzt  werden  kann.  Ganz  anders 
aber  gestaltet  sich  diese  Frage,  sobald  wir  später  an  Stelle  der 
natürlichen  Zahlen  den  Bereich  der  ganzzahligen  Funktionen  einer  oder 
mehrerer  Unbestimmten  zu  Grunde  legen. 

§3. 

Ehe  wir  an  jene  allgemeineren  Aufgaben  herantreten,  wollen  wir 
die  Systeme  ganzzahliger  Moduln  noch  in  einem  neuen  interessanten 
Zusammenhange  betrachten,  den  wir  bis  zu  einem  gewissen  Grade  auch 
als  eine  praktische  Verwertung  derselben  ansehen  können.  Es  sei 
(f»!,  Wj,  •  •  •  Mft)  ein  beliebiges  Divisorensystem,  dann  betrachten  wir 
die  aus  seinen  Elementen  gebildete  Linearform: 

M  =  m^x^  +  ^2  ^2  H ^  ^fi^fif 

in  der  x^,  x^,  -  *  >  Xfi  unbestimmte  Variable  bedeuten.  Legt  man  dann 
x^y '  '  •  Xf^  unabhängig  von  einander  alle  positiven  und  negativen  ganz- 
zahligen Werte  bei,  so  durchläuft  M  alle  und  nur  diejenigen  ganzen 
Zahlen,  welche  das  zugehörige  Modulsystem  (m^,  Wg,  •  ••  w^)  enthalten. 
Aus  diesem  Grunde  können  und  wollen  wir  jene  Linearform  für 
variable  Werte  von  x^^  •  -  -  Xf^  als  B/cpräsentanten  jenes  Divisoren- 
systemes  (m^  ansehen,  und  nun  weiter  darlegen,  in  welcher  Weise 
sich  die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Modulsysteme  gefundenen 
Resultate  nun  auf  die  zugehörigen  Linearformen  übertragen  lassen. 
So  sagen  wir  zunächst  von  zwei  Formen 

M=  m^x^  +  m^x^  +  •  •  •  +  *^a«^^ 

^=  ^lyi  +  ^2y2  + — h^d^rf, 

es  ist  die  zweite  in  der  ersten  enthalten,  wenn  (d^,    •  ■  d^)  ein  Teiler  von 
(»ii,--!»^)  ist  oder  also,  wenn  die  ii  Gleichungen 


m 


=  cfX+c^>d,+  ...  +  cWrf, 


^it  ganzzahligen  Koefficienten  c*'  bestehen.     Dieser  Definition    kann 
^an  jetzt  aber  eine  andere  und  viel  naturgemäfsere  Fassung  geben. 
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Multipliciert  man   nämlich   die  Ausdrücke  rechts  und  links  der  Buhe 
nach  mit  x^^x^y-  -  -  x^  und  addiert,  so  ergiebt  sich 

d.  h.:  es  läfst  sich  die  Form  D  dadurch  in  M  überführen,  dafs  min 
ihre  Unbestimmten  y^y'-y^  vermittelst  der  Relationen 

y,^c^^'x,  +  cfx,  +  ...  +  c'i-'x^ 


ye-cfx.  +  cfx^  +  .-.  +  c^i^'x^ 

durch  homogene  lineare  Funktionen  von  x^y-'-Xf^  ersetzt.  Umgekehrt 
ist  leicht  zu  erkennen ,  dafs  das  zur  Form  M  gehörige  DiYisoren- 
system  (m^.)  ein  Vielfaches  desjenigen  von  (dj  ist,  sobald  durch  eine 
solche  Substitution  für  y^,  •  •  •  y^  D  in  M  übergeht.  Hiermit  haben 
wir  nun  eine  tiefere  Einsicht  in  die  Beziehungen  der  Linearfoimen 
unter  einander  gewonnen,  als  ursprünglich  durch  den  rein  äoIseiiielMn 
Zusammenhang  derselben  mit  den  entsprechenden  DivisorensysteDMn 
erzielt  wurde,  und  haben  gleichzeitig  für  die  Begriffe  der  TeilbaiMt 
und  Äquivalenz  von  Formen  eine  immanente  Definition  gefanden: 

„Eine  Form  M  ist  dann  und  nur  dann  ein  VielSaches  einer 
anderen  D,  wenn  sie  aus  der  letzteren  durch  eine  ganzsahlip 
homogene  lineare  Substitution  erhalten  werden  kann.  Zwe 
Formen  M  und  N  sind  einander  äquivalent,  wenn  sich  jede  tob 
ihnen  durch  eine  derartige  Substitution  in  die  andere  trans- 
formieren läfst." 

Unter  einer  primitiven  oder  Einheits-Form  verstehen  wir  eine  Fora 

deren  Koefticienten  relativ  prim  sind,  für  die  das  System  (iWj,  •••«,1) 
also  der  1  äquivalent  ist.  Eine  solche  ist  eben  vermöge  dieser  ihi« 
EigtMitümliohkeit  in  allen  anderen  Formen  enthalten  und  nimmt  cUw 
in  ihnnn  liebieto  dioselW  Stellung  ein,  wie  +  1  im  Reiche  der  natür- 
Hohe  Zalilen.  Sie  ist  auch  dadurch  charakterisiert,  dafs  sich  för  ili» 
X'ariablen  a\,  -  -  x^  ganze  Zahlen  u^,  •  <i«  angeben  lassen,  & 
ihr  don  Wert  l  geWn;  denn  das  schon  mehrfiEu:h  benutzte  Eukli* 
disohe  Vorfnhrtni  lehrt  ja  tur  jtnlos  teilerfremde  System  mi,"  mf^  steU 
u  Zahlen  n,.  <i^,  -  ••  <i„  so  Wi^timmen,  dafs  die  Gleichung 

<h  '**i  +  <H  w*t  +  •  *  *  4-  «'-  "*-  ^  ^ 
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erf&Ut  ist.  Ziehen  wir  daraus  die  Konsequenz  für  eine  beliebige 
Linearform  Jkf,  so  dürfen  wir  derselben,  wie  der  Einheitsform  die 
Zahl  1,  den  gröfsten  gemeinschaftlichen  Teiler  d  ihrer  Koef&cienten 
zuordnen  und  sie  diesem  in  gewissem  Sinne  äquivalent  setzen.  Schreibt 
man  nämlich 

M  =  m^Xi  H h  mf^Xf,  =  d(miXi  -\ \-  w^rr^) 

und  beachtet,  dafs  m^y-^-mfi,  jetzt  keinen  Divisor  mehr  gemeinsam 
haben,  so  besteht  die  Gleichung 

M  =  d'E, 

und  nehmen  wir  JE  ~  1  an,  so  ist 

dabei  sehen  wir  eine  Form  als  äquivalent  einer  Zahl  an,  wenn  sie  sich 
von  dieser  nur  um  eine  Einheitsform  unterscheidet. 
Femer  kann,  weil 

d <^  {m^ytn^y  •  •  •  Wyu),    m.  =  dm^ 

igt,  jede  Form 

M=n^x^  H 1-  m^^Xf, 

auf  die  äquivalente  Form  d  •  y  von  nur  einer  Unbestimmten  reduciert 

▼erden.     In  der  That  existieren  immer  ^l  ganze  Zahlen  04,  •  •  •  a^,  für 

die  M  den  Wert 

m^a^  +  WgOs  + \-  m^a,,  =  d 

annimmt,  und  aufserdem  geht  die  Form  d  •  y  durch  die  ganzzahlige 

Substitution 

y  =  m^Xi  H \-  m^Xf, 

in  die  Form  M,  die  letztere  durch  die  entsprechende  Substitution 

a:.=  a.y 

in 

yifh'^i  H h  (^lA'nif,)  =  d'y 

Ober. 


Dreizehnte  Vorlesung. 

Die  Kationalitätsbereiche.  —  Allgemeine  Theorie  der  Moduls jsteme.  —  Allgemene 
Theorie  der  Formen.  —  Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  scweier  Divisorensysteme;, 
—  Die  Komposition  der  Modulsysteme.  —  Anwendungen.  —  Die  VeraUgemeineniBg 

des  Fermatschen  Theoremes. 

§  1. 

Wir  wenden  uns  jetzt  jener  Erweiterung  unseres  Forsehimgi* 
gebietes  zu,  auf  die  wir  am  Schlüsse  des  §  2  der  vorigen  Vorlesoog 
hindeuteten. 

Es  sei  JR  eine  vorgelegte  unbestimmte  Gröfse.  Verbinden  wir 
diese  dann  mit  sich  selbst  auf  alle  möglichen  Arten  durch  die  elemea- 
taren  Rechnungsoperationen  der  Addition,  Subtraktion,  Multiplikatioi 
und  Division,  so  gelangen  wir  zu  einem  Bereiche  von  Gröfsen,  i 
insofern  vollkommen  in  sich  abgeschlossen  ist,  als  seine  Individneo 
sich  stets  durch  die  genannten  Operationen  reproducieren.  SiiJ 
nämlich  O(^)  und  ^(SR)  irgend  welche  Elemente  jenes  Bereiches, » 
gehören  ja  auch 

0  +  ^,     0  —  ^,     0    ^,     ^ 

demselben  Bereiche  an,  das  letzte  mit  der  ein-  für  allemal  festzahaliffi' 
den  Mafsgabe,  dafs  ^(9i)  nicht  gleich  0  sein  darf 

Die  Gesamtheit  aller  so  entstehenden  Gröfsen  soll  der  durdiS 
konstituierte  Ilationalitätsbereich  heifsen  und  mit  (JR)  bezeichnet  weKta« 
Offenbar  gehören  ihm  zunächst  alle  Potenzen 

1,  SR,  W,"^, 

Mu,  die  erst*;   derselben,  weil  1  =  ^^  ist,  und  da  jede  von  diesen  B» 

^ii^h  nnlhni  oder  mit  einer  anderen  durch  beliebig  oft  wiederholte  Ai- 
rfftion  lind  Subtraktion  zusammengesetzt  werden  kann,  so  folgt  daasd^ 
M9U:h  für  Mämtliche  ganze  Funktionen  von  9i 
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leren  Koefficienten  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind. 
Slii  sie  schliefsen  sich  endlich  noch  alle  rationalen  gebrochenen  Funk- 
donen 

^    ^        9(^)         bQ+  b^di-\ hK^""  ' 

n  denen  a^,  -  -  -  Om  und  b^,  -  -  -hn  wiederum,  wie  stets  im  folgenden, 
^nze  positive  oder  negative  Zahlen  bedeuten. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  ohne  weiteres  klar,  dafs  (9i)  aufser  den 
angegebenen  keine  neuen  Gröfsen  mehr  enthalten  kann;  denn  wenden 
nrir  auf  irgend  zwei  rationale  Funktionen  unseres  Bereiches 

aoclimals  die  vier  der  Voraussetzung  nach  gestatteten  Rechenoperationen 
an,  so  läTst  sich  das  Resultat  immer  wieder  auf  die  Form  einer  ratio- 
nalen gebrochenen  Funktion  mit  ganzzahligen  Koefficienten  bringen. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

„Der  Rationalitätsbereich  (9i)  umfafst  alle  rationalen  Funktionen 
von  SR  mit  ganzzahligen  Koefficienten  und  nur  diese." 

Allerdings  könnten,  wie  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  auch  die  ratio- 
nalen Funktionen 


F(9i)  = 


ßo  +  ßl^+-'+ßn^'' 


mit  gebrochenen  Koefficienten  hinzugenommen  werden;  doch  würde 
man  dann  sofort  imstande  sein,  sie  durch  Multiplikation  mit  dem 
Generalnenner  von  ocq,  -  -  -  a„,,  jS^,  •  •  •  ßn  in  Funktionen  der  vorher  be- 
trachteten Art  umzuwandeln. 

Da  sich  somit  alle  Gröfsen  des  Rationalitätsbereiches  (9i)  als 
Qnotienten  ganzer  ganzzahliger  Funktionen  beliebigen  Grades  von 
8i  darstellen,  so  dürfen  wir  uns  bei  der  Untersuchung  auf  die  letzteren 
allein  beschränken,  analog,  wie  die  Theorie  der  rationalen  Brüche  in 
jener  der  ganzen  Zahlen  mit  inbegriffen  ist. 

Auch  die  ganzen  ganzzahligen  Funktionen 

*>Uden  einen  in  sich  abgegrenzten  Bereich,  dessen  Elemente  sich  durch 
Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation,  nicht  aber  durch  die  Division, 
^eder  erzeugen.  Wir  haben  hier  ein  Teilgebiet  von  (9t)  und  wollen 
^selbe  zur  Unterscheidung  von  jenem  den  zu  91  gehörigen  Integritäts- 
Bereich  nennen  und  durch  [9i]  bezeichnen.  Wird  speziell  die  unbe- 
stimmte Gröfse  9i  gleich  1  gewählt,  so  fällt  der  Rationalitätsbereich  (9i) 
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mit  dem  der  gewöhnlichen  rationalen  Brüche,  der  Integritatsbereieh  [X] 
mit   dem    der   ganzen  Zahlen  durchaus  zusammen ,   und  man  erkennt 
daraus,  wie  die  neuen  Definitionen  sich  in  konsequenter,  naturgemalser 
Weise  auf  die  ersten  arithmetischen  GrundbegriflFe  aufbauen. 
Es  seien  nun  allgemein 

n  beliebige  unbestimmte  Gröfsen,  so  soll  jetzt  der  Gesamtkomplex  aller 
durch  die  erwähnten  elementaren  Rechenoperationen  aus  ihnen  herror- 
gehenden  Ausdrücke  ebenfalls  unter  dem  Namen  des  Rationalitats- 
bereiches 

zusammengefafst  werden.  Genau  wie  vorher  gehört  dann  demselben 
jede  ganze  ganzzahlige  Funktion  der  Elemente  91, 


m 


an,  so  wie  weiter  auch  jede  gebrochene  rationale  Funktion 

in  der  Zähler  und  Nenner  ihrerseits  Funktionen  der  ersteren  Art  sini 
Auch  hier  ist  damit  der  Umfang  des  Bereiches  erschöpft,  und  es 
gilt  der  Satz: 

„Der  durch  die  Unbestimmten  SR',  •  •  •  SR^")  konstituierte  Ratio- 
nalitätsbereich  umfafst  alle  und  nur  die  rationalen  Funktionen 
von  9i',  •  •  •  SR^"^  mit  ganzzahligen  Koefficienten." 

Es  ist  endlich  ebenso  leicht  einzusehen,  wie  im  Falle  eines  einzigen 
SR,  dafs  man  sich  auf  die  Behandlung  der  ganzen  ganzzahligen  Funk- 
tionen von  SR',  • .  •  SR^**^  beschränken  darf  und  dafs  die  letzteren  abennAk 
einen  Teilbereich  für  sich  bilden,  dessen  Individuen  sich  nur  durch 
Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  aus  einander  ergeben.  Wir 
nennen  diesen  Bereich  den  zu  SR',  SR",  •  •  •  SR^"^  angehörigen  Iniegritäs- 
bereich  und  bezeichnen  ihn  durch  [SR',  SR",  •  • .  SR^"^]. 

§2. 

Ist  M  irgend  eine  Gröfse  des  Bereiches  fSR',  •  •  *  SR^*^],  so  heifstein 
anderes  Element  Ä  desselben  Integritätsbereiehes  teilbar  durch  M  oder 

ein  Vielfaches  dieser  Gröfse,  wenn  der  Quotient  -^  selbst  ganz  ist,  also 

ebenfalls  in  [SR',  •  •  •  SR^*»)]  vorkommt.    Es  ist  in  dem  Falle  Ä  =  C'Mi 
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drücken  auch  hier  diese  Beziehung  unter  Abstraktion  yon  dem 
klanglosen  Multiplikator  C  durch  die  Kongruenz 

^  —  0  (mod  M) 

ie  früher  im  Gebiete  der  natürlichen  Zahlen,  gelten  jetzt  für 
Bren  Bereich  der  ganzen  Funktionen  beliebig  vieler  Variablen 

•  die  Kongruenz  ausgesprochenen  Sätze  und  Beweise, 
wollen  jetzt  aber  die  vorher  für  Zahlen  gefundene  Erweiterung 

igruenzbegrifFes     auch     auf    die    hier    betrachteten    Bereiche 

•  •  •  W^^  übertragen,  wir  werden  dann  sehen,  dafs  dieselben  hier 
erflüssig,  sondern  für  die  Erkenntnis  der  hier  geltenden  Ge- 
bedingt notwendig  sind.  Es  seien  also  M^,  M^,  *  *  •  M^^  fi 
röfsen  des  Rationalitätsbereiches  (9i',  •  •  •  9?^")).  Dann  werden 
prechend  alle  diejenigen  seiner  Elemente  A  in  einer  Gruppe 
n,  welche  in  der  Form: 

en  Koefficienten  C^,  -  •  -  Cf^  darstellbar  sind.   Jede  solche  Gröfse 
dann  durch  das  Modulsystem 

der  es  genügt  der  Kongruenz 

^  =  0  (modd  -Ml,  Jf^,  •  •  •  -M"^). 

erzeugen  sich  auch  die  Gröfsen  A,  die  unser  System  ent- 
itlich  durch  die  Operationen  der  Addition,  Subtraktion  und 
ation  und  bilden  insofern  wiederum  einen  in  sich  abge- 
en  Bereich  von  Individuen,  zu  denen  auch  stets  die  0,  sowie 
lere  jedes  der  Elemente  Jf^,  •  •  •  -3f^  selber  gehört, 
id  A'  heifsen  kongruent  für  das  Divisorensystem  (Jf^,  •  •  •  JW^), 
e  Differenz  A  —  A'  ein  Multiplum  desselben  ist;  es  vertritt 
5r,  wie  früher,  die  Kongruenz 

A't--.A  (modd  iKi, . . .  JJf^) 

chung  von  der  Form: 

A'  =  A+  C,3I,  +  •  .  .  +  C^M^y, 

Ibst  durch  (M^,  •  •  •  i¥^)  teilbar,  so  ist  wie  oben 

A'  EEi  0  (modd  M,  -  "  M^) 

auch    bei    der    soeben    angegebenen    Verallgemeinerung   des 
izbegrifl*es  die  Axiome  „Jede  Gröfse  ist  sich  selbst  kongruent" 
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und  „Wenn  zwei  Gröfsen  einer  dritten  kongruent  sind,  so  sind  sie  es 
unter  einander"  fortbestehen,  dafs  also  die  Grundbedingungen  alk 
Äquivalenz  erfüllt  geblieben  sind,  bedarf  keiner  näheren  Auseinand»- 
setzung. 

Ebenso  wie  man  in  den  Elementen  der  Zahlentheorie  den  ge- 
wöhnlichen ganzen  Zahlen  die  Modulsysteme  (Wj,  •  •  •  m^)  hinzufügte 
und  mit  ihnen  wie  mit  ganzen  Zahlen  rechnete,  können  wir  es  auch 
in  dem  umfassenderen  Integritätsbereiche  [SR',  *  *  SR^"^J  t^^^^?  ^^  ^* 
dem  wichtigen  Unterschiede,  dafs  jenes  Gebiet  hier  eine  bedeutsame 
und  unbedingt  notwendige  Erweiterung  und  Ergänzung  durch  jene 
Adjunktion  erfahrt,  während  dieselbe,  wie  wir  gesehen  hatten,  fSr  das 
Zahlenreich  keine  Ausdehnung  ergab. 

Es  handelt  sich  zunächst  wieder  darum,  die  alten  Festsetzungen 
und  Ergebnisse  über  ganzzahlige  Modulsysteme  auf  diejenigen  unseres 
jetzigen  Bereiches  zu  übertragen.     Sind  bei  zwei  Modulsystemen 

(M„  . . .  M,),      (A,  •  •  •  J5,) 

alle  Glieder  M.  des  ersten  durch  das  zweite  (D^)  teilbar,  bestehen 
die  fi  Kongruenzen 

(1)  M.  =  0  (modd  A;  *  • '  -D^)  (.«i^s,    A 

so  heifst  (-3f .)  ein  Vielfaches  von  (Dj^  oder  das  letztere  ein  Teiler  des 
anderen.     Hieran  knüpft  sich,  wie  früher,  unmittelbar  der  Lehrsatz: 

„Jede  Kongruenz 

(2)  AO  (modd  M^,      •  3/^) 

bleibt  bestehen,  wenn  das  System  (Jüf.)  durch  einen  beliebigen 
seiner  Teiler  {D^  ersetzt  wird,  d.  h.  es  ist 

A^.O  (modd  Dl,...  D^) 

eine  notwendige  Folge  der  ursprünglichen  Kongruenz.  Besteht 
umgekehrt  jede  Kongruenz  für  das  System  (-3f.)  auch  für  ein 
anderes  (DJ,  so  ist  letzteres  ein  Divisor  von  (-M^ " 

In  der  That  vertritt  ja  die  Kongruenz  (2)  eine  Gleichung 

deren  rechte  Seite  durch  (DJ  teilbar  ist,  weil  alle  Gröfsen  Jf^,  •••-¥« 
nach  Voraussetzung  jenes  Divisorensystem  enthalten.  Ist  ander«8öb 
jede  Kongruenz  modulis  ( ilf .)  auch  für  das  System  (DJ  erfüllt,  ^ 
geht  die  Teilbarkeit  von  (3/.)  durch  (DJ  direkt  aus  den  ft  ILoiiffOtVf 
(1)  hervor.  —  Speziell  ist  ein  beliebiges  Divisorensystem  (JQ  !■■ 
ein    Vielfaches    des    Einheitssystemes ,    dessen     einziges 
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Fügt  man  den  Gröfsen  Jf^,  •  •  •  M^^  eines  Systemes  (if.)  irgend 
)  Gröfse  Mq  hinzu,  so  ist  das  entstehende  System  {M^,  M^"-  M,^) 
mal  ein  Teiler  von  (-3f.),  wie  die  Gleichungen 


M^  =  0'Mq  +  0'M^  + -i-l'M^ 

•en. 

,,Zwei  Systeme  (M^)  und  (N^^)  heifsen  äquivalent,  wenn  jedes 
.  im  anderen  enthalten  ist;  jede  Kongruenz  modulis  (3f.)  bleibt 
für  ein  äquivalentes  Modulsystem  (N^)  bestehen.  Umgekehrt 
sind  zwei  Systeme  immer  dann  äquivalent,  wenn  jede  Kongruenz 
für  das  eine  auch  für  das  andere  giltig  ist." 

Z.  B.  ist 

(21913  ^  14912  ^  4gi^  79^2  _|.  33^)  _  (39^2  ^  59^^  291«  —  3t) 

en  der  beiden  Gruppen  von  Gleichungen: 

t»  4.  14912  +  491  =  (39l«  +  59i)  (39i  +  l)  +  (29i^  — 9i)  (69i  +  1) 
79i«  +  39i  =  1  (3912  +  59t)  +  2  (29i«  —  9i) 

T  +  591  =  2(21 9i»  +  149t*  +  49t)  —  (79t*  +  39t)  (69t  +  1) 
'3t^-    91  =  (21 9t»  +  149t*  +  49t)  (— 1)  + (791*  + 39t)  (39t +  1). 

„Jede  ein  Modulsystem  (J/j,  •  •  •  3f^)  enthaltende  Gröfse  Mq 
kann  seinen  Elementen  hinzugefügt  werden,  ohne  es  im  Sinne 
der  Äquivalenz  zu  ändern,  und  andererseits  darf  ein  Element  Mq 
aus  einem  Systeme  {Mq,  M^,  •  •  •  -3f^)  ohne  weiteres  weggelassen 
werden,  falls  es  durch  das  aus  den  übrigen  Gliedern  gebildete 
Modulsystem  (itf^,  •  •  •  Mfj)  teilbar  ist." 

Denn  ist 

Mq  =  C^M^  +  C,3f,  +  . .  •  +  C^M^, 

st  offenbar 

die  einzige  auf  der  linken  Seite  hinzugekommene  Zahl  Mq  nach 
lussetzung  ein  Multiplum  von  (3/.)  ist  und  somit  die  Glieder  eines 
a  der  beiden  Systeme  das  andere  enthalten.  Dieselbe  Äquivalenz 
k  uns  bei  Annahme  der  Gleichung  (3)  die  Berechtigung,  in 
,  -äfj,  •  •  •  Mft)  das  Element  Mq  einfach  zu  unterdrücken.  Aus  diesem 
ide   sind   samtliche  Systeme,   in   welchem    die   1    vorkommt,    der 
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Zahl  1  äquivalent^  weil  alle  Gröfsen  Vielfache  derselben  sind,  d.  h.  es 
ist  stets: 

(1,  jf.,...jf^)~(i)~i. 

§3. 

Auch  für  einen  beliebigen  Rationalitätsbereich  kann  man  nun  in 
Stelle  eines  Divisorensystems  (Jf^,  •  •  •  3f^)  die  zugehörige  homogene 
Linearform 

fw  ^  a?! iHfj  +  •  •  •  +  ^n^iA 

betrachten^  deren  Eoefficienten  Jlf.  die  Elemente  des  Modulsysiemes 
sind^  und  auf  diese  alle  Eigenschaften  der  Modulsysteme  übertragen. 
So  erhalten  wir  die  nachstehenden  Sätze: 

„Eine  Gröfse  M  ist  durch  die  Linearform  m  teilbar,  wenn  sie 
das  aus  den  Eoefficienten  derselben  gebildete  Modulsystem 
(üfi  •  •  •  Mf^  enthält,  wenn  also  eine  Gleichung 

M=C,M^  +  ''-  +  C^M^ 

besteht,  in  der  C^,  -  -  -  Cf^  irgendwelche  ganze  Grofsen  des  Be- 
reiches bedeuten," 

oder  anders  ausgesprochen: 

„Eine  Gröfse  M  ist  durch  eine  Linearform  teilbar,  wenn  sie  ans 
letzterer  dadurch  hervorgeht,  dafs  man  den  Variablen  a?!,--^^ 
geeignete  ganze  Werte  des  Bereiches  beilegt." 

Von  zwei  Formen 

n  =  yiN^  H \-y^K 

ist  die  erste  ein  Vielfaches  der  zweiten,  wenn  ihr  Eoefficientensystem 
(Mj^j  •  •  •  Mft)  dasjenige  der  andern  (JVi,  •  •  •  N^)  zum  Teiler  hat.  bt 
dies  aber  der  Fall,  bestehen  somit  allgemein  die  Gleichungen 

so  überzeugt  man  sich  genau  ebenso,  wie  vorher  bei  Formen  des  natür- 
lichen Zahlenbereiches,  dafs  die  enthaltene  Form  n  durch  eine  linear« 
Substitution  mit  ganzen  Eoefficienten 

1  =  1 

in  m  übergeführt  werden  kann  und  dafs  umgekehrt  auch  die  zwöb 
Beziehung  die  erste  nach  sich  zieht.     D.  h.: 
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,^ine  Linearform  ist  in  einer  anderen  dann  und  nur  dann  ent- 
halten  y  wenn  sie  durch  eine  lineare  Transformation  ihrer  Un- 
bestimmten mit  ganzen  Koefficienten  in  jene  übergeht/^ 

Formen  sind  äquivalent ,  wenn  die  zugehörigen  Modulsjsteme  es 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  jede  von  ihnen  ein  Multiplum  der 

ren   ist.     Das    Kriterium   für   die  Äquivalenz  von   Formen  lautet 

lach: 

,,Zwei  Linearformen  sind  einander  dann  und  nur  dann  äqui- 
valent, wenn  jede  in  die  andere  durch  eine  homogene,  lineare 
Substitution  mit  ganzen  Koefficienten  transformiert  werden  kann." 


§4. 

Unter  einem  gemeinsamen  Teiler  zweier  ganzen  Zahlen  m  und  n 
anden  wir  jede  Zahl  d,  die  zugleich  in  m  und  n  enthalten  ist, 
zeigten  dann,  daTs  diese  alle  mit  den  sämtlichen  Teilern  einer  be- 
uten ganzen  Zahl  d  identisch  sind.  Die  letztere  aber  gehört  selbst 
len  Zahlen  d  und  wurde  deshalb  der  gröfste  gemeinsame  Divisor 
m  und  n  genannt.  Wörtlich  dasselbe  Resultat  bekommt  man, 
i  man  nach  den  gemeinsamen  Teilern  zweier  Modulsysteme 

;  jedoch  kann  hier  die  Antwort  in  einer  viel  einfacheren  Form 
b  den  folgenden  Satz  gegeben  werden: 

„Jedes  in  (M)  und  (N)  zugleich  enthaltene  Divisorensystem 
( Dj ,  •  •  •  D^)  ist  ein  Teiler  des  aus  den  Elementen  von  beiden 
Systemen  (M)  und  (If)  gebildeten  Systemes 

welches  daher  auch  hier  der  gi-öfste  gemeinsame  Teiler  von  (M) 
und  (N)  genannt  wird.^ 

er  That  ist  zunächst  sowohl  (-M),  wie  (JY)  ein  Vielfaches  unseres 
3ines  (Jf,  JV),  weil  ja  sämtliche  Glieder  M.  und  N^  unter  denen 
{M,  N)  vorkommen,  also  durch  dasselbe  teilbar  sind.  Anderer- 
enthalten unter  der  gemachten  Voraussetzung  alle  Gröfsen  M. 
Nj^y  d.  h.  auch  alle  Elemente  von  (Jlf,  N),  das  System  (D^,  •  •  •  Z)^), 
letzteres  ist  somit  wirklich  stets  ein  Divisor  von  (M,  N).  So 
z.  B.  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  (28,  42)  und  (21,  63) 

1 

(28,42,  21,  03) 

on«cker,  Zahl«ntheorie.    I.  11 
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dargestellt^  ist  demnach  äquivalent  7,  wie  denn  auch  in  der  Thit 

(28,  42)->7,      (21,  63)*- 21, 

und  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  7  und  21  gleich  7  ist.    Eni- 
sprechend  läfst  sich  unsere  Behauptung  fär  die  drei  Systeme 

{a^^x^  —  5x  +  3,ar'-\-2a^  —  lx  +  4),  (ar'  —  x,  7a^  +  a^  —  lx-l) 

und 

(a^^ai^  —  5x  +  S,  ji^ -{- 2x^  —  Ix  +  4,  x^  —  x,  Tar^  +  x'  —  lx-l) 

yerificieren.     Bei  Zerlegung  der  Elemente  in  ihre  Linearfaktoren  ff- 
giebt  sich 

{(x—iy(x+i\(x—iy{x+^r^(x-iy{x+3,x+4)r^(x-\f 

{(x^—l)x,  {x^  —  l)  {Ix  +  1))  r^  (x^  —  l)  (x,lx  -{-  1)  r^  (a^  -l\ 

während   man   sich    durch  direkte  Reduktion  leicht  dayon  übeneog^ 
dafs  das  dritte  Moduls jstem  äquivalent: 

((«-!)«,  (a^-1))  '^{x-l){x-\,x  +  l)r^{x-\)  (2,x-\\ 

d.  h.   wirklich   dem   gröfsten   gemeinsamen   Teiler   von  {x  —  1)*  ani 
X?  —  1  äquivalent  ist. 

§5. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  sogenannten  Komposition  der 
Modulsysteme,  die  wir  als  eine  Verallgemeinerung  der  einlacta 
Multiplikation  auffassen  müssen.     Hierbei  setzen  wir  zwei  Systeme 

(Jf)  =  (JWi,  •  •  • -M.),    (JV)  =  (2V„  . . .  JV,) 

ZU  einem  dritten  (M)  (N)  zusammen,  dessen  Elemente  aus  den  sämt- 
lichen Produkten 

bestehen,  und  nennen  das  so  gebildete  System  aus  {M)  und  (JV)  fe*" 
poniert  und  diese  die  Komponenten  von  (Jf)  (iV).  Dals  die  fioi* 
finierte  Komposition  thatsächlich  eine  richtige  Verallgemeinerung  J* 
Multiplikation  ist,  beweist  sofort  der  Spezialfall,  in  welchem  die  Koi* 
ponenten  nur  je  ein  Element  Mq  und  Nq  besitzen,  in  welchem  also  te 
neue  Begriff  mit  dem  der  Multiplikation  zusammenfällt.  Selbsfcvc'' 
ständlich  ist  auch  hier  das  Kommutationsgesetz  erfüllt,  d.  h.  das  Kfli'l 
Positionsergebnis  ist  unabhängig  von  der  Brcihenfolge  der  Komponeflir 

{M)  (N)  ~  (N)  (M). 
Zunän'    '   -i\t  nun  der  wichtige  Satz: 
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komponiert    man    zwei    äquivalente   Systeme   mit   einem    und 
demselben  dritten,  so  erhält  man  wiederum  äquiralente  Systeme  « 

enn  ist 

{M„  •  •  ■  Jlf^)  ~  {M[,  ■  ■  ■  M;-), 

bestehen  die  zwei  Gruppen  von  Gleichungen 

denen  die  Eoefficienten  C.  ^  und  C^  ^  ganze  Zahlen  sind.  Multipli- 
Biren  wir  alle  jene  Relationen  nach  einander  mit  sämtlichen  Gliedern 
cies  beliebigen  Modulsystemes  (N)  =  (N^,  -  -  •  N^\  so  ergiebt  die  erste 
BÜe  von  Gleichungen  die  Teilbarkeit  von  (M')  (N)  durch  (M)  (iV), 
e  zweite  die  Teilbarkeit  von  (Jf)  (N)  durch  (M')  (iV),  beide  zu- 
■mmengenommen  ergeben  daher  die  Äquivalenz 

{]!£)  (X)  =  (. . .  Mj^N^ ...)-'  {M')  (iV)  =  (. . .  m:N^  •  •  •). 

Als  unmittelbare  Folge  aus  dem  vorigen  erhalten  wir  dann  das 
"^dere  Theorem: 

,^t 

(M)^(M')    und    (N)<^(N'), 
so  ist 

^nn  eine  zweimalige  Anwendung  des  ersten  Satzes  giebt  uns  die  Aqui- 

alenz: 

(M)  (N)  -  (3f' )  (N)  ~  (Jf' )  (iV^O- 

Aus  den  letzten  Resultaten^  die  zugleich  eine  Erweiterung  des 
undamentaltheorems  ^^Gleiches  mit  Gleichem  multipliziert  giebt  Gleiches" 
>ieten,  erhellt  nochmals  recht  deutlich^  dafs  es  sich  in  der  Komposition 
fon  Systemen  um  eine  notwendige  und  naturgemäfse  Verallgemeinerung 
ier  Zahlenmultiplikation  handelt.  Denn  bei  zwei  ganzzahligen  Modul- 
systemen (w^,  •  •  •  ntfi)  und  (n^,  •  •  •  w^),  die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen, 
'iÄmlich  den  gröfsten  gemeinsamen  Teilern  ihrer  Elemente  m  und  n 
aqtiivalent  sind,  ist  ja  stets 

(m^,  •  •  •  1»^)  (wj,  •  •  •  wj  ~  (•  •  •  m^ n^,  -  -  -)  <^  wn; 

'üer  läuft   demnach   die  Komposition    direkt    auf   die    Multiplikation 

Wnaus,  und  genau  ebenso  verhält  es  sich  bei  zwei  Systemen  (Jf^ ,  •  •  •  -3f^) 

^d  (^1,  •  •  •  JVy),  falls  jedes  von  ihnen  speziell  einem  solchen  mit  nur 

je  einem  Elemente  M^  und  Nq  äquivalent  ist. 

Zum  AbschluTs   dieser  Untersuchungen  wollen  wir  noch  zwei  in 

der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  hergeleitete  Ergebnisse  auf  unser  jetziges 

11* 
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allgemeineres  Gebiet  tibertragen;  wo  ihre  Richtigkeit  in  viel  ein&ckereT 
Weise  nachgewiesen  werden  kann. 

Sind  nämlich  tn  und  n  beliebige  ganze  Zahlen^  so  ist  ihr  kleinstes 

gemeinsames  Vielfaches  gleich  . — '--,  wenn  (m,  n)  wieder,  wie  früher, 

den    gröfsten   gemeinsamen   Divisor   von   m  und  n  bedeutet,   und  der 
Satz,  dafs  jede  Zahl,  die  sowohl  m,  wie  n  enthalt,  auch  durch  deren 

kleinstes   gemeinsames  Multiplum  -. — —    teilbar  ist,   lafst  sich  kurz  so 

aussprechen: 

jyLst  l  durch  m  sowohl  wie  durch  n  teilbar,  so  gilt  die  Kon- 
gruenz 

(m,  n)l^O  (mod  m  •  n)." 

Derselbe  Satz  würde  für  Modulsysteme  folgendermafsen  lauten: 

„Ist  ein   System  (i^,  •  •  •  L^)   durch   zwei  andere  (-Mi,  •  •  •  -M^) 
und  (N^, ' '  •  N^)  gleichzeitig  teilbar,  so  ist 

{M,,  • . .  Jlf^,  iV„  • . .  NJ  (4, .  • .  L,)  =  0  (modd  (M)  (N)}" 

Die  Richtigkeit  desselben  ist  hier  aber  ohne  weiteres  klar;  denn  jene 
Kongruenz  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

(• . .  Mj^L.y  • .  •  N^L., . .  •)  E^  0  (modd  (•  •  •  Jf^ Nv-'))f 

und    in    dem    links    stehenden   Modulsysteme   enthalt   allerdings  jedes 
Element  M^  L.  und  N^^  L.  das  komponierte  System  ( Jf)  (N)y  weil  nach 
Voraussetzung    jedes    L.    sowohl    durch    (M)    als    auch    durch    (N) 
teilbar  ist. 

Ist  ferner  ein  Produkt  In  Multiplum  einer  Zahl  wt,  so  ist,  wie 

MB 

früher  dargethan  wurde,  n  ein  solches  für  den  Quotienten    -j — r,  oder 

es  ist 

(ly  ni)n  E^  0  (mod  m). 

Wiederum  auf  Modulsysteme  übertragen,  kann   dieser  Satz  folgender- 
mafsen ausgesprochen  werden: 

„Besteht  die  Kongruenz 

(Zi, . . .  i,)  (i\r,, .  . .  iV,)  =  0  (modd  Jlfi, . . .  M^), 

ist  also  das  Produkt  der  Systeme  (N)  und  (L)  durch  (M)  teilbar, 
so  ist  auch  schon  das  Produkt  aus  (N)  und  dem  gröfsten  ge- 
meinsamen Teiler  von  (L)  und  (M)  durch  (M)  teilbar,  das 
heifst  aus  der  obigen  Kongruenz  folgt  die  weitere: 

(4,  •      L^,M„--  Mu)  (N„  .    .  iV,)  -.  0  (modd  M^,--  M^y. 
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Der  Beweis  ist  sofort  erbracht:  In  dem  ausgeführten  Produkte  links 
ja  jedes  Glied  L.  N^  nach  Voraussetzung  durch  (3f)  teilbar,  während 
lelbe  Eigenschaft  bei  allen  übrigen  Gliedern  M^^N^  selbstyerständ- 
i  ist. 


.§6- 

Die  Sätze  über  Modulsjsteme^  die  wir  im  vorigen  Abschnitte  ge- 
inen  haben,  können  nun  in  mannigfacher  und  interessanter  Weise 
titzt  werden.  Da  wir  uns  dabei  in  späteren  Untersuchungen  haupt- 
ilich  auf  solche  Systeme  beschränken  werden,  deren  Elemente  ganze 
Jen  oder  Funktionen  einer  einzigen  Variablen  sind,  so  wollen  wir 
*  zunächst  noch  eine  ganz  umfassende  Anwendung  unserer  Theorie 
Führen.  Und  zwar  betriiBEt  sie  eine  Erweiterung  des  schon  in  der  Ein- 
ang  bewiesenen  kleinen  Fermatschen  Theorems,  nach  welchem  für 
»  ganze  Zahl  a  und  für  eine  beliebige  Primzahl  p  die  Kongruenz 
beht: 

(jf  —  a  ^^  0  (mod  p). 

Erhebt  man  die  für  aUe  Primzahlen  p  und  beliebige  Variablen 
'  ' '  Xr  geltende  Kongruenz 

BD  Richtigkeit  bereits   in   der   zweiten    Vorlesung  S.  16   dargethan 
rde,  nochmals  zur  jp*®°  Potenz,  so  ist,  wie  leicht  zu  ersehen, 

l   man  gelangt,  indem  man  dieses  Verfahren  r-mal  wiederholt,   zu 
allgemeinen  Relation 

(^1  H h  x)^  _  xf-\ f-  ajf    (mod  p). 

ireiben  wir  diese  in  der  Form 

fl  betrachten  sie  nunmehr  für  das  {v  +  l)-gliedrige  Modulsystem 

(Pjx(—x^,"-x(—x), 

kann   die  erste  Summe  auf  der  rechten  Seite  fortgelassen  werden, 
1  die  Kongruenz  geht  in  die  einfachere  über: 


166  Dreizehnte  Vorlesung. 


,A  =  1     y         A  s  1 
Es  sei  jetzt 


irgend  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  der  Variablen  z^^-'-z^,  iL 
eine  ganze  Gröfse  des  Rationalitatsbereiches  (z^j-  -  -  z^).  Ersetzen  wir 
dann  in  unserer  Kongruenz  jede  der  Gröfsen  x^^  durch  einen  der  Teme 
Yon  fy  setzen  wir  also  in  beliebiger  Reihenfolge 

^A  =  C*     k     ^f*  •••  ^*^, 
80  wird 

und  wir  werden  nun  zeigen,  dafs  dieses  Modulsystem  durch  das  ein- 
fachere 

teilbar,  die  Kongruenz  daher  für  letzteres  a  fortiori  erfiillt  ist.  Da  di« 
Koefficienten  Cj^    ^   als  ganze  Zahlen  angenommen  waren,  so  ist  nacii 

dem  Fermatschen  Satze 


und  somit  zunächst 

Das  letztere  System  ist  aber  ein  Multiplum  von  Ip,  -  -  •  ^-^  ^p"v 
denn  es  sind  ohne  Ausnahme  die  DiflFerenzen  jß?*'''^ —  jß?*'  durch  Ae 
andern  zf —  z^  teilbar,  es  bestehen  folglich  die  Kongruenzen: 

z^^"  =  z^    (modd  'p,'  "Z^  —  z^,")y 
und  hieraus  ergiebt  sich  weiter,  dafs  auch  die  Differenzen 


y  .  .  .     9^      . —    «       ...«V 
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jenes  System  enthalten.  Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung 
bewiesen  und  gleichzeitig  der  Fermatsche  Satz  in  seinem  allgemeinsten 
umfange  ausgesprochen: 

^Jede  ganze  Grobe  f(js^y'  -  -  z^)  eines  beliebigen   Rationalitäts- 
bereiches  (i?i,  •  •  •  j?^)  genügt  der  Kongruenz 

r^f  (modd  p,  •  •  •  sff —  ^i'  "ff 
wo  p  irgend  eine  Primzahl  sein  kann/^ 

Haben  wir  es  speziell  mit  einem  Rationalitatsbereiche  von  nur 
einer  Variablen  z  zu  thun,  so  reduziert  sich  jene  Kongruenz  auf  die 
folgende: 

(1)  (mf=  m  (moddi),  /-  e) , 

die  wir  als  Gleichung  in  der  Form  schreiben: 

i¥o  ip(z)  und  ^(z)  ebenfalls  ganze/ ganzzahlige  Funktionen  von  z  be- 
deuten^ und  zwar  ist  dieses  eine  Identität ,  die  für  jeden  Wert  von  z 
gütig  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  z  so  wählen,  dafs  z'^ —  z  verschwindet,  also 
als  eine  der  jf  Wurzeln  der  Gleichung 

Z'^—  JEf  =  0. 

Dabei  vsürde  uns  die  Wurzel  z  =^0  offenbar  wieder  zu  dem  ursprüng- 
lichen Fermatschen  Satze  für  ganze  Zahlen  zurückführen.  Ersetzen 
^^  g  aber  durch  irgend  eine  der  pT  —  1  Wurzeln  der  reduzierten 
Gleichung 

oder  mit  andern  Worten  durch  eine  der  (p^  —  1)**"  Einheitswurzeln, 
*^  geht  die  Kongruenz  (1)  in  eine  gewöhnliche  für  den  Modul  p  über, 
*^Äxiiiich  in  die  folgende 

^^Iche  aussagt,  dafs  die  Differenz  f^ —  f  durch  p  geteilt  eine  ganze, 
K^Uzzahlige  Funktion  jener  Einheitswurzel  ergiebt.  Um  über  diese 
^^ch  immer  sehr  allgemeine  Kongruenz  näheren  Aufschlufs  zu  erhalten, 
*^hren  wir  jetzt  für  z  spezielle  Einheits wurzeln  ein,  indem  wir  dabei 
^^B  zu  einem  gewissen  Grade  auch  über  p  verfügen.  Es  sei  zuerst  p 
^end   eine   Primzahl   von   der   Form   6u-|-l,   d.  h.  aus  der   Reihe 
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7,  13^  19,  31;  37,  •  •  beliebig  ausgewählt  und  z^=^q  eine  der  beiden 
primitiven  dritten  Wurzeln  der  Einheit,  etwa 

2  TT  I  _ 

T"  2«    ...     2«         —l  +  iVS 

Q  =  e     =  cos-g- +  tsm— = 2~" 

Da  alsdann  p  —  1  ^  6n  durch  3  teilbar  ist  und  daher  die  Gleichungen 
qp-^  —  1=0  und  qp  —  (>  =  0  erfällt  sind,  so  besteht  unseren  Re- 
sultaten gemäfs  für  jede  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  (^  die  Kon- 
gruenz 

{f(Q)y  =  f{Q){modp). 


Ist  dagegen  p  =  6n  —  1,  gehört  p  also  der  Reihe  5,  11,  17,  23, 
an,  so  ist  nicht  p  —  i  teeO  (mod  3),  sondern  erst  p^  —  1  e^  0  (mod  3), 
somit  auch  nicht  qp  —  (>,  sondern  erst  (>'^  —  p  =  0.  FolgUch  cp 
halten  wir,  wenn  wir  in  (1*)  z  =  q  und  r  =  2  substituieren,  in  di 
Falle 

(f(Q)y=f(Q){modp). 

Lassen  wir  femer  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1> 
eine  Zahl  der  Reihe  5,  13,  17,  29,  •  •  •  bedeuten  und  wählen  wir  ent- 
sprechend  filr  z  eine  vierte  Wurzel  der  Einheit,  etwa  i  =  }/—  1,  so 


•  •»    I 


ist  «''  —  i  =  0   und  für  jede  gsmze,  ganzzahlige  Funktion  von  i 
für  jede  ganze  Gröfse  des  Rationalitätsbereiches  (i) 

{f(j)y^f{i)  (mod  p). 

Dem  gegenüber  ist  für  eine  Primzahl  p  =  An  —  1    erst  wieder  r  — » 
=  0  und 

(f  {i)Y  =  fit)  (mod  p). 


itti 


Analog  erhält  man  schliefslich  noch,   wenn  co  =  e  ^  eine    fönfte  Ein- 
heitswurzel ist,  die  Kongruenzen: 

{f((o)y  =f((o)  (mod;))  (p«io«+i) 

(f{(o)y'  ^:f'(cj)  (modp)  ip^m-i) 

und 

{f((o)Y  =  f((o)  (modp)  (p-  5»-f SV 

Es  sei  endlich  allgemein 

^   n 

(0  =  e 

eine  n^  Wurzel   der  Einheit,  so  dafs  co**  =  e*'*'  ^  1  ist,  dann 
offenbar  alle  und  nur  die  Potenzen 
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Uni 


Co'  =  6        =  COS  -  2x  +  i  sin  -  2;r 

m  Wert  1,  för  die  der  Brach  —   eine  ganze  Zahl^  für   welche  also 
eiu  Vielfaches  von  n  ist.     Bilden  wir  nun  die  Reihe  der  Potenzen 

p    ^  p* 

.  (0,  (D  y  or  ,  •  •  •  o    • .'  • ,  ■ 

0  p  eine  beliebige  in  n  nicht  enthaltene  Primzahl  bedeutet^  so  stellen 
e  uns  wegen  der  Gleichung 

imtlich  n**  Wurzeln  der  Einheit  dar;  diese  müssen  sich  jedoch,  da  die 
leichung  «"  =  1   nicht  mehr  als  n  Wurzeln  haben  kann,  immer  in 

estimmter  Folge  wiederholen.  Angenommen  es  sei  to  diq'enige 
otenz,  die  zuerst  in  der  Reihe  wiederkehrt,  es  sei  also  etwa 

)  folgt  hieraus 

©  =  1; 

aeh  dem  oben  Gesagten  mufs  daher  der  Exponent  i?*(j/  —  1),  mithin, 
eil  |)  zu  n  relativ  prim  ist,  auch  p" —  1  selbst  durch  n  teilbar  sein. 
it  aber  umgekehrt  r  der  kleinste  Exponent,  für  den  p^^l  (mod  n) 
«t  oder  gehört,  wie  wir  später  sagen  werden,  die  Primzahl  p  modulo  n 

Q  dem  Exponenten  r,  so  ist  schon  cd  =  co'' ,  und  es  sind  demnach 

ie  Potenzen  o,  oj'',  •  •  •  ar  alle  von  einander  verschieden.  Es  gilt 
Ann  für  irgend  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  cd  auf  Grund 
nserer  allgemeinen  Kongruenz  die  besondere: 

{fiw)Y  =  fic)(moip). 

^€r  entsprechende  Satz,  der  gleichzeitig  eines  der  wichtigsten  Theoreme 
^s  der  Lehre  von  den  Kreisteilungsgleichungen  in  sich  schliefst,  lautet: 


„Ist  o  =  c  *  eine  w**  Einheitswurz^l  und  p  eine  beliebige  in  n 
nicht  enthaltene  Primzahl,  so  besteht  für  jede  ganze,  ganz- 
zahlige Funktion  /'(©)  die  Kongruenz 

(f(<o))'^  =  f{a>)  (mod  p), 

WO  p  modulo  n  zum  Exponenten  r  gehört,  d.  h.  r  den  kleinsten 
Exponenten  bedeutet,  für  den  p^  e^  l  (mod  n)  ist." 


Vierzehnte  Vorlesung. 

Der  Rationalitätsbereich  von  einer  Veränderlichen.  —  Das  Euklidische  Verfiihiei 
zur  Bestimmung  des  gröfsten  gemeinsamen  Teilers  fSr  diesen  Bereich.  —  Du 
Modulsjsteme   erster   und  zweiter  Stufe.   —   Beispiele.   —  Reine  und  gemiBchto 

Modulsysteme  zweiter  Stufe. 

§  1- 

• 

Wie  bereits  in  der  letzten  Vorlesung  angedeutet  wurde,  wolkn 
wir  die  Betrachtung  im  folgenden  fast  ausschliefidich  auf  die  gaozen 
Zahlen  und  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  einer  einzigen  Yariabki 
beschranken  und  nur  dann,  wenn  die  Darstellung  sich  wesentlich  dadorok  ' 
vereinfacht,  solche  von  mehreren  Veranderlichen  heranziehen.  Wir 
werden  uns  demgemäfs  auch  von  jetzt  an  nur  mit  den  jenem  Bereidi6 
angehörenden  Modulsjstemen  beschäftigen  und  stehen  nun,  da  die  Unter- 
suchung der  ganzzahligen  Systeme  (iHi,  •  •  •  m^)  schon  firtther  eiledigt 
worden  ist,  vor  der  Aufgabe,  auf  die  Diyisorensysteme 

näher  einzugehen,  deren  Elemente  beliebige  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen einer  Variablen  x  sind. 

Schon  hier  werden  wir  deutlich  erkennen,  dafs  die  HinzufÖgung 
der  Modulsysteme  wirklich  eine  zweckmäfsige  und  notwendige  Er- 
weiterung unseres  Gebietes  bedeutet,  und  zugleich  wird  uns  die  Be- 
deutung dieser  besonderen  Systeme  geeignete  Beispiele  fär  die  Ve^ 
Wertung  der  allgemeinen  Divisorensysteme  von  beliebig  vielen  Vari»bta 
bieten. 

Zunächst  handelt  es  sich  auch  hier  wieder  darum,  den  grofstoo 
gemeinsamen  Teiler  zweier  Individuen  unseres  Bereiches,  also  Ton 
irgend  zwei  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  f^{x)  und  f^{x)  zn  ^ 
stimmen,  und  zwar  handelt  es  sich  dabei  nur  um  die  Reduktion  dtf 
Modulsystemes 

das  ja  jenen  Divisor  repräsentiert,  auf  ein  äquivalentes  von  möglicW 
einfacher  Form.  Dieses  geschieht  durch  eine  Methode,  die  dem  Entt' 
di  sehen  Verfahren   zur  Aufsuchung   des   gröfsten  gemeinsamen  Teile» 
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eB  System  enthalten.  Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung 
nrieeen  und  gleichzeitig  der  Fermstsche  Satz  in  seinem  aUgemeinaten 
ofonge  suegeeprocben: 

j^ede  ganze   Gröfse  fißi,---^^   eines  beliebigen   RationaUtäts- 

bereiches  (ßi,-  ■  ■  e^)  genOgt  der  Kongruenz 

f^=f  (modd  p,  -  ■  ■  zf—  «,-■•), 
wo  p  ii^end  eine  Primzahl  sein  kann." 
Haben  wir  es  sp^ell  mit  einem   Rationalitätsbereiche  von   nur 
ler  Variablen  z  zu  thun,  so  reduziert  sich  jene  Kongruenz  auf  die 
gende: 

{f{z)f=m(moAAp,  /-  z), 
wir  als  Gleichung  in  der  Form  schreiben: 

{mf-m-p<p{') +  {'''-  ')*('), 

^(z)  und  ^(z)  ebenfalls  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  Ton  z  bo- 
xten, und  zwar  ist  dieses  eine  Identität,  die  für  jeden  Wert  Ton  g 
tig  ist 

Wir  wollen  nunmehr  z  so  wählen,  dafs  z^—  z  verschwindet,  also 

eine  der  p^  Wurzeln  der  Gleichung 

e*^—  Ä  =  0. 

ibei  würde  uns  die  Wurzel  z  =' 0  offenbar  wieder  zu  dem  ursprüng- 
hen  Fermatschen  Satze  für  ganze  Zahlen  zurfickführen.  Ersetzen 
r  z  aber  durch  ii^end  eine  der  p^  —  1  Wurzeln  der  reduzierten 
eichung 

,»'-■_  1_0 

ler  mit  andern  Worten  durch  eine  der  (|/  —  1)""  Einheitswurzeln, 
i  %iiA  A\e  Kongruenz  (1)  in  eine  gewöhnliche  für  den  Modul  p  über, 

Ämlich  iu  die  folgende 

f)  (/■|»)''=/-(.)(modj>), 

welche  aussagt,  dafs  die  Differenz  f^ —  f  durch  p  geteilt  eine  ganze, 

^^lau^Hge   Funktion   jener   Einheitawurzel   ergiebt.     Um    über   diese 

BÜMMBlBiMla  allffameine  Kongruenz  näheren  Aufschlufs  zu  erhalten, 

«eile  Einheitswurzeln  ein,  indem  wir  dabei 

de  auch  über  p  verfügen.    Es  sei  zuerst  p 

V   Form    6h  -|-  1,   d.  h.   aus   der   Reihe 
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ziert  mit  der  entsprechend  wie  oben  gewäMten  Zahl  ffv~i~  ohne  Biak 
aufgeht.     D.  h.  wir  erhalten  das  folgende  System  Yon  Gleichnngei: 

»ifi—9ifi-\-ft^^ 


«i-l/V— 1  —  ffrf'r 


=  0, 


bei  dem  f^,  f^,-  *  -  ft^  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  sin4,  deren  jede 
von  höherem  Grade  ist  als  die  unmittelbar  folgende,  und  wo  «j,--«,-! 
ganze  Zahlen  von  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  bedeuten.  Dil 
Relationen  sprechen  zugleich  aus,  dafs  jede  Funktion  der  Reihe  des 
Divisorensjsteme  (f\y  f^)  unbeschadet  der  Äquivalenz  hinzugef&gt  werdn 
kann,  dafs  also 

(fi,  /»)  ~  (/i,  f,,  f>r-  fr) 

ist.  Wir  können  die  Gleichungen  endlich  noch  als  Kongroenia 
schreiben  und  erhalten  auf  diese  Art  zwei  Gruppen  von  solchen: 

/i  =  o(modd /;,/;) 

/;  E£E  0  (modd /„ /.) 

(aj  


(3) 


fr-l  =  0   (modd  /;_3,   fr-i) 

/;  =  0  (modd  fr- 2,  f\—\) 

^fi  =  0  (modd/;,  /;) 
n^f^  —  O  (modd/;,  f^) 

n,.-2fy-t=  0  (modd/;_i,  /;.) 
n,._i/;._i  =  0  (mod  /;). 


Die  erste  Gruppe  lehrt,  dafs  jedes  der  Elemente  /;,  /;,  ^,,  -  -  -fr 
aus  den  beiden  vorhergehenden  gebildete  Modulsjstem  enthalt,  dii 
zweite,  dafs  das  Produkt  aus  einem  Elemente  und  einer  bestimmtd: 
ganzen  Zahl  stets  durch  das  aus  den  beiden  folgenden  bestehende! 
System  teilbar  ist.  Aus  den  Kongruenzen  (2)  geht  femer  hervor,  dift 
ein  Divisorensystem  (/i,  /)-fi)  immer  ein  Vielfaches  des  nächst  vorhat 
gehenden  f/l_i,  /})  ist,  sowie  dafs  überhaupt  ein  System  (/),  /l-i' 
jedes  andere  (/i,  /),_i)  enthält,  falls  nur  Ä  <  ?*  ist.  Mithin  ist  anAj 
unter  derselben  Bedingung  eine  Funktion  /}  selbst  Multiplum  voij 
{fhy  fh  —  i)y  und  hieraus  folgt  speziell  die  Kongruenz 

/;^0  (modd/;,  /j). 
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es  System  enthalten.  Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung 
diesen  und  gleichzeitig  der  Fermatsche  Satz  in  seinem  allgemeinsten 
afange  ausgesprochen: 

„Jede  ganze  Gröfse  /"(^i,  •  •  •  z^  eines  beliebigen   Rationalitäts- 
bereiches {z^y-  '  '  xfp)  gentigt  der  Kongruenz 

y  ^f  (modd  p,  •  •  •  z^  —  ^/  *  '  7  > 
wo  p  irgend  eine  Primzahl  sein  kann/' 

Haben  wir  es  speziell  mit  einem  Rationalitatsbereiche  von  nur 
ter  Variablen  z  zu  thun^  so  reduziert  sich  jene  Kongruenz  auf  die 
gende: 

vir  als  Gleichung  in  der  Form  schreiben: 

fp{z)  und  ^(j?)  ebenfalls  ganze/ ganzzahlige  Funktionen  von  z  be- 
tten, und  zwar  ist  dieses  eine  Identität,  die  für  jeden  Wert  von  z 
fcig  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  z  so  wählen,  dafs  z'^ —  z  verschwindet,  also 
eine  der  p"  Wurzeln  der  Gleichung 

bei  würde  ims  die  Wurzel  jgr  =  0  offenbar  wieder  zu  dem  ursprüng- 
ben  Fermatschen  Satze  für  ganze  Zahlen  zurückführen.  Ersetzen 
r  z  aber  durch  irgend  eine  der  //"  —  1  Wurzeln  der  reduzierten 
eichung 

ler  mit  andern  Worten  durch  eine  der  (y*  —  1)*®"  Einheitswurzeln, 
>  geht  die  Kongruenz  (1)  in  eine  gewöhnliche  für  den  Modul  p  über, 
iüBÜdi  in  die  folgende 

r 

WUiB  aiumgty  dafe  die  Differenz  f^ —  f  durch  p  geteilt  eine  ganze, 

Funktion  jener   Einheitswurzel   ergiebt.     Um   über   diese 

r  allgemeine  Kongruenz  näheren  Aufschlufs  zu  erhalten, 

^r  M  spezielle  Einheitswurzeln  ein,  indem  wir  dabei 

m  Grade  auch  über  p  verfügen.    Es  sei  zuerst  p 

Ton  der   Form   6»  -}"  1?   ^-  h.  aus  der   Reihe 
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kann  f^  in  dem  von  uns  definierten  Sinne  nicht  mehr  als  solcher  gelten. 
Ist  nämlich  j 

hfl  =  f^^ij     hf%  =  f^Vtj 

wo  9^  und  9^  ganze  Gröfsen  unseres  Bereiches  sind^  so  ist 

und  s^  kann  sich  nicht  gegen  die  Koefficienten  von  9^  oder  s^  gegen 
die  von  9j  fortheben,  da  sie  ja  als  die  kleinsten  Zahlen  angenommen 
wurden,  für  die  die  betreffende  Kongruenz  erfüllt  ist. 

Betrachtet  man,  wie  es  auch  Gaufs  gethan  hat,  jede  ganze  Fmik- 
tion   von   x,   auch   wenn   sie   gebrochene  2Uilenkoef&cienten   besitien 

sollte,  als  ganze  Gröfse  des  Bereiches,  so  sind  die  Quotienten  —  und  ^ 

ebenfalls  als  solche  anzusehen,  und  dann  ist  allerdings  f,  der  grolste 
gemeinsame  Teiler  von  f^  und  f^]  d.  h.  es  stimmen  alsdann  die  fb 
ganze  Funktionen  abzuleitenden  Resultate  wörtlich  mit  denen  für  game 
Zahlen  überein,  und  ein  beliebiges  Modulsystem  unseres  Gebietes  labt 
sich  stets  auf  ein  äquivalentes  von  nur  einem  Elemente  zurückführen. 
Die  Entwicklung  der  höheren  Zahlentheorie  in  unserer  2^it  hat  jedodi 
gezeigt,  dafs  die  obige  Auffassung  nicht  die  zweckmaüsige  ist,  dab 
vielmehr  die  Koefficienten  einer  Funktion  sehr  wohl  berücksichtigt 
werden  müssen;  wir  werden  deshalb  auch  an  dem  bereits  ausge- 
sprochenen Ergebnisse  festhalten. 

Im  Anschlüsse  an  dasselbe  nehmen  wir  jetzt  eine  wichtige  Ein- 
teilung der  allgemeinen  Modulsysteme  in  zwei  Klassen  vor  und  zwar 
unter  dem  folgenden  Gesichtspunkte: 

„Diejenigen  Divisorens jsteme  (/*i(^),  •  •  •  /V(^))  von  beliebig 
vielen  Elementen,  die  einem  Systeme  (fipo))  von  nur  eiii«n 
Element  äquivalent  sind,  sollen  Modulsysteme  erster  Stufe  odff 
ersten  Ranges,  alle  diejenigen,  bei  denen  solches  nicht  stattfindei^ 
Modulsysteme  ziveiter  Stufe  oder  zweiten  Ranges  genannt  werden.** 

Ein  Modulsystem  (/i,  •  •  fv)  ist  demnach  dann  und  nur  dann  von  der 
ersten  Stufe,  wenn  sich  eine  ganze  Gröfse  f{x)  so  angeben  lafst,  daft 
die  Kongruenzen 

/i  ~U  =  --  -z-  /;  -  0  (mod  f) 

/•:--0(modd/i,  •••/;) 
gleichzeitig  erfüllt  sind;  denn  nur  in  dem  Falle  ist 
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So   ist  z.  B.  (3  a;  —  3,  o?  —  1,  7? -\' x  —  2)  ein  Moduls jstem  erster 
Stufe,  nämlich  äquivalent  x  —  1,  denn  es  ist  einmal 

3ar  — 3  =  3(ar  — 1),  a:*-l  =  (a;+l)(a:— 1),  x^+a:— 2=(x+2)(a:— 1) 

und  dann  auch 

x—\  =  {:^^x  —  2)  —  {x'—  1). 

Di^egen  ist  jedes  System  von  der  Form 

(m,  X  —  n), 

wo  m  >  1  ist,  sicher  sin  solches  zweiten  Ranges,  denn  es  existiert 
keine  von  1  verschiedene  ganze  Zahl  oder  ganze  Funktion,  die  in 
beiden  Elementen  zugleich  enthalten  sein  könnte,  und  andererseits  ist 
leicht  einzusehen,  dafs  ein  derartiges  Divisorensjstem  auch  niemals 
der  1  äquivalent  sein  wird.     In  der  That,  wäre 

(m,  X  —  n)  '^  1, 

8o   liefsen  sich  stets  zwei  ganze  Gröfsen  ^(x)  und  ^{x)  des  Bereiches 
ao  bestimmen,  dafs  die  Relation 

1  =  mq>(x)  +  (^  —  w)^(^) 

identisch  erfüllt  ist.    Dieses  würde  aber  für  a;  =  n  zu  der  unmöglichen 

Gleichung  führen 

1  =  m<p(n), 

wo  q>(n)  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wir  wollen  das  in  diesem  Paragraphen  enthaltene  Verfahren  zu 
einer  eventuellen  Reduktion  eines  Modulsystemes  (f^ ,  f^)  nun  auch  noch 
durch  einige  Beispiele  erläutern.     Für 

fi{x)^afi'\'5a^  +  bx+l,    /;(rr)  =  2ar»  +  2a:  +  1 

bekommen  wir: 

2(a^  +  bx^'^5x  +  l)  —  (2a^  +  2x+l)(x*-\-4)-\-x*  —  2x  +  2^0 

2a:»  +  2a:+l  —  (x^  —  2x -i- 2){2x  +  4)  —  {&x  —  1)      =0 

36(a:*  — 2a:  +  2)  —  {6x  —  l){6x  —  5)  —  37  =0, 

und  somit  ist 

die  allgemeinen  Gleichungen  6)  und  7)  lauten  hier: 

31(x^  +  bx'  +  5x-\-l)  =  0  (mod  37),     37  (2a;«  +  2a:  +  1)  =  0  (mod  37) 

and 

37  =  0  (modd  x^ -\- 5x^ -^  5x  +  1,    2x'^  +  2x-\-  1), 

von  denen  aber  nur  die  letzte  Gleichung  etwas  neues  besagt.  Es  be- 
steht danach  die  Äquivalenz: 
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~  (a^  +  öar«  +  fix  +  1,  2a:»  +  2a;  +  1,  37). 
Für  das  einfachere  System  (a;*  -\-  :r  -\-  l,  2a;  +  1)  ei^ebt  sich 

fr  =  3, 

3(a;S  +  a;  +  1)  =  0  (mod  3),   3(2a;  +  1)  =  0  (mod  3) 

3  --;  0  (modd  a;*  +  a:  +  1,   2a;  +  1) 
und  endlich 

(a;»  +  a;  +  1,   2a:  +  1)  ~  (a;*  +  «  +  1,  2«  -f  1,   3). 

Die  letztere  Aquiralenz  ermöglicht  in  diesem  Falle  in  der  Thst  eine 
weitere  Redaktion.     Da  nämlich 

2a;  +  1  =  —  (a;  —  1)  +  3j;  =  —  (X  —  1)  (mod  3) 

ist,  kann  x  —  1   dem  Systeme  hinzugefügt  und  das  Element  2a;  -|~  ^ 
dafür  gestrichen  werden;  aufserdem  kann  man  auf  Grund  der  Relttion 

x»  -j-  X  +  1  =  (x  —  1)  (x  +  2)  +  3  f=  0  (modd  3,  x  —  1) 

auch  das  erste  Glied  x^  -|-  x  -{-  1  fortlassen,  sodafs 

(x'  +  x+  1,  2x  +  1) 

schliefslich  in  (3,  x  —  1)  übergeht. 

Die  Modulsysteme  zweiter  Stufe  ^  die  sich  hier  zum  ersten  male 
der  Untersuchung  darbieten,  unterscheiden  wir  zunächst  folgender- 
mafsen  in  reine  und  gemischte  Systeffie: 

„Ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe 

ist  ein  solches ,  dessen  Glieder  nicht  sämtlich  einen  und  den- 
selben Divisor  erster  Stufe  enthalten,  also  nicht  alle  durch 
dieselbe  ganze  Gröfse  /'(.r)  teilbar  sind.  Besitzen  dagegen  die 
Elemente  einen  gemeinsamen  Teiler  fix),  so  haben  wir  ein  ge- 
mischtes ModulsystefH  zweiter  Stufe;  freilich  darf  dann  /*(/) 
nicht  auch  seinerseits  ein  Vielfaches  des  Systemes  (/i,*-A> 
sein,  weil  letzteres  sonst  äquivalent  f{x)  wäre  und  nicht  Ton 
der  zweiten  Stufe  sein  würde." 

In  (3,  j-  —  1)  haben  wir  z.  B.  ein  reines,  in 

(3(x^+l),   (x-l)(x*+l)) 

ein  gemischtes  Modulsystem  zweiter  Stufe. 


Fünfzehnte  Vorlesung. 

reinen  Divisorensysteme  erster  Stufe  oder  die  ganzen  ganzzahligen  Funktionen.  — 
e  Zerlegung  in  irreduktible  Faktoren.  —  Beweis  der  Eindeutigkeit  dieser  Zer- 
legung. —  Hilfssätze. 

§1. 

In  den  nächsten  Vorlesungen  wollen  wir  die  Modulsysteme 
i(x)j  '  •  •  Fft{x))  in  genau  derselben  Art  in  ihre  einfachsten  Bestand- 
le  zerlegen^  wie  wir  dies  im  Anfange  dieser  Vorlesungen  für  die 
nzzahligen  Modulsysteme  (ni^,  m^,  •  •  •  m^^  oder,  was  dasselbe  ist,  für 
!  ihnen  äquivalenten  ganzen  Zahlen  d  gethan  haben.  Den  einfachsten 
11  erhalten  wir  hier,  wenn  wir  annehmen,  dafs  das  zu  untersuchende 
)dulsyst.em  von  der  ersten  Stufe,  dass  also 

,   WO  F{x)   eine   beliebige   ganze,   ganzzahlige  Funktion   von  x  be- 
atet,  und  mit  dieser  Frage  wollen  wir  uns  zunächst  beschäftigen. 

Wir  stellen  uns  jetzt  also  ebenso,  wie  in  der  elementaren  Zahlen- 
?orie,  die  Aufgabe,  eine  vorgelegte  ganze  Gröfse  des  Bereiches,  d.  h. 
le  ganze,  ganzzahlige  Funktion 

F(x)  =  Co  +  CiiC  H (-  CnX" 

ihre  irreduktiblen  Faktoren  zu  zerfallen,  und  zwar  ist  diese  Auf- 
be  auch  hier  eine  doppelte:  Wir  haben  erstens  zu  zeigen,  dafs  jene 
riegung  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Versuchen  geleistet  werden 
nu  und  dann  zweitens  nachzuweisen,  dafs  sie  nur  auf  eine  einzige 
t  möglich  ist.  Zunächst  hat  man  den  gröfsten  Zahlenfaktor  w,  der 
v-a  in  F{x)  enthalten  ist,  aufzusuchen.  Derselbe  ist  offenbar  als 
ijfster  gemeinsamer  Divisor  der  Koefficienten  c  durch  die  Gleichung 

geben   und   danach   auf  bekannte   Weise   leicht   zu    bestimmen.     Ist 
dann  m  in  der  Form 

m  =i\  p^   •  •  •  p^ 
rgestellt,  so  erhalten  wir  als  erstes  Resultat 

Kronecker,  Zahlentheorie.   I.  12 
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WO  die  Koefficienten  der  ganzen^  ganzzahligen  Funktion 

f(x)  =  ao  +  «1^  H h  «^^" 

relatiy  prim  zu  einander  sind,  f(x)  selbst,  daher  durch  keine  ganze 
Zahl  mehr  teilbar  ist;  wir  können  uns  mithin  von  vom  herein  auf  die 
Betrachtung  solcher  Funktionen  f(x)  beschranken. 

Angenommen  nun,  es  sei  f(x)  das  Produkt  zweier  ganzer,  ganz- 
zahliger  Funktionen, 

(1)  fXx)  =  vix)i,{x), 

und  diese  von  den  Graden  ft  und  v,  so  müssen  die  letzteren  Zahlen 
sicher  beide  von  Null  verschieden  sein,  weil  f(x)  keinen  Zahlenteüer 
besitzt,   und    da  ferner  ^  -{-  v  =  n  ist,   mufs  eine  derselben,  etwa  |i, 

notwendig   kleiner   oder   gleich    -   sein.     Ist  also  f{x)  überhaupt  aer 

legbar,  so  hat  es  unbedingt  einen  Teiler  q)(x)y  dessen  Grad  höchstens 

gleich  —  oder  — ^ —  ist,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.    Den 

Komplementärteiler  tlf(x)  von  <p{x)  findet  man  weiter  durch  einfache  Divi- 
sion, und  die  Untersuchung  braucht  sich  demnach  nur  auf  alle  diejenigen 
Faktoren  <p(x)  von  f(x)  zu  erstrecken,  deren  Grad  die  oben  genannte 
Grenze  nicht  übersteigt. 

Wir  haben  so  nachgewiesen,  dafs  der  Grad  der  unbekannten  Teiler 
(p(x)  nur  eine  endliche  Reihe  von  Werten  durchlaufen  kann;  die 
KoefRcienten  jener  Funktionen  bleiben  aber  dabei  zunächst  vollkommeD 
unbestimmt,  und  die  Lösung  unseres  Problemes  ist  noch  keineswegs 
auf  eine  begrenzte  Anzahl  von  Versuchen  zurückgeführt.  Hierzu  ge- 
langen wir  erst  vermöge  der  folgenden  naheliegenden  Überlegung:  E^ 
setzt  man  in  (1)  die  Variable  x  durch  eine  beliebige  ganze  Zahl  fj  so 

ist  wegen  der  Gleichung 

f(r)  =  fp(r)tl,(r) 

die  ganze  Zahl  (p(r)  stets  einer  der  Teiler  von  f(r)  und  als  solcher 
auf  eine  bestimmte,  endliche  Anzahl  von  Werten  beschiünkt.  Hieitwf 
beruht  nun  ein  theoretisch  sehr  einfaches  Verfahren,  um  zu  entscheid«!, 
ob  eine  Funktion  f\x)  einen  Teiler  von  gegebenem  Grade  ii  enthült; 
und  um  diese  Divisoren,  falls  sie  existieren,  sämtlich  anzugeben. 
Sind  nämlich 

irgend  welche  ft  -f-  1  von  einander  verschiedene  Zahlen  und 

firo),f(r^)r-nr,) 
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zugehörigen  Werte  von  f{x)y  sind  aufserdem: 


einzelnen  Divisoren  bezw.  von  f{r^y  •  •  •  f{r^^y  so  muTs^  soll  f{jc) 
i  Vielfaches  von  ip{x)  sein,  allgemein  9(**^)  gleich  einer  der  A^.  Zahlen 

'  ' '  a)^^^  sein.  Kennt  man  aber  die  Werte  ^{Tj),  die  eine  ganze 
nktion  ^*®°  Grades  q>{x)  für  ii^end  welche  ft  -f"  1  Werte  ihres  Argu- 
ntes  annimmt,  so  kann  man  aus  ihnen  tp{x)  selbst  berechnen;  j^ne 
nktion  ist  nämlich  nach  der  Lagrangeschen  Interpolationsfonnel  un- 
ttelbar  durch  die  Gleichung  gegeben: 

tfi  bekommt  also  den  Komplex  aller  Funktionen  g>(.r),  die  möglicher- 
ise  in  f(x)  enthalten  sein  können,  dadurch,  dafs  man  in  der  obigen 
irstellung   die    Gröfsen   (p{r^    unabhängig   von    einander    die    ^  +  1 

;ihen  von  ganzen  Zahlen  ^t,  •  ' '  <\.      durchlaufen  läfst,  und  zugleicli 

n   Grad  ft  gleich  —  bezw.  — - —    annimmt.      Durch    wirkliche    Aus- 

hrung    der  Division    überzeugt    man   sich   dann,    welche   unter   den 

,  Ai  •  •  •  A;i  resultierenden  Funktionen  9  die  gesuchten  Teiler  von  f(a:) 

nd,    und   damit   ist  erwiesen,    dafs   die  Bestimmung   der   sämtlichen 

anzzahligen  Divisoren  von  f(x)  in  der  That  nur  eine  endliche  Anzahl 

on  Operationen  erfordert. 

Nachdem    jene   Frage    theoretisch    durch    die    soeben    dargelegte 

lethode  vollständig  erledigt  worden  ist,  würde  es  sich  nun  noch  für 

lie  Anwendung  darum  handeln,  unter   der   wenn   auch   endlichen,  so 

loch  sehr  grofsen  Anzahl  der  Funktionen  q>(x)   die  wirklichen  Teiler 

on  f(x)  herauszusuchen.   In  erster  Linie  wird  diese  Aufgabe  durch  die 

femerkung  wesentlich  erleichtert,  dafs  sich  die  möglichen  Teiler  q)(x) 

•war   immer   als    ganze  Funktionen   von  x  darstellen,  jedoch  im  all- 

5emeinen    gebrochene    Zahlenkoefficient.en    besitzen    werden,    wie    das 

Jchon  aus  den  entsprechenden  Ausdrücken 

fi       

*=0  A  *  * 

12* 
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hervorgeht,  bei  denen  d^,  irgend  einen  Teiler  von  /*(r^)  bedeutet  Dt 
aber  die  Divisoren  von  f(x)  sämtlich  ganzzahlig  sein  müssen,  so  sind 
von  vom  herein  alle  diejenigen  ip(x),  die  jene  Eigenschaft  nicht  haben^ 
zu  verwerfen;  das  ist  bei  geeigneter  Wahl  von  r^,  »"i,  •  •  •  r^  jedenfalls  der 
bei  weitem  gröfste  Teil  aller  Aq  •  •  •  A^  Funktionen,  und  es  werden 
daher  verhältnismäfsig  nur  sehr  wenige  ganzzahlige  übrig  bleiben,  for 

welche   dann   die  Division   in  f(x)   vorzunehmen  wäre;   dann  und  nur 

fix) 
dann,   wenn   der  Quotient  —^;    eine  ganze,   ganzzahlige  Funktion  von 

cc  ist,  ist  (p(x)  ein  Teiler  von  fipc),  alle  Funktionen  g>{x)f  für  welche 
sich  jener  Quotient  nicht  als  ganz  ergiebt,  sind  also  einfach  fortzu- 
lassen.    Femer  bietet   sich   die  Möglichkeit   dar,  den  Grad  fi  der  ge- 

M  M  ~~  1 

suchten  Divisoren  auch  beliebig  grofs,  also   grofser  als  —  oder  — z- 

anzunehmen,  dafür  aber  die  Bedingung  einzuführen,  dafs  die  Potenzen 

von  9(^),  welche  höher  als  —  sind,  allemal  ausfallen  müssen:  dadurch 

ergeben  sich  eine  Anzahl  von  Gleichungen,  welche  wiederum  die 
Anzahl  der  in  Betracht  kommenden  Teiler  wesentlich  verkleinern. 
Schliefslich  mag  noch  die  einfache  Überlegung  hervorgehoben  werden, 
dafs  schon  der  Koefficient  der  höchsten  Potenzen  in  g>{x),  nämlich  die 
Summe 

stets  eine  ganze  Zahl  sein  mufs.  Wir  verweisen  im  übrigen  auf  die 
ausführlicheren  Entwicklungen  im  Anhange;  hier  liegt  uns  nur  daran 
zu  zeigen,  dafs  ein  endliches  wohlbestimrates  Verfahren  existiert,  um 
alle  Teiler  einer  ganzen  Funktion  von  x  zu  bestimmen,  genau  ebenso, 
wie  dieses  für   alle  Teiler  einer  beliebigen   ganzen  Zahl  mögUch  war. 

Nachdem  so  ein  endliches  Verfahren  angegeben  worden  ist,  um 
alle  Teiler  von  /'(a)  zu  bestimmen,  lassen  sich  nun  weiter  wörtlich 
dieselben  Schlüsse  ziehen,  wie  früher  bei  der  Zerlegung  der  ganxen 
Zahlen  in  ihre  Bestandteile:  Ist  (pi(.r)  einer  der  Divisoren  von /*(f) 
von  niedrigstem  Grade,  so  ist  die  Funktion  (pi{x)  selbst  eine  unzerleg- 
bare oder  Primfunktion  in  dem  Sinne,  dafs  sie  keine  von  1  bezw.  tod 
(Pi  (x)  verschiedene  ganze  Zahl  oder  'ganze,  ganzzahlige  Funktion  von 
X  mehr  enthalten  kann;  denn  wäre  das  der  Fall,  so  müfste  auch /(^) 
jenen  Teiler  besitzen,  was  mit  der  Voraussetzung,  dafs  f(x)  durch  kein« 
ganze  Zahl  teilbar  ist,  und  mit  der  anderen,  dafs  der  Grad  von  ^(^) 
möglichst  klein  sein  soll,  in  Widerspruch  steht. 

Unter  einer  Primfunktion  verstehen  wir  demnach  hier  jede  ganK, 
ganzzahlige  Funktion 
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>  durch  keine  ganze  Gröfse  unseres  Bereiches  teilbar  ist^  mag  dieselbe 
le  Zahl  oder  eine  Funktion  sein.  Eine  solche  Funktion  ist  durch  diese 
genschaft  bis  auf  ihr  Vorzeichen  unzweideutig  definiert;  das  letztere 
ieren  wir  willkürlich,  aber  fest  dadurch,  dafs  wir  den  Koefficienten 
r  höchsten  Potenz  a^  stets  als  positiv  annehmen. 

Ist  also  q>i(x)  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  und 

f(x)  =  q>i(x)f^(x), 

wird  man  nunmehr  in  derselben  Weise  den  Divisor  niedrigsten 
ades  von  fi(x)  bestimmen,  der  zugleich  in  f(x)  enthalten  ist  und 
glich   von  gleichem  oder  höherem  Grade   als  (pi(x)  sein  muss.     Ist 

an 

fi(x)  =  q>^(x)f^(x), 

kann  unsere  Methode  auf  f^  (x)  angewendet  werden,  und  dieses  Verfahren 
ist  sich  so  lange  fortsetzen,  bis  die  übrigbleibende  Funktion  /V(x) 
bst  unzerlegbar  ist;  dieser  Fall  mufs  zuletzt  eintreten,  weil  der 
ad  der  ganzen  Funktionen  f(oc),  f^(x)  -  -  -  beständig  abnimmt  und 
enbar  nicht  kleiner  werden  kann,  als  der  des  ersten  Faktors  (pi(x). 
Fafst  man  endlich  auch  hier  die  gleichen  Elemente  zu  Potenzen 
sammen,  so  gelangt  man  auf  diesem  Wege  zu  einer  Darstellung  der 
sprünglichen  Funktion  F(x)  durch  das  Produkt 

F(x)  =  p'' .  .  . pI'  q>,{x)'' .  .  .  g>„,{xy'" , 

welchem  Pif '  -  -  Pk  Primzahlen,  9i,  •  •  •  (pm  Primfunktionen  bedeuten. 


§2. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  zweiten  Teile  unserer  Aufgabe,  nämlich 
1  zeigen,  dafs  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Zerlegung  einer 
unktion  F(x)  in  ihre  Primfaktoren  eindeutig  ist.  Der  Beweis  des 
atsprechenden  Theoremes  bei  ganzen  Zahlen  gründete  sich  auf  den 
atz,  dafs  das  Produkt  zweier  Zahlen  nur  dann  eine  Primzahl  enthalten 
ann,  wenn  mindestens  einer  seiner  Faktoren  Multiplum  derselben  ist. 
1  dem  weiteren  Gebiete,  das  wir  hier  betrachten,  lautet  dieser  Satz 
•Igendermafsen: 

„Ist  das  Produkt  zweier  ganzen  Gröfsen  durch  eine  Primgröfse, 
(Primzahl  oder  Primfunktion),  teilbar,  so  enthält  notwendig 
mindestens  einer  der  Faktoren  jene  öröfse  ebenfalls." 
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Wir  führen  den  Nachweis  ZAinHchst  für  eine  Primzahl  p,  Istfärdie 
ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  0(x)  unJ  ^(x)  die  Kongruenz  erfBllt: 

0(j:)W(jr)    ..0  (modi>), 

so  ist  darzuthun,  dafs  sie  schon  für  0  oder  V  allein  besteht,  d.  k 
dafs  alle  Koefficienten  eines  der  beiden  Faktoren  Vielfache  von  p  sind. 
Offenbar  kann  man  alle  diejenigen  Koefficienten ,  die  durch  p  teil- 
bar sind,  sowohl  in  <D(.r),  wie  in  ^F{x)  von  vom  herein  vernach- 
lässigen, da  letztere  hierbei  nur  durch  modulo  p  kongruente  Funktionen 
ersetzt  werden.  Reduziert  sich  dadurch  einer  der  Faktoren  auf  0,  so 
ist  p  ein  Divisor  desselben  und  unsere  Frage  bereits  erledigt.  Ist  das 
aber  nicht  der  Fall,  so  ergeben  sich  nach  Weglassung  der  betreffenden 
Summanden  zwei  Funktionen,  deren  Koefficienten  ausnahmslos  zu  p 
relativ  prim  sind;  wir  dürfen  somit  0(x)  und  V(x)  von  Anfang  an 
in  jener  reduzierten  Form  zu  Grunde  legen.     Dann  ist 

wo  sicher  a„,  und  bn  von  Null  verschieden  und  durch  p  nicht  teilbar 
sind.  Die  Entwicklung  von  0(.r)  '!*'(»*'),  deren  Koefficienten  samtlich 
durch  ;)  teilbar  sein  sollen,  beginnt  aber  mit  dem  höchsten  Gliede 
(i,„hn'f^''^"j  und  da  schon  dessen  Koefficient/)  sicherlich  nicht  enthalt,  so 
kann  auch  das  Produkt  unmöglich  durch  /)  teilbar  sein;  unsere  zweite 
Annahme  führt  daher  auf  einen  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung, 
und  die  aufgestellte  Behauptung  ist  bewiesen. 

Ehe  wir  die  Richtigkeit  des  Satzes  weiter  auch  für  eine  Prim- 
funktion F(.r)  darthun,  ziehen  wir  aus  dem  soeben  gewonnenen  Resul- 
tate noch  eine  Folgerung: 

„Ist  0(ji')  eine  Funktion  un.seres  Bereiches  ohne  Zahlenfaktor, 
so  ist  ein  Produkt  mF(.r)  nur  dann  durch  0(x)  teilbar,  wenn 
F(x)  allein  jene  Funktion  enthält." 

.Ist  nämlich  viF(/)  durch  <D  .r)  teilbar,  so  besteht  eine  Gleichung: 

(1)  mF{x)  =  0(x)^F(x), 

und  es  ist  nur  zu  zeigen,  dafs  der  zweite  Faktor  ^(x)  durch  ih 
teilbar  ist;  denn  ist  ^P(x)  =  mW(x)^  wo  ^  ebenfaUs  ganz  ist,  so  geht 
die  obige  Relation  über  in 

F(x)  =  0(x)'^(x), 

d.  h.  Fix)  ist  durch  0(x)  teilbar.  Angenommen  nun,  m  sei  nicht 
vollständig  in  'F(j )  enthalten,  dann  denke  ich  mir  den  in  ^P{x)  auf- 
gehenden Teiler  auf  beiden  Seiten  von  (1)  durch  Division  entfernt  und 
erhalte  so  eine  neue  Gleichung, 
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der  jetzt  kein  Primfaktor  2>  von  m^,  falls  ein  solcher  existiert,  in 
i(x)  enthalten  ist.  Da  aber  0(x)  n.  d.  V.  j)  gleichfalls  nicht  enthält, 
kann  nach  dem  obigen  Satze  die  rechte  und  mithin  auch  die  linke 
ite  der  Gleichung  (2)  durch  p  nicht  mehr  teilbar  sein,  d.  h.  m^  hat 
inen  Primfaktor  und  reduziert  sich  auf  1;  unsere  Folgerung  ist  dem- 
ch  richtig. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  dem  zweiten  Teile  unseres  Ausgangs- 
eoremes  zu: 

„Ist  P(x)  eine  Primfunktion  und 

0  (x)  W{x)  =  0     (mod  Pix)) , 

so  mufs  wenigstens  eine   der  beiden   Grössen  0(x)  und  ^P(x) 
für  sich  Multiplum  von  P(x)  sein." 

Es  ist  hiernach  zu  zeigen,  dafs,  wenn  einer  der  beiden  Faktoren, 
WA  0(x)  durch  P(x)  nicht  teilbar  ist,  dieses  dann  notwendig  für  den 
deren  Faktor  W(x)  der  Fall  sein  mufs.  Zum  Beweise  wenden  wir 
f  P(x)  und  0(x)  das  früher  beschriebene  Euklidische  Verfahren  an. 
»selbe  führt  zuletzt  zu  einer  Grösse  Fy  unseres  Bereiches,  die  den 
mgruenzen 

Fy  ^  0     (modd  P{X),  0(x)) 

mP(x)  =  0    (modjP,),      f*0(x)EzO    (mod  F^) 

nügt,  wo  m  und  fi  bestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten.  Aus 
aen  folgt  in  diesem  Falle,  dafs  Fy  von  x  unabhängig,  also  eine 
nze  Zahl  sein  mufs;  denn  wäre  Fy  =  r-q(x)^  wo  q(x)  eine  ganze 
mktion  ohne  Zahlenfaktor  ist,  so  wäre  nach  (1)  q(x)  wegen  der 
iden  letzten  Kongruenzen  einmal  in  P(x)  enthalten,  also  mit  P(x) 
mtisch,  zweitens  aber  auch  Divisor  von  <D(x),  und  damit  würde  P(x) 
bst  entgegen  der  Voraussetzung  Teiler  von  0(x)  sein.  Multiplicieren 
r  jetzt  die  erste  Kongruenz  in  (3)  mit  ^I^(x)j  so  ist 

Fy  W{x)  ■-  0    (modd  P(x)  W{x\  0{x)  n^{x)) 

d,  da  beide  Elemente  dieses  Modulsystemes  durch  P{x)  teilbar  sind, 
jiebt  sich  weiter 

Fy^P{x)  =  0     (modP(a;)); 

?raus  folgt  aber  schliefslich,  weil  P{x)  die  ganze  Zahl  Fy  sicherlich 

;ht  enthält, 

W{x)  :-^  0     (mod  P{x)) 
z.  b.  w. 

Nachdem    wir   so    den   an    die  Spitze  der  Betrachtung   gestellten 

ndamentalsatz  über  die  Primgröfsen  in  allen  seinen  Teilen  hergeleitet 
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haben,  ist  es  nunmehr  sehr  leicht,  auch  die  Eindeutigkeit  der  Zerlegung 
einer  ganzen  Gröfse  in  ihre  irreduktiblen  Faktoren  zu  beweisen. 

Bestanden  nämlich  zwei  solche  Darstellungen  f&r  dieselbe  Grofse, 
so  wären  sie  einander  gleich  zu  setzen  und  würden  gleich  bleiben, 
wenn  man  die  in  beiden  zugleich  auftretenden  Primfaktoren  durch  Di- 
vision fortschaffte.  Würden  nach  Ausführung  dieser  Operation  auf 
beiden  Seiten  noch  Primfaktoren  übrig  geblieben  sein^  so  erhielten  wir 
eine  Gleichung: 

(4)  P,P,-  =  Q,Q,-, 

in  der  P^,  J^%"'  ^^^^  Qv  Q%"'  gleiche  oder  verschiedene  Primgrössen 
(Primzahlen  oder  Primfunktionen)  sind,  ohne  dafs  z.  B.  P^  in  der  Reue 
^v  ^v  '  ' '  vorkommt  und  umgekehrt.     Das  ist  aber  gar  nicht  mög- 
lich;   denn    die   linke  Seite   der   Gleichung  ist  z.  B.  durch  Pj  teilbar, 
folglich  muls  es  auch  die  rechte  Seite  sein;  nach  dem  oben  bewiesenen 
Hauptsatze  mufs  also  einer   der  Faktoren  auf  der  rechten  Seite,  etwa 
Q^  die  Primgrösse  P^  enthalten;    da  er  aber  unzerlegbar  ist,  so  mab 
Q^  =  Pj   sein,   entgegen  unserer  Annahme,  dafs  in  der  Gleichung  (4) 
die  Faktoren  auf  der  linken  Seite  von  denen  auf  der  rechten  samtlich 
verschieden  sind.     Die  Annahme,  dafs  die  beiden  vorausgesetzten  Zer- 
legungen einer  Grösse  von  einander  verschieden  seien,  ist  also  unhalt- 
bar; jede  ganze   Grösse  läfst  sich  auf  eine  und  nur  eine  Art  in  ihre 
irreduktiblen  Bestandteile  zerfallen. 


Sechzehnte  Vorlesung. 

reinen  Divisorensysteme  zweiter  Stufe.  —  Ihre  charakteristischen  Eig^n- 
rten.  —  Die  Anzahl  der  inkongruenten  Gröfsen  ist  stets  endlich.  —  Die  Ein- 
»n.  —  Verallgemeinerung  des  Fermatschen  Satzes.  —  Komplementäre  Einheiten. 

§1. 

Nachdem  wir  die  Divisorensysteme  erster  Stufe  in  ihre  irreduk- 
en  Faktoren  zerlegt  haben,  gehen  wir  jetzt  zu  der  Betrachtung  der 
iulsysteme  zweiter  Stufe  über  und  versuchen,  ein  solches  System 

nfalls  in  möglichst  einfache  Elemente  aufzulösen  und  ihre  Eigen- 

aften  kennen  zu  lernen. 

Haben   wir   es   zunächst   mit   einem    gemischten  Divisorensystem 

thun,  besitzen  also  alle  Elemente  F.  einen  gemeinsamen  Teiler,  so 

nnen  wir  diesen  direkt  bestimmen,  indem  wir  durch  Zerlegung  von 

," '  Fy  in   ihre  Primfaktoren  ihren  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  F 

fauchen.     Ist  dann: 

F.  =  Ff.,  (.  =  1,2,  ..f). 

bekommen  wir  die  Äquivalenz: 

(F„F„...F,)r^F.(f„f„.--f:), 

jetzt  das  neue  System  (/i;  /i,  •  •  •  /*,.)  ©in  reities  Modulsystem  zweiter 
ife  ist,  dessen  Glieder  teilerfremd  sind.  Es  ist  (/i,  •  •  •  f^)  auch  nicht 
»"a  äquivalent  1,  weil  sonst  (F^,  •  •  •  F^)  ~  F  wäre  und  der  ersten 
ife  angehörte.  Wir  brauchen  also  nur  die  reinen  Systeme  zweiter 
ife  weiter  zu  untersuchen. 

Diese  Systeme  sind  besonders  dadurch  ausgezeichnet  und  von  den 
stemen  erster  Stufe  unterschieden,  dafs  für  sie  stets  ein  vollständiges 
'Stsystem  aufgestellt  werden  kann,  d.  h.  es  läfst  sich  stets  eine  be- 
immte  Anzahl  ganzer  Gröfsen 


] 


186  Sechzehnte  Vorlesung. 

80  angeben,  dafs  jedes  Element  (p{.t)  unseres  Bereiches  einer  und  nur 
einer  dieser  q   Funktionen   kongruent  ist,   oder  anders  ausgesproclieD: 

I)  yDie  Anzahl   der  für  ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe  in- 
kongruenten ganzen  Gröfsen  ist  immer  eine  endliche." 

Dieser  Satz  besteht  nicht  für  Modulsysterae  erster  Stufe,  denn  für 
eine  beliebige  Zahl  m  oder  eine  ganze  Funktion  F{x)  als  Modul  ist 
die  Anzahl  der  inkongruenten  Gröfsen  im  Bereiche  der  ganzen,  ganz- 
zahligen Funktionen  von  x  offenbar  unendlich  grofs;  dagegen  ist  er  im 
Bereiche  der  ganzen  Zahlen  für  einen  beliebigen  Zahlenmodul  m  er- 
füllt, und  schon  hieraus  kann  man  auf  eine  nahe  Verwandtschtft 
zwischen  den  Systemen  zweiter  Stufe  in  diesem  Gebiete  und  den  gewöhn- 
lichen ganzzahligen  Divisoren  im  Bereiche  der  ganzen  Zahlen  schlieCsen. 

Um  diesen  Satz  abzuleiten,  beweisen  wir  zunächst  zwei  Funda- 
mentaltheoreme, welche  folgendermafsen  lauten: 

II)  „Jedem  reinen  Modulsysteme  zweiter  Stufe  (/i,  •  •  •  /*,)  kann  man, 
ohne  es  im  Sinne  der  Äquivalenz  zu  ändern,  ein  geeignet  ge- 
wähltes ganzzahliges  Element  m  hinzufügen. 

III)  „Jedem  reinen  Modulsysteme  kann  man,  ohne  es  im  Sinne  der 
Äquivalenz  zu  ändeni,  ein  geeignet  gewähltes  Element /*(j:)=.r' 

+  b^x"^^^  -j \-hn  hinzufügen,  in  welchem  der  KoefBcient  der 

höchsten   Potenz  von  x  gleich  Eins  ist." 

Um  zunächst  den  ersten  Satz  für  ein  System  (/i,  /i?  •  •  •  A)  zu  be- 
weisen, wende  ich  das  auf  S.  170  erwähnte  Euklidische  Verfahren  auf 
die  beiden  ersten  Funktionen  f\  und  f^  an;  dadurch  ergiebt  sich  eine 
Funktion  gj^W»  ^^^  welche: 

<p^(x)  --0  fmodd /;,/;) 

m^fi  TT:  Wjj/Ij  =^  0    (mod  q)^) 

ist,  wo  m^  und  ni^  ganzzahlige  Faktoren  bezeichnen.  Nehmen  wir  nun 
(P2  in  das  Modulsystem  auf,  wodurch  dasselbe  im  Sinne  der  Äquivalenz 
nicht  geändert  \vird,   und  wenden   wir  das  gleiche  Verfahren  in  dem 

neuen  System  (/i,  /i,  ^a;  /i?  *  *  /,)  ^^^  9^2 (•^)  ^^^  fsi^)  ^^y  ^^  ergiebt 
sich  eine  Funktion  93  (^),  für  die  analog 

93  =  0    (modd^jj,  /i) 

(1  ) 

m'^(p^  =  a/ig/a  =  0    (mod  tp^) 

ist.  Verbindet  man  diese  Kongruenzen  mit  den  in  (1)  angeführten,  80 
folgt  aus  ihnen: 

,        (f^^^-O    (modd /;,/;,/;); 
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multipliziert  man  andererseits  die  beiden  letzten  Kongruenzen  in  (1) 
mit  m^  und  beachtet^  dafs  dann  der  Modul  m^tp^  durch  (p^  teilbar  ist, 
so  erhält  man  aus  (1)  und  (P)  die  Kongruenzen: 

/*!/'!  =  Ms/i-^f^s/i^O    (mod^g), 

wo  f»j,  fs/f 3  wiederum  bestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten.  Fügt  man 
jetzt  auch  93  dem  Systeme  hinzu,  behandelt  dann  93  und  f^  ebenso 
wie  vorher  und  wiederholt  nun  diesen  Prozefs  so  lange,  bis  man  zu 
dem  letzten  61iede  f\  gekommen  ist,  so  erhält  man  schliefslich  eine 
ganze  Gröfse  9^,  für  welche  ofiFenbar  die  folgenden  Kongruenzen  be- 
stehen: 
^g.  9.=^0    (modd /;,/;,  -- •  f) 

in  denen  s^  s^,  -  -  •  Sp  ganze  Zahlen  sind.  Danach  mufs  aber  9^  not- 
wendig selbst  eine  ganze  Zahl  m  sein,  denn  enthielte  es  auch  nur 
eine  Primftmktion  P(^),  so  wäre  diese  ein  geraeinsamer  Teiler  von 
fiy'  '  't\  ^^d  das  System  kein  reines.  Modulsystem  zweiter  Stufe.  Da 
femer  nach  der  ersten  Kongruenz  in  (2)  9^  =  m  das  System  (/i,  •  •  •  /^) 
enthält,  so  haben  wir  die  Äquivalenz  gewonnen: 

und  damit  den  ^  ersten  Hauptsatz  bewiesen. 

§  2. 

Um  nun  den  zweiten  Hauptsatz  in  Nr.  HI  für  ein  beliebiges  System 
(tny  f^'x)y-  - '  f^ixS)  zu  beweisen,  gebe  ich  ein  Verfahren  an,  um  in 
jedem  Falle  eine  jenes  System  enthaltende  Funktion 

(1)  tX^)  =  x-  +  h,x--'  + \-K 

zu  finden,  in  welcher  der  Koefficient  der  höchsten  Potenz  gleich 
Eins  ist. 

Es  seien  /\(ic),  •  •  •  fy(oc)  bezw.  von  den  Graden  n^,  w^,  •  •  •  w^- 
Bilden  wir  dann  die  ganze  Funktion 

F(x)  =  f,{x)  +  a;"^+V.(^)  +  x^''^'''-^'f,(^)  +  •  •  • 

80  kann  diese  selbstverständlich  dem  Modulsysteme  hinzugefügt  werden. 
Femer    stimmen    ihre    Koefficienten   der   Reihe   nach   mit   denen   von 

fif'fv  iit>erein,  weil  die  Multiplikatoren  a;'*^"^\  a;'*^"*'''^"*"^,  •  •  •  so  ge- 
wählt sind,    dafs  sich  nie  zwei  der  genannten  Koefficienten  in  F(.r) 
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vermischen.     Hieraus    folgt,   dafs  F{x')  durch  keine  Primzahl  teilW 
ist,  da  fi,'  ' '  f^.  als  relativ  prim  vorausgesetzt  wurden. 
Es  sei  nun: 

m  =  i/i  «  * ...»  *■ 

die  Zerlegung  des  im  vorigen  Abschnitte  gefundenen  ganzzahligen 
Elementes  m  in  seine  Primfaktoren;  reduziert  man  dann  F(x)  f&r  eine 
der  Primzahlen  p^  auf  ihren  kleinsten  Rest,  so  ist  derselbe  notwendig 
v(m  Null  verschieden,  weil  sonst  F(x)  durch  p^  teilbar  ^we.  Die  so 
sich  ergebende  Gleichung 

lautet,  wenn  man   sie  als  Kongruenz  fiir  unser  Divisorensystem  auf- 

fafst   und   beachtet,   dafs   ihre  linke  Seite   durch   dasselbe  teilbar  isi^ 

f olgendermafsen : 

0^(x)       p^V^(x)    (modd /•„... /-J ; 

erhebt  man  rechts  und  links  zur  Potenz  A^,  so  folgt  weiter: 

(«,U))**     -  p1' (V.ix))'''    (modd /;,.../•.) 

oder  nach  Multiplikation  mit  -^-t 

m 


h 


^  (<r.,(x))**  -  »«('-P-^Cx))**  (modd  /;,...  Q. 


Da  ni  aber  das  Modulsysteni  enthält,  so  bekommen  wir  schliefshch  flr 
jeden  Primteiler  ^^  von  m  eine  Kongruenz  von  der  Form: 

(2)  X,(a;)=-'^-(*,(a;))**==0    (modd /;,••.  ^ ,       (»=u. -. 

in  welcher  die  Koefficienten  von  0^  kleiner  als  ;>^  und  sicherlich  nicht 
alle  gleich  Null  sind.    Es  ist  also,  da  auch  -.  -  zu  p.  teilerfremd  ist)  der 

Koefficient  C^  der  höchsten  Potenz  von  x  in  der  Entwicklung  der 
ganzen,  ganzzahligen  Funktion  X^(.r)  zu  Pj^  relativ  prim,  dagegen  ent- 
hält er  jeden  anderen  Primfaktor  p.  von  m  ebenso  oft  als  m  selbst 
Es  sei  nun  2^^  die  komplementäre  Einheit  zu  Cj^  für  den  Modul  p^*, 
dann  besteht  die  Kongruenz: 

B,C,-\    (niodi)**), 

während  zugleich  für  jeden  anderen  Teiler  von  m\ 

l\.Cj^  =^  0    (mod^.*)  (/=o,  1,  ..*— i,*4-i,  •^) 

ist. 
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Denkt  man  sich  jetzt  die  Reihe  der  r  Funktionen: 

Xi(x),  Xj(:r),  •  .  •  Xr(x) 

»ifgestellt  und  dieselben  mit  solchen  Potenzen  x  ^j"-  x''  von  x  mul- 
tipliziert^ dafs  die  Produkte  alle  vom  gleichen  Grade  n  sind,  so  ist  es 
lumnehr  leicht^  die  gesuchte  Funktion  f(x)  in  (1)  aus  ihnen  zusammen- 
nisetzen.     Bildet  man  nämlich  die  Summe:  * 

¥(x)  =  B,  x^'  X,(x)  +  B^x^^  X^{x)  H f-  BrX^'Xr{x\ 

wo  JSj,  -Bj,  •  •  •  die  vorher  bestimmten  zu  den  Cj,  C^j* ' '  komplemen- 
iLren  Einheiten  sind^  so  wird  der  Eoefficient  der  höchsten  Potenz  in 
W{x)  durch  die  Gleichung: 

gegeben.   Nun  verschwinden  hier  für  jedes  p**  die  sämtlichen  Produkte 

auf  der  rechten  Seite  mit  Ausnahme  des  Tc^^j  das  kongruent  1  ist;  es  ist 
mithin  C  für  jeden  Bestandteil  von  m^  also  auch  für  m  selbst  als 
Modul  kongruent  1^  C  kann  also  in  der  Form  geschrieben  werden: 

Daraus  folgt,  dafs  in  der  DiflPerenz: 

f{x)  =  F{x)  —  mCx'' 

der  Eoefficient  des  höchsten  Gliedes  gleich  1  ist. 

Die  so  bestimmte  Funktion  f{co)  ist  in  der  Tbat  die  gesuchte. 
Denn  die  Darstellung  von  F{x)  durch  die  Funktionen  X^{x),  Xi^{x\'--y 
die  alle  das  Modulsystem  (/i,  •  •  •/*,.)  enthalten,  lehrt  unmittelbar,  dafs 

auch  F{pc)  selbst  durch  dasselbe  teilbar  ist,  und  daraus  geht  wiederum 
hervor,  dafs  für  f{x)  das  Gleiche  gilt,  weil  die  ganze  Zahl  m  ein  Viel- 
faches des  Modulsystemes  ist;  f{x)  darf  deshalb  in  das  letztere,  ohne 
dessen  Wert  zu  ändern,  eingereiht  werden,  und  damit  ist  in  Verbin- 
dung mit  dem  vorangehenden  Satze  auch  das  zweite  Fundamental- 
theorem in  der  Theorie  unserer  Divisorensysteme  bewiesen. 

An  dieses  Ergebnis  läfst  sich  der  bereits  angekündigte  Beweis  dafür, 
dals  es  für  ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe  {M)  =  {nt,  /)  /i,  •  •  •  /*,.) 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Resten  giebt,  unmittelbar  anknüpfen. 
Zunächst  ist  nämlich  klar,  dafs  jede  Funktion  q){x)  unseres  Integritäts- 
bereiches modulo  {M)  auf  eine  andere  zurückgeführt  werden  kann,  deren 
Grad  kleiner  ist,  als  der  Grad  n  von  f{x).  Denn  ist  das  höchste  Glied 
Ton  q>{x)   ex^'^^y  so  dafs 

q>{x)  =  ca;'»+''  -|-  .  .  . 
ist,  so  ist  die  DiflPerenz 
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eine  z\i  (p{x)  kongruente  Funktion,  deren  Grad  mindestens  tun  eine 
Einheit  niedriger  ist.  Durch  Wiederhohmg  jenes  einfachen  Verfahratt 
kommt  man  aber  zuletzt  zu  einer  zu  q>{x)  kongruenten  Funktion 

welche  höchstens  vom  (n  —  1)*®°  Grade  ist;  diese  Funktion  kann  min 
endlich  auf  eine  kongruente  9o(^)  reduzieren,  deren  Koefficienten 
zwischen  0  und  m  —  1  liegen;  ist  nämlich  allgemein  y.  der  kleinste 
positive  liest  von  c.  modulo  wi,  und 

9ü(^)  =  ^0  +  ^1-'^  -I f-  y.-i^"~S 

so  ist  (p(x)  '£^  (Po(x)  (mod  m),  also,  da  m  ein  Element  von  (M)  ist, 
auch  (p(j')  L- (Pq(x)  (mod  3/).  Jede  ganze  Gröfse  unseres  Gebietes 
ist  demnach  einer  anderen  von  der  Form  q>Q(x)  modulis  (w,/) /i,  •  ••/'J 
kongruent,  und  da  die  Anzahl  der  verschiedenen  Funktionen  fp^{i) 
offenbar  endlich,  nämlich  m''  ist,  so  haben  wir  damit  die  in  (I)  an- 
gegebene Haupteigenschaft  der  Modulsysteme  zweiter  Stufe  daigeUum. 
Es  raufs  jedoch  hervorgehoben  werden,  dafs  zwar  jede  Funktion 
q>(x)  für  das  Modulsystem  auf  einen  der  oben  bestimmten  Reste  f^{x) 
reduzierbar  ist,  dafs  aber  diese  lieste  selbst  im  allgemeinen  nicht  alle  aIlte^ 
einander  inkongruent  sein  werden.  Die  wirkliche  Angabe  der  für  ein 
Divisorensystem  zweiter  Stufe  inkongruenten  Gröfsen  ist  vielmehr  in 
dem  hier  behandelten  umfassenden  Falle  eine  sehr  schwierige  Aufgabe. 

§3. 
Es  sei 

irgend  ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe,  dann  heifst  analog,  wie 
hei  den  gewöhnlichen  Zahlen,  eine  ganze  Gröfse  R  relativ  prim  oder 
teilerfremd  zu  (Ji),  wenn  das  aus  R  und  (M)  gebildete  System 

(Ä,/i,  •••/■..) 

äquivalent  1  ist.  So  ist  z.  B.  eine  beliebige  ganze  Zahl  fi  zu  (M)  re- 
lativ prim,  wenn  sie  mit  der  Zahl  m,  die  dem  Divisorensystem  zweiter 
Stufe  hinzugefügt  werden  kann,  keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzt,  denn 
in  dem  Falle  ist  ja 

Hier  besteht  nun  der  wichtige  Satz: 
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,,Sind  R,  R'  zwei  ganze  Gröfsen,  die  zu  (3i)  relativ  prim  sind, 
so  gilt  dasselbe  auch  von  ihrem  Produkte  RR\^^ 

.8  den  beiden  Äquivalenzen  (JJ,  /l;  •  •  *  /^)  '^  1  ^^^  (^'?  /i;  *  *  /^)  ~  1 
gt  nämlich  durch  Komposition: 

?r,  wenn  man  links  die  Komposition  ausführt: 

{RR'j  ' ' '  Rf.  •  •  •;  •  •  •  R'fj^  •  •  •;  •  •  •  /]  /i.  •    •)  '^  1- 
enbar  ist  aber  dieses  System  ein  Vielfaches  des  anderen 

(RR';  ■■■fr--) 

i  das  letztere  daher  notwendig  auch  äquivalent  1;  d.  h.  es  ist  in 
•  That  RR'  zu  (M)  teilerfremd. 

Wir  wählen  jetzt  aus  der  endlichen  Anzahl  der  modulo  {M)  in- 
igruenten  Reste  alle  diejenigen  aus,  die  mit  unserem  Systeme  keinen 
neinsamen  Teiler  haben  und  wir  bezeichnen  diese  auch  hier  als  Ein- 
ten modulo  M.  Eh  sei  (i  die  Anzahl  aller  inkongruenten  Einheiten 
dulo  M,  und  es  mögen  diese  in  beliebiger  Reihenfolge  durch: 

;eichnet  werden.  Ist  dann  R  irgend  eine  Einheit  modulo  M  und 
iet  mau  die  fi  Produkte 

RRl^    RR^y  '  '  •  RRfty 

sind    alle   diese,    wie    oben   bewiesen   wurde,    ebenfalls   Einheiten 

dulo  M]  aufserdem  erkennt  man  leicht,    dafs   sie  auch   modulo  M 

ntlich   inkongruent  sind.     Wäre  das  nämlich  für  irgend  zwei  jener 

>dukte  RR.  und  RR,   nicht  der  Fall,    so   erhielte   man  eine  Kon- 

lenz  * 

RiR-R,)  =  0    (modd/-.,  ••■/•,); 

lererseits  folgt  aber  aus: 

rcli  Multiplikation  mit  R^  —  R^  die  Äquivalenz: 

{R,R,  -  R^,  f,{R.  -  J?p,  •  •  •  f^{R,  -  R,>)  ~  R,  -  R,. 

thielte  also  R(R.  —  R^)  das  Modulsystem  (3f),  so  wäre  jedes  Ele- 
nt  auf  der  linken  Seite,  also  das  ganze  Divisorensystem  durch  (3i) 
Ibar,  also  würde  dasselbe  für  R.  —  iZ^.  auf  der  rechten  Seite  dieser 
uivalenz  gelten,  es  wäre  also: 

R,  =  R,   (modd  /i,  /i, . . .  Q, 
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während  wir  doch  R.  und  22^  als  modulo  (üf)  verschieden  Yoraos- 
gesetzt  haben. 

Da  somit  die  fi  Produkte 

llR^y  RR^y  *  *  •  RRfjt 

ebenfalls  ein  System  modulo  (Jif)  inkongruenter  Einheiten  modulo  U 
bilden y  so  müssen  sie  für  das  Divisorensystem^  abgesehen  von  ihrer 
Reihenfolge,  mit  R^y-^R^  übereinstimmen.  Ist  daher  wieder  SiR^y-  •  •  B^) 
eine  beliebige  ganze  symmetrische  Funktion  jener  Grofsen,  so  besteht 
auch  hier  die  Kongruenz 

SiR^y  '"Rf.)    "  S{RR^y  • . .  RR^)    (modd  /;,-..  /;) 
und  insbesondere  für  eine  Variabele  X  die  weitere 

YJ{X-B^)^[J{X-BR,)  (modd/;,.../;)    <»=•.  ^ 

b  k 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  der  beiden  von  X  fraen 
Glieder: 

YIr,  .ifYln,  (modd/;,.../;), 

wo  I  I  Rf^  zu  (Jf )  relativ  prim  ist  und  daher  auf  beiden  Seiten  fort- 
gehoben  werden  kann;  so  erhalten  wir  endlich  die  wichtige  Kongmeu: 

ir-i  (modd/;,. ••/;), 

eine  Kongruenz,  die  eine  unmittelbare  Verallgemeinerung  des  Pennat- 
schen  Satzes  bedeutet.     Derselbe  lautet  hier  folgendermafsen: 

„Die  /i*^  Potenz  jeder  zu  (M)  teilerfremden  ganzen  Gröfse  ist 
stets  kongruent  1,  wenn  fi  die  Anzahl  der  modulo  (3i)  inkon- 
gruenten Einheiten  bezeichnet." 

Als  Bei8j)iel  betrachten  wir  das  Modulsystem  {M)  r^  (2,  x*).    Für 
dieses  giebt  es  offenbar  die  vier  inkongruenten  Gröfsen: 

0,  1,    X,  l  +X', 

von  diesen  sind  1  und  1  +  ''  zu  {M)  relativ  prim,  also  Einheiten 
modulo  (M)y  dagegen  0  und  w  besitzen  einen  gemeinsamen  Teiler  mit 
(M)y  denn  es  ist: 

(1  -f  Xy  2,  ^;2)  ^  (^1  +  rr,  1  +  2a:  +  x'^y  2,  x^)  ^  {l  +  x,  1,  2,  x")  - 1 

dagegen : 

(.r,  2,  x')  ~  (2,  x), 

also  nicht  äquivalent  Eins.  Es  ist  demnach  ^  =  2.  Also  ist  für  jede 
Gröfse  R  =  f(:r)  des  Bereiches  [x]  R^  _^  1  (mod  M),  Dies  erkennt 
man  hier  auch  leicht  direkt,  denn  es  ist: 


i 
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-R  =  a  -{-  ßx  -\-  yx^  -^  -  -  -  ^^  a  -\-  ßx    (mod  x^), 
JB*  =  («  +  ßxy  =  a^=l    (modd  2,  a?«), 

Is  a  ^  0  (mod  2)  angenommen  wird. 

Eine  direkte  Folgerung  aus  diesem  Ergebnisse  ist  noch  das  andere: 

„Ist  {M)  ein  beliebiges  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe  und 
12  eine  beliebige  Einheit  mod  {M),  so  kann  man  immer  eine 
zweite  Einheit  R'  so  bestimmen^  daTs 

RR'  =  1    (mod(Jf)) 

ist;  je  zwei  solche  Funktionen  werden  komplementäre  Einheiten 
genannt« 

der  That  wird  ja  dieser  Bedingung  nach  dem  Torigen  Satze  sofort 
Qügt^  wepn  man  JR'  ^  iJ'*"^  setzt.  Demnach  zerfallen  genau  wie 
i  den  Zahlen  alle  ganzen  öröfsen  des  Bereiches  modulo  (Jf )  betrachtet 

zwei  Klassen^  die  wiederum  bezw.  Teiler  der  NuU  und  Teiler  der 

Q8  genaimt  werden  können;   denn  ist  R^  eine  öröfse,  die  mit  (Jf) 

len  Divisor   gemeinsam  hat,   so  lafst  sich  allemal    eine  zugehörige 

so  angeben,  dafs 

iJ,JR;  =  0    (mod(Jtf)) 

rd^  ohne  dafs  Ri  durch  (Jf)  teilbar  ist.  Der  Beweis  dieses  letzten 
tzes,  von  dem  im  folgenden  kein  Gebrauch  gemacht  wird,  soU  an 
ser  Stelle  nicht  gegeben,  sondern  dem  Leser  überlassen  werden. 


Kronecker,  Zahlentheorie.  I  15 


Siebzehnte  Vorlesung. 

Die  Dekomposition  der  reinen  Modulsysteme  zweiter  Stufe  (m,  f^, — Zerlegmig derselben 

in  die  Systeme  (p*,  /^•(^)).  —  Reduktion  der  einfachsten  Systeme  (p, /*f(Ä)).  —Re- 
duktion der  Systeme  (p*,  f^ix))  und  (p',  /^(x)).  —  Die  reduzierte  Form  der  Syiteme 

zweiter  Stufe. 

§1. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Beantwortung  der  Hauptfirage  nach  der 
Zerlegung  oder  Dekomposition  eines  beliebigen  Modulsystemes  in  mög- 
lichst einfache  Elemente  und  zwar  können  wir  uns  hier  auf  die  reinen 
Modulsysteme  zweiter  Stufe  beschränken^  da  die  Systeme  erster  Stufe 
bereits   in  der  fünfzehnten  Vorlesung  Tollstandig  zerlegt  worden  sind. 

Es  sei  {M)  =  {fi{x\  f^(x),  •  •  •  f^{x))  das  vorgelegte  System ^  m  die 
niedrigste  ganze  Zahl,  welche  durch  (M)  teilbar  ist  und 

irgend   eine  Zerlegung   von  m  in  zwei   teilerfremde  Faktoren.     Dann 
besteht  die  folgende  Äquivalenz: 

(1)  (m,  /•„■••  o  ~  (/«./■.-••  •  o  K  /;,  •  •  •  o 

und  sie  liefert  uns  die  erste  und  wichtigste  Zerlegung  unseres  Modul- 
systemes. 

Der  soeben  ausgesprochene  Satz  ist  ein  ganz  spezieller  Fall  des 
folgenden  für  beliebige  Modulsysteme  geltenden  wichtigen  Theoremes, 
von  dem  wir  auch  später  Gebrauch  zu  machen  haben.  Es  sei  (/, /i,-YJ 
irgend  ein  Divisorensystem  von  beliebig  vielen  Variablen  und  es 
möge  ein  Element  f  für  das  aus  den  übrigen  gebildete  Modulsystem 
it\}'  '  '  /,)  ^^  ^'^  Produkt  /J,/Jj'  zweier  teilerfremden  Faktoren  zerfallen; 
dann  zerfallt  auch  das  ganze  Modulsystem  in  zwei  Faktoren  vermöge 
der  Äquivalenz: 

Nach  der  Voraussetzung  ist  nämlich: 

(2)  f^fX  (modd /;,.../;), 
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da  die  beiden  Faktoren  teilerfremd  sind,  so  ist: 

(^,/o^/■l,•••/;)~l• 

Üpliziert  man  aber  das  Produkt  auf  der  rechten  Seite  von  (1*)  aus, 
3rgiebt  sich: 

(foyO(fo>fk)'^(fofo>  '"fofi'"9  "f^fk-'y  '"fifk"')  o-.*=i,2,    v). 

ererseits  folgt,  wenn  man  die  Äquivalenz  (3)  auf  beiden  Seiten 
(fiy ' '  '  f^)  multipliziert, 

V       /o/i        ?         h'k       >         lilk       )       \lv        IvJy 

hieraus  geht  hervor,  dafs  die  rechte,  also  auch  die  linke  Seite  von  (4) 
ler  That  äquivalent  {f^f^,  fif '  ' '  fy)  oder  wegen  (2)  äquivalent 
y  ' '  •  f^  ist,  w.  z.  b.  w. 

Setzt  man  in  der  Äquivalenz  (1*)  f=m  =  ^v,  so  erhält  man  die 
valenz  (1). 

Es  zerfällt  also  unser  System  (M)  in  zwei  andere,  welche  sich  von 
m  nur  dadurch  unterscheiden,  dafs  das  Zahlenelement  m  durch 
nen  der  teilerfremden  Faktoren  fi  und  v  von  m  ersetzt  ist.  In 
jlben  Weise  kann  nun  jedes  dieser  Systeme  weiter  zerlegt  und 
Dekomposition  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  die  Zahlenele- 
e  sämtlich  Primzahlpotenzen  geworden  sind.  Man  erhält  also  den 
nden  Satz: 

„Jedes    reine  Modulsystem    zweiter  Stufe   ist   äquivalent  einem 
Produkte  von  Systemen 

deren  Zahlenelemente  Primzahlpotenzen  sind." 

Folgenden   brauchen   wir  uns  also  nur  mit  diesen  Modulsystemen 
zu  beschäftigen. 
Wir   betrachten   zuerst  den  einfachsten  Fall,   dafs  der  Exponent 
1  ist,  d.  h.  wir  untersuchen  ein  System: 

(Jlf,)-0,/i(a;),/;(^),.../-^(a;)) 

versuchen  dieses  weiter  auf  eine  eindeutig  bestimmte  reduzierte 
1  zu  bringen. 

Hierzu  führen  die  beiden  folgenden  für  beliebige  reine  Divisoren- 
me  zweiter  Stufe  geltenden  Sätze: 

L)  „Ein  System  (w,  /i(x),  •  •  -  fv{x))  bleibt  im  Sinne  der  Äquivalenz 

ungeändert,  wenn  man  die  Koefficienten  der  Funktionen  f^{x) 

um  beliebige  Multipla  des  Zahlenelementes  vermehrt." 

13* 
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2)  „Ein  System  (w,  /\  ix),  •  •  •  /;  {x))  bleibt  im  Simie  der  AquifileM 
ungeänderty  wenn  man  irgend  eines  seiner  Funktionenelemente 
mit  einer  beliebigen  Einheit  modulo  m  multipliziert*^ 

In  der  That,  sei  etwa: 

fiip)  =  %'\ f-  ö*^  H h  ««, ^' 

die  erste  Funktion  unseres  Systemes;  ersetzt  man  in  ihr  at  durch 
aj^  =  Oib  -f~  ^^^;  so  erhält  man  eine  neue  Funktion: 

/i(^)=/i(^)  +  ^»»^  =  /i(^)    (modw), 

es  ist  also  in  der  That: 

weil    die    beiden    Elemente    /i  und  /i    för    unser    Modulsystem  kra- 

gruent  sind. 

Es  sei  zweitens  e  eine  Einheit  modulo  m,  und  e'  die  komplemeft- 

täre  Einheit^  so  dafs  ec  '=e^  1  (mod  m)  oder  cc'  =  1  +  Am  ist    Dam 

ist  offenbar 

(m,  efi,' ' '  fy)     teilbar  durch  (m,   /i,  •  •  •  /V) 

endlich  ist  aber  auch: 

(m,  6'e/;,  •••/;)'-'  (w,  (1  +  Aw)/;,  •••/;)  '^  K  /i;  •  •  •  A> 

Daher  sind  die  beiden  Systeme  (tw,  /i,  •  •  •  /V)  imd  (m,  c/i  •  •  •  /V)  einander 
wirklich   äquivalent,  da  jedes   von  ihnen  durch  das  andere  teilbar  ist 

Diese  beiden  Sätze  benutzen  wir  jetzt  zur  Reduktion  eines  be- 
liebigen Systemes  (j),  fi(x),  •  •  -  fy(X)).  Zunächst  können  wir  von  vorn- 
herein voraussetzen,  dafs  in  jeder  der  Funktionen  f^{x)  der  KoefBcient 
der  höchsten  Potenz  Eins  und  alle  anderen  Eoefficienten  modulo  p  auf 
ihren  kleinsten  nicht  negativen  Rest  reduziert  sind.  Ware  nämlich 
etwa  in  fi{x)  jener  höchste  Koefficient  gleich  c,  so  muls  e  eine  Ein- 
heit modulo  p  sein,  da  anderenfalls  jenes  durch  p  teilbare  Glied  ein- 
fach weggelassen  werden  könnte.  Dann  kann  man  aber  fi(x)  durch 
e  fy(x)  ersetzen,  wo  e'  die  zu  e  komplementäre  Einheit  ist,  und  das 
dann  sich  ergebende  Anfangsglied  ec  x^^  durch  x^^  ersetzen.  Ebenso 
kann  man  nach  dem  ersten  Satze  alle  anderen  Koefficienten  modulo  f 
auf  ihre  kleinsten  nicht  negativen  Reste  reduzieren. 

Das  so  umgeformte  Modulsystem  denken  wir  uns  jetzt  nach  den 
Grade  seiner  Elemente  geordnet,  so  dafs  allgemein  /^(a:)  von  höherem 
oder  wenigstens  von  gleichem  Grade  ist^  als  das  folgende  /]- •  ji^)- 
Dividiert  man  jetzt  t\{x)  durch  f^{x),  so  erhält  man,  da  der  Koefficient 
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66  höchsten  Gliedes  Ton  fi(x)  gleich  1  ist,  eine  ganzzahlige 
Heichnng: 

1  welcher  der  Grad  von  fi(x)  niedriger  ist,  als  der  von  fi(x).  Aus 
ieser  Gleichung  folgt  aber  ohne  weiteres: 

ir  haben  somit  das  gegebene  Modulsystem  in  ein  äquivalentes  über- 
eföhrt,  dessen  eines  Element  f^  von  niedrigerem  Grade  ist,  als  das  ent- 
jrechende  des  ersten  Systemes,  während  alle  übrigen  Elemente  un- 
^andert  sind.    In  derselben  Weise  können  wir  fortfahren:  Wir  formen 

(x)  so  um,  dafs  der  Koefficient  des  Anfangsgliedes  Eins  und  alle 
ideren  reduziert  sind,  ordnen  dann  diese  Fimktionen  wieder  nach 
irem  Grade,  und  verkleinem  den  Grad  der  dann  zuerst  stehenden 
onktion  u.  s.  w.,  wobei  wir  Sorge  tragen,  dafs,  wenn  eine  Division 
ifgeht,  der  bezügliche  Rest  fi{x)  =  0  einfach  fortgelassen  wird;  dies 
erfahren  können  wir  so  oft  wiederholen,  als  noch  wenigstens  zwei 
nnktionen  fi(x)  und  /i(x)  in  dem  Systeme  vorhanden  sind;  da  aber 
ji  jeder  Reduktion  einer  der  Grade  mindestens  um  eine  Einheit  ver- 
indert  wird,  so  mufs  man  zuletzt  zu  einem  äquivalenten  Systeme 
>,  f(x))  gelangen,  welches  nur  noch  ein  einziges  Funktionselement  ent- 
ilt.     So  ergiebt  sich  also  der  folgende  wichtige  Satz: 

„Jedes  reine  Divisorensystem  zweiter  Stufe,  dessen  Zahlenelement 
eine   Primzahl   ist,    ist    äquivalent    einem  reduzierten    Systeme 
(jPf  f(^))  ^o^  ^'^  zwei  Elementen.     Das  Funktionenelement 
f(x)  =  x^  -{-  a^  a;*~^  +  •  •  •  +  »n 

besitzt  lauter  modulo  p  reduzierte  Eoefficienten  und  der  Koef- 
ficient der  höchsten  Potenz  ist  Eins.*' 

t  speziell  f(x)  vom  nullten  Grade,  so  muls  es  notwendig  gleich  Eins 
in,  und  das  Modulsystem  ist  dann  selbst  äquivalent  Eins. 

§  2. 

Wir    wollen  noch  kurz    den  nächsten  Fall  untersuchen,    dafs   das 
ihlenelement  das  Quadrat  einer  Primzahl  ist.     Ist  also  das  System: 

geben,  so  betrachten  wir  neben  ihm  das  System: 

(2^,  fi,  f»,  ■  ■  •  fy) 
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und   briogen  dieses  nach  der  soeben  ang^ebenen  Methode  auf  die  re- 
duzierte  Form  (p,  f).     Aus  der  Äquiyalenz: 

( 1')  (i',  /•„•••  /;)  ~  (ft  f) 

folgt  aber^  dafs  f(x)  durch   das  Modulsystem  links  teilbar  sein  muls, 
es  besteht  daher  eine  Gleichung: 


führen  wir  also  statt  f(.r)  die  neue  Funktion: 


(2)  f  (x)  =  fix)  -  p  F  {x)  =  2j  f^9. 


ein,  und  beachten,  dafs  (p,  f)  =  (p,  f  —  pF)  ~  (p,  /')  ist^  so  folgt 
aus  (l*): 

(3)  (i»,  /l,  •  •  •  fr)  ~  (P,  fix)). 

Die  so  bestimmte   Funktion  f{x)  enthalt  wegen  (2)  das  System 
(/i;  /s9  ' ' '  A)?   ^^^    kann   also   den   Elementen   yon  (Jlf,)   hinzageAgt  • 
werden,  d.  h.  es  ist:  • 

(4)  iP*,fl,---fr)'-'ip',fu--fr;f\ 

In  dieser  neuen  Form   des  gegebenen  Modulsystemes  formen  wir  nnn 
die   einzehien   Elemente  f.   um.     Aus  der  Äquivalenz  (3)  folgt  nÄm-   ] 
lieh,  dafs  jedes  f\{j:)  in  der  Form  darstellbar  ist: 

/*  =  f^k  +P^k  =^P^k(^)    (»lod  f(x)). 

Daher  dürfen  wir  in  dem  Systeme  Q)*,  /i,  •  •  •  /V,  f)  jedes  Element  f^ 
durch  j)4}j^  ersetzen,  und  erhalten  die  Äquivalenz: 

Das  Modulsystem  (i>,  ^'i,  •  •  •  ^r)  kann  endlich  wieder  nach  der  im 
vorigen  Abschnitte  angegebenen  Methode  auf  die  äquivalente  Fonn 
(j>,  (/'.rO  gebracht  werden.     Multipliziert  man  dann  die  Äquivalenz: 

US   ^'i;   *2,  •••*r)~(l>,/7) 

mit  p,  und  fügt  hierauf  auf  beiden  Seiten  das  Element  f{x)  hinia, 
so  ergiebt  sich: 

(;>',  lH\r"  P  ^v ,  f)  ~  (p^  pgy  f) 

oder  wogen  (^5) 

(/'^  /■„•••  /■.)  ~  ü>*,  pg,  /■)• 


J 
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^^edes  Modulsystem,  dessen  Zahlenelement  das  Quadrat  einer 
Primzahl  ist,  kann  also  in  ein  äquivalentes  transformiert  werden, 
welches  aufser  dieser  Zahl  nur  noch  zwei  Elemente  enthält; 
von  denen  das  erste  jene  Primzahl  als  Teiler  hat." 

Ganz  analog  verfahren  wir  in  dem  nächsten  Falle:  Ist  uns  ein 
)dul8y8tem  (l>^/l,•••/V)  gegeben,  so  betrachten  wir  neben  diesem 
s  System  (p*,  /i ;  •  *  *  A);  welches  wir  bereits  zu  reduzieren  im  Stande 
id;  es  sei: 

tin  folgen  aus  dieser  Äquivalenz  die  Gleichungen: 

P9=2fk^k+P^^^ 

V 

»timmt  man  also  wieder  die  neuen   Funktionen  f  und  g  durch  die 
Eichungen: 

V 


I 


P9  =  P9  —  P^F  =  ^fj^Vj^, 

V 

f-f    -!>*<?  =2/"* *x' 

*  =  1 


ist  einmal: 


{p\P9jf)'^if7P9jf)^ 

sich  die  entsprechenden  Fimktionen  nur  um  ein  Multiplum  von  p^ 
terscheiden;  weil  aber  pg  und  f  beide  nach  (7)  das  Modulsystem 
j '  '    fr)  enthalten,  so  ist  auch: 

)  {P%  fu"  fv)  ~  {P\  fu'"  fyj  P9,  f\ 

m  kann  nun  auf  der  rechten  Seite  dieser  Äquivalenz  jedes  Element /i  durch 
i  anderes  p^i^  ersetzen,  denn  aus  der  Äquivalenz  (/>*,  /i)  ~  (/)*,  pg^  f) 
;eben  sich  ja  v  Gleichungen  von  der  Form: 

fk  =P^Xk  +  f^k  +P9  •  ^k  (*=i.2,     f) 

d  hieraus  folgt  in  der  That  die  Äquivalenz: 

•  (P^  fw"  fvy  P9j  f)  '^  0^  P*Zi,  •  •  •  Phy,  P9?  A 

il  sich  jedes  Element  p^Xk  ^^^  ^^^  entsprechenden  f^^  nur  um  Mul- 
la von  pg  und  von  f  unterscheidet.  Transformieren  wir  endlich 
i  System  (p,  Xi)"'X)  ^^  ^^s  äquivalente  (p,  h(jx:)),  also  {p^,p^Xi) ' '  'P^Xr) 
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in  (p\  p^h\  so  folgt  aus  (9)  das  SchluTsresultat: 

(P',  fi(^)7 ' ' '  M^))  ~  (P\  P^hix),  pg(x),  fix)). 

In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren  und  durch  den  Schlob 
von  n  auf  n  -\-  1  die  Richtigkeit  des  folgenden  aUgemeinen  Satzes 
beweisen: 

y^edes  Modulsystem  (Mk)  ~  (p*,  fiix),  •  •  -/VC«)),  dessen  Zahloh 
dement  die  h^  Potenz  einer  Primzahl  ist,  kann  stets  auf  die 
Form  gebracht  werden: 

(p',p''-'F,(x),p^-^F^(x)r"pF^^i(x),FM(x)), 

wo  die  ganzen  Funktionen  F.(x)  so  gewählt  werden  können, 
dafs  der  Koefficient  der  höchsten  Potenz  jedesmal  gleidi 
Eins  ist." 

Wir  überlassen  die  Ausführung  dieses  Beweises  dem  Leser  um  so 
lieber,  da  wir  in  der  nächsten  Vorlesung  yon  ganz  anderen  Gesichts- 
punkten aus  auf  diesen  Satz  zurückkommen. 

§3. 

Die  nächste  hier  sich  darbietende  Aufgabe  würde  nun  darin  be- 
stehen, dafs  man  für  jedes  Modulsystem  (f/,  fu'  - '  fv)  eine  ^^reduzieiie 
Form"  angiebt,  in  welche  dasselbe  stets  und  nur  auf  eine  Weise 
übergeführt  werden  kann;  erst  dann  hat  man  ein  Mittel,  um  zu 
entscheiden,  ob  zwei  Systeme  Q/,  /i,  •  •  -/Ji)  und  (p*,  Qu'  -  -gt)  äqui- 
valent sind  oder  nicht;  es  gilt  dann  nämlich  der  Satz:  Zwei  Systeme 
sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  zugehörigen  reduzierten 
Systeme  identisch  sind. 

Für  die  einfachsten  Modulsysteme  (/?; /iW,  •  •  «/VW)  besitzt  dss 
vorher  gefmidene  äquivalente  Q),  f{x))  bereits  die  Eigenschaften  eines 
reduzierten  Systemes.  Um  dies  nachzuweisen,  brauchen  wir  nur  lu 
zeigen,  dafs  aus  der  Äquivalenz: 

zweier  reduzierter  Systeme  notwendig  die  Gleichung  f(x)  =  fi(x)  folgt 
Aus  der  Äquivalenz  (1)  ergeben  sich  aber  die  beiden  Kongruenzen: 

f(x)  =  q),(x)f^{x)    (modp), 
f^{x)  --^.  fp{x)f{x)      (mod  p), 

wo  q>i{x)  und  (p{x)  als  modulo  p  reduzierte  Funktionen   von  x  ange- 
nommen werden  können;  hieraus  folgt: 

f{x)  /;  {x)       q>  {x)  q>,  (x)  f{x)  /;  {xy   (mod  p). 
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i  aber  f  und  /i  durch  p  nicht  teilbar  sind,  so  ergiebt  sich: 

(p(x)  g>i(x)  ^  1    (mod  />); 

her  müssen  q>{x)  und  q>i(x)  Ton  x  unabhängig  sein,  denn  beginnen 
x)  mit  cxfy  (Pi(x)  mit  qa?''»,  so  beginnt  ^(x)q>i(x)  mit  cc^xf'-^^'^ 
d  der  Koefficient  cc^  ist  durch  p  nicht  teilbar,  da  n.  d.  V.  c  und  c^ 
nicht  enthalten.     Mithin  ist  q)(x)  =  c,   9i(a:)  =  c^,  und  es  ist  also: 

f{x)  =  cj^{x)    (mod  2)), 

>  c^  eine  noch  zu  bestimmende  Zahl  bedeutet;  da  aber  in  f  und  f^ 
r  Koefficient  der  höchsten  Potenz  Eins  ist,  so  ist  c^^\  und 
x)E^fi(x)  (modp),  und  da  in  beiden  Funktionen  die  Koefficienten 
)dulo  p  reduziert  sind,  so  können  sie  nur  kongruent  modulo  p  sein, 
^nn  sie  identisch  sind,  und  hiermit  ist  der  Beweis  vollständig  erbracht. 

Dagegen  überzeugt  man  sich  leicht,  dafs  die  vorher  gefundene 
►rm  (p^,  pf^  g)  im  allgemeinen  nicht  die  reduzierte  für  ein  Modul- 
stem  (-Mj)  ist,  und   dasselbe  ist  für  aUe  Systeme  (p*,  A? '  '  */*)  ^^ 

>  1  der  Fall.  Es  bietet  keine  grofsen  Schwierigkeiten  dar,  fiir  die 
ifachsten  Fälle  Ä  =  2,  3  eine  reduzierte  Form  für  die  zugehörigen 
Ddulsysteme  zu  finden,  jedoch  ist  es  einfacher,  jene  Aufgabe  gleich 
nz  allgemein  zu  lösen,  und  das  so  gefundene  sehr  einfache  und  über- 
;htliche  Resultat  dann  für  jene  Fälle  zu  spezialisieren.    Wir  gehen  also 

der  nächsten  Vorlesung  zu  diesem  allgemeinen  Probleme  über. 
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Erste  Reduktion  eines  beliebigen  Modulsystemes  (l>*,  /l ,  •  •  •  f^-  —  Weitere  Re- 
duktion desselben  Systemes.  —  Beweis,  dufs  das  so  gefundene  System  ein  redu- 
ziertes ist. 

§1- 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  ein  beliebiges  Divisorensystem 

{M)  ~  {jp^,  t\(x),  f^{x), . . .  f,{x)) 

in  ein  äquivalentes  reduziertes  System  überzuführen.  Zu  diesem  Zwecke 
betrachten  wir  die  Gesamtheit  {fix))  aller  durch  (Jtf)  teilbaren  Punk- 
tionen 

wo  die  Koefficienten  q>^{x)  beliebige  ganzzahlige  Funktionen  von  z  be- 
deuten. Da  {M)  ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe  ist^  so  enthalt 
der  Bereich  {f{x))  auch  primitive,  d.  h.  solche  Funktionen,  deren  Koef- 
ficienten keinen  allen  gemeinsamen  Zahlen  teuer  besitzen*).  Es  sei 
Oq(Pc)  eine  solche  primitive  Funktion  von  möglichst  niedrigem  Grade 
in  X  und  es  sei  dieser  Grad  gleich  n^.  Dann  besitzen  also  alle  durch 
(Jlf)  teilbaren  Funktionen  von  niedrigerem  als  dem  n^""  Grade  einen 
Zahlenteiler  und  es  sei  für  den  Augenblick  S  der  kleinste  Teiler,  der 
bei  allen  diesen  Funktionen  auftritt.  Dann  mufs  d  notwendig  eine 
Potenz  von  ^>,  also  etwa  gleich  j}''i  sein;  denn  wäre  d  =  cp*^,  ^oe 
eine  Einheit  modulo  })  ist,  und  ist  F{x)  =  q)**!  f(x)  die  zugehörige 
Funktion,  ist  dann  c'   die  modulo  2?*"''*  komplementäre  Einheit  zu  ^ 


*)  Der  Einfachheit  wegen  ist  sowohl  hier  als  auch  später  in  dieser  Vor- 
lesung nur  die  Existenz  der  in  Frage  kommenden  Funktionen  bewieseD»  da- 
gegen wird  kein  Verfahren  angegeben,  um  dieselben  in  jedem  einzelnen  Fall« 
wirklich  zu  berechnen.  Es  existiert,  aber  ein  einfaches  rationales  und  endliche« 
Verfahren,  um  jene  Funktionen  zu  bestimmen  (vgl.  K.  Hensel,  Über  die  Zurfick- 
führung  der  Divisoreusysteme  auf  ihre  reduzierte  Form,  Crelle's  Journal  Bd.  119 
S.  114—130),  so  dafs  der  so  oft  betonten  Forderung  Kronecker's  auch  hier  voll- 
ständig genügt  wird.  d.H. 
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SO  dafs  cc  EE=  1  +  A^i*"*''  ist,  so  gehört  die  Funktion: 

p^f{x)  =  cF{x)  —  k^f{x) 

ebenfalls  dem  Bereiche  {f{x))  an,  und  besitzt  nur  den  Zahlenteiler  p^. 

Diese  niedrigste  Potenz  von  p  ist  also  offenbar  der  gröfste  ge- 
meinsame Teiler  aller  Elemente  F{x)  von  niedrigerem  als  dem  n^'' 
Grade,  und  es  existieren  in  jenem  Bereiche  Funktionen,  welche  genau 
durch  p*>  teilbar  sind.  Es  sei  nun  0^{x)  eine  Funktion  dieser  Art,  deren 
Orad  n^  wieder  möglichst  klein  ist.  Dann  ist  n^<in  und  d^  >  0,  denn 
wäre  d^  =  0,  also  i/^i  =  1,  so  wäre  ja  0^{x)  entgegen  unserer  Voraus- 
setzung ebenfalls  primitiv. 

Alle  Elemente  des  Bereiches  (f{x))  von  niedrigerem  als  dem  Wj*®" 
Grade  besitzen  einen  Zahlentheiler,  welcher  durch  eine  höhere  als  die 
d^  Potenz  von  p  teilbar  ist  und  man  zeigt  genau  wie  vorher,  dafs 
ihr  gröfster  gemeinsamer  Teiler  notwendig  eine  Potenz  p^^  von  p  ist, 
und  dafs  es  Funktionen  dieses  Bereiches  giebt,  welche  genau  p^  als 
Zahlenteiler  besitzen.  Es  sei  0^{x)  eine  solche  Funktion,  deren  Grad 
n^  möglichst  niedrig  ist.  In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren, 
und  da  die  Grade  n^,  n^,  n^j'  ' '  ^i^^  abnehmende  Reihe  bilden,  so 
gelangt  man  zuletzt  zu  einer  Funktion  Of^ix)  vom  nullten  Grade, 
deren  Zahlenteiler  p  f"  ist,  d.  h.  jene  letzte  Funktion  ist  selbst  gleich 
p**",  und  zwar  ist  p^^'  =  p^  falls  p  die  kleinste  durch  {M)  teilbare 
Zahl  war,  anderenfalls  ist  h  >  ej|u  und  daim  kann  p^  als  Multiplimi 
von  p^f^  aus  (jJf)  fortgelassen  werden.  Man  erhält  auf  diese  Weise 
eine  Reihe  von  (ft  +  1)  Funktionen: 

des  Bereiches  {f{x)),  deren  Grade: 

eine  abndmiende  Reihe  bilden,  während  n^  =  0  ist,  und  von  deren 
Zahlenteilem: 

p^yP^\-'P^^ 

der  erste  gleich  1  und  jeder  ein  Teiler  des  folgenden  ist.  Offenbar 
ist  das  aus  diesen  (ft  -|"  1)  Elementen  gebildete  Modulsystem 
{0Q(x)y  0i{x),' ' '  Oft(x))  durch  (M)  teilbar,  weil  seine  Elemente  alle 
dem  Bereiche  {f(x))  angehören,  aber  man  zeigt  weiter,  dafs  es  äqui- 
'valent  (M)  ist,  und  dafs  man  nun  leicht  aus  ihm  eine  reduzierte  Form 
für  {M)  herleiten  kann.     Hierzu  führt  der  folgende  wichtige  Satz: 

„Jede  der  Funktionen  Oi(x)  ist  von  der  Form: 

0^(x)  =  p'^q>,(x)  =/'(x*»'  +  a,  x""^^'  +  •  •  •  +  aj, 
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d.  h.    in    ihrem    primitiven    Faktor   kann    der   Koefficient  der 
höchsten  Potenz  von  x  gleich  Eins  angenommen  werden.^ 

Wäre  nämlich  jener  Koefficient  nicht  Eins^  sondern  etwa  gleieh 
ci)^^  wo  c  den  durch  j}  nicht  teilbaren  Bestandteil  bezeichnet^  so  kum 
zunächst  c  dadurch  beseitigt  werden ^  dafs  man  Q>i{x)  durch  o'0,(2) 
ersetzt^  wo  c  die  zu  c  komplementäre  Einheit  modulo  ^  bedeutet^  und 
dann  den  Koefficienten  von  x^^  mc  <l>i{x)  modulo  ji  auf  seinen  kleinsten 
Rest    reduziert.      Man    kann    also   gleich   annehmen,    dafs   9>,.(x)  mit 

p^x'  anfängt,  und  es  ist  zu  zeigen,  dafs  dann  notwendig  (i  =  0  sein  mnis. 
Für  die  letzte  Funktion  <l>^{x)=  j}^  ist  dies  offenbar  der  Fall,  um 
nun  den  Beweis  aUgemein  zu  führen  nehme  ich  an,  es  sei  in  Über- 
einstimmung mit  unserer  Behauptung  für  irgend  einen  Wert  von  i: 

(1)  0,+i(a:)=/'+^a:"'+>  +  ..., 

aber  es  sei  für  die  nächstvorhergehende  Funktion  ^i{x)  p  >  0,  also: 

imd  ich  beweise  dann,  dafs  {^  notwendig  gleich  Null  sein  mufs,  da  man 
anderenfalls  aus  0/(x)  und  <l>iJi^\{x)  eine  andere  Funktion  des  Be- 
reiches {f{x))   von    niedrigerem   als  dem  n.**"  Grade  herleiten  könnte, 

deren  Zahlenteiler  kleiner  als  |)  '^^  wäre,  was  mit  der  Definition  von 
<l>ij^\{x)  im  Widerspruch  steht.     Setzt  man  nämlich: 

oder: 

je  nachdem  d,  -\-  q  >_(!,■  ^i  oder  d,-\-  q  <i  rfi-f  i  ist,  so  ist  W{x)  eine  Funk- 
tion des  Bereiches  (f(.X))  von  niedrigerem  als  dem  n.**°  Grade,  denn  bei 
Substitution  der  in  (1)  und  (1")  angegebenen  Werte  von  9i{x)  und 
0i^i(x)  erkennt  man  sofort,  dafs  sich  der  Koefficient  von  x*^  in  beiden 
FäDen  auf  Null  reduziert;  ferner  sieht  man  leicht,  dafs  der  Zahlen- 
teiler  von  ^(x)  im  ersten  Falle  genau  gleich  p  *,  im  zweiten  genau 
pi  +  i-Q  jg^^  ^^  beide  Male  der  Minuendus  genau  die  angegebene,  der 
Subtrahendus  aber  eine  höhere  Potenz  von  j>f  nämlich  bezw.  p  *  ^ 
oder  j/*  +  ^  enthält;  damit  ist  der  in  Aussicht  gestellte  Beweis  voll- 
ständig erbracht. 

Hieraus  ergiebt  sich  ohne  weiteres  der  Beweis  des  Satzes: 

„Jedes  Element  des  Bereiches  (fix))  enthält  auch  das  Modul- 
systera  (OQ<x)y  O^ix),  -  -  -  ^^,(,rO>  d-  ^'  dieses  ist  dem  gegebenen 
Systeme  (^Z,  f^ix*,  •  •  •  fv(x))  äquivalent." 
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Ist  nämlich  F{x)  irgend  eine  durch  (JM)  teilbare  Funktion,  so  sei 
9^{pc)  die  erste  Punktion  der  Reihe  *o(^);  ^i(^);'"'?  deren  Grad  n. 
kleiner  oder  gleich  dem  Grade  yon  F{x)  ist.  Dann  besitzt  F{x)  not- 
wendig mindestens  den  Zahlentheiler  p  \  wie  aus  der  Grundeigenschaft 
von  Oi{x)  direkt  folgt,  und  da  Oi{x)  =p  *(x  *  +  •••)  ist,  so  ergiebt 
sich  durch  einfache  Division  von  F(x)  durch  Oi{x)  eine  Gleichung: 

F{x)  =  ?.i(x)  0iix)  +  F^(x), 

in  der  Xi{x)  und  Fi{x)  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  bedeuten,  und 
die  letzte  von  niedrigerem  als  dem  n.^"  Grade  ist.  Da  diese  aber 
wegen  der  Gleichung: 

F^(x)  =  F(x)  —  ?.i(x)Oi(x) 

ebenfalls  durch  (Äf)  teilbar  ist,  so  ist  ihr  Zahlenteiler  mindestens  gleich 
|)'+^,  und  man  erhalt  durch  Division  von  F^(x)  durch  Oi^i(x)  eine 
neue  Gleichung  derselben  Art: 

F,{x)  =  Xi+tix)  <l>,+x(x)  +  F,(x), 

wo  F^(x)  wieder  ganz  und  von  niedrigerem  Grade  als  Oi^i(x)  ist 
und  durch  analoges  Fortschreiten  erhÄlt  man  eine  Kette  ähnlicher 
Gleichungen,  aus  denen  sich  die  folgende  Darstellung  von  F(x)  durch 
unser  System  (^^^(a;),  0i(a;),  •  •  •)  und  damit  der  Beweis  unserer  Be- 
hauptung ei^ebt: 

F(x)  =  li(x)  Oiix)  -f  ki+i{x)  Oi^i{x)  H +  l^.{x)  0^{x). 

Hierdurch  ist  auch  der  am  Ende  des  §  2  der  vorigen  Vorlesung  auf- 
gestellte weniger  allgemeine  Satz  bewiesen. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Darstellung  von  F{x)  durch  das  System 
{^^y  4^1,  ••  •  0^)  kann  man  endlich  noch  den  folgenden  Satz  aus- 
sprechen, welcher  im  nächsten  Abschnitte  benutzt  werden  wird: 

„Eine  Funktion  F{x)  enthält  dann  und  nur  dann  das  Modul- 
system {M)j  wenn  sie  auch  durch  das  Divisorensystem 
{Oi(x\  0i^i{x)y  •••  9fi{x))  teilbar  ist,  in  dem  Oi{x)  die  erste 
Funktion  der  Reihe  Oq{x),  0^(x),-  •  -  bedeutet,  deren  Grad 
gleich  oder  kleiner  als  der  von  F(x)  ist.  Enthält  F(x)  jenes 
System,  so  besteht  eine  Gleichung: 

F{x)  =  liix)  0i(x)  +  A,4.i(x)  Oi^i(x)  H \-^^(x)  0,  {x), 

in  welcher  der  Grad  eines  jeden  Produktes  kk{x)  Ok(x)  kleiner 
ist  als  derjenige  der  nächst  vorhergehenden  Funktion  Ok~iix) 
und  der  Grad  des  ersten  Produktes  ki(x)  Oi{x)  genau  gleich 
demjenigen  von  F(x)  ist." 
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§2. 

So  einfach  die  im  vorigen  Abschnitt  gefundene  Form(4^Qy  9i,*--4^) 
fiir  das  Modulsystem  (M)  auch  ist,  so  sind  doch  die  Bestimmungen 
über  die  Elemente  0.(.r)  noch  nicht  so  eng  gefafst^  dab  jenes  System 
ein  eindeutig  bestimmtes  reduziertes  ist;  in  der  That  behalt  jenes 
Modulsystem  alle  seine  charakteristischen  Eigenschaften,  wenn  nun 
ein  beliebiges  Element  Oi(x)  durch  ein  anderes  Oi(x)  ersetzt^  welches 
mit  jenem  durch  eine  Gleichung: 

Ö,{x)  =  0i{x)  +  A, 4.1(2-)  0,4-1(^0  +  •  •  •  +  A^(:r)  *^(x) 

zusammenhängt;  nur  sind  hier  die  Koefficienten  l^(x)  so  za  wählen, 
dafs  jedes  Produkt  il^<I>^(j*)  von  niedrigerem  Grade  ist  als  O.]  ist  dies 

aber  geschehen,  so  ist  0i(x)  ebenfalls  eine  Funktion  des  Bereiches 
(f(x:i)y  deren  Zahlent^iler  genau  gleich  p  '  und  deren  Grad  gleich  «., 
also  möglichst  klein  ist.  Aber  diese  einfache  Bemerkung  giebt  anderer- 
seits ein  Mittel,  um  das  System  {0i{x))  in  ein  äquivalentes  reduziertes 
überzuführen. 

Ist  nämlich  0,  —  i(x)  irgend  ein  Element  unseres  Systemes,  so  ist 
dasselbe  sicher  nicht  durch  das  aus  den  folgenden  gebildete  Divisoren- 
system (Of,  Oi^i, '  ' '  Of,)  teilbar,  denn  alle  diese  Elemente  enthalten 
mindestens  den  Zahlenteiler  p  *,•  während  d>,  — 1  nur  durch  die  niedrigere 
Potenz  j)  *""^  teilbar  ist.  Man  kann  jedoch  <I>,_i(a?)  mit  einer  solchen 
Potenz  j/  von  p  multiplizieren,  dafs  da«  Produkt  p^Oi^i(x)  jenes 
Modulsystem  enthält,  und  man  erkennt  leicht,  dafs  p^  mindestens  gleich 
^di-di_i  ^^^^  mufs;  denn  da  Oi^i(x)  nur  den  Teiler  p**"^  hat,  so 
mufs  2^^  mindestens  so  grofs  gewählt  werden,  damit  das  Produkt  den 
Teiler  p  *  besitze.  Diese  Potenz  von  p  genügt  aber  auch^  denn  da  das 
Produkt  p  '~  *~^0i—i(x)  ein  Element  des  Bereiches  (fix))  vom  Zahlen- 
teiler p  '  und  vom  Grade  n._^  >  n.  ist,  so  kann  man  diese  Punktion 
durch  0i{x)  dividieren  und  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  beschriebene 
Weise  so  lange  fortfahren,  bis  man  eine  Gleichung  von  der  folgenden 
Form  erhält: 

(l)  /'-''-^a>,_i(a:)  =  h.^0,ix)  +  6;,,4.ia>,  +  i(a;)  H h  hi^9,{x), 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist.  In  dieser  Gleichung  sind  nach 
dem  am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes  angeführten  Satze  die  Koef- 
ficienten solche  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  x,  dafs  allgemein 
der  Grad  eines  jeden  Produktes  h,k^k  kleiner  ist,  als  der  Grad  der  vor 
hergehenden  Funktion  Ok—i,  während  der  Grad  von  ba^i  genau  gleich 
dem  von  <P/_i  ist;  endlich  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  der  Koef- 
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fieienten  der  höchsten  Potenz  von  x  auf  beiden  Seiten  von  (1)^  dafs 
in  ha  der  Eoefficient  der  höchsten  Potenz  gleich  Eins  ist. 

Zur  Yereinfachnng  mögen  im  Folgenden  die  positiven  Zahlen: 

d.  —  d.    .=ß.,        n.    , — n.^f.  (i=:i, 2,  •^) 

gesetzt  werden,  so  dafs  die  Zahlen  ^u  ^g;  *  *  *  ^^  angeben,  um  wieviel 
die  Exponenten  von  p  in  den  Teilern  von  O^ix),  0^(x),  •  •  •  Of^(x)  zu- 
nehmen, und  die  Zahlen  /i,  /i;  *  •  •  /)*;  ^^^^^  wieviel  der  Grad  in  derselben 
Fonktionenreihe  abnimmt.  Dann  ist  allgemein  für  den  Zahlenteiler 
und  den  Grad  des  Elementes  0i.{x) 

und  die  (t  Gleichungen  (1)  können  folgendermafsen  geschrieben  werden: 

p"*  0J       =  h^^  *a  +  ^83  *»  H h  bi,'  *^- 

(2)  /»o,       =  i^^o, +  ■•■-{- h^O^ 

Hier  bilden  die  Koefficienten  ein  Dreieckssystem: 


(3)  (^.)  = 


K 

K 

•  •  ■  6l  /. 

0 

hi 

•  ■  ■  bif, 

0 

0 

•  •  •  ^/. 

von  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  von  x,  in  welchem  alle  Elemente 
ft.  t  6«»  •  •  *  fe-    1  .  der  **•"  Vertikalreihe  mit  Ausnahme  des  letzten  in  der 

li'       2i"  f  —  1,  t 

Diagonale  stehenden  Gliedes  ba  sämtlich  von  niedrigerem  als  dem 
/i*"  Grade  sind,  während  ba  genau  vom  /l*®"  Grade  ist,  und  als 
Koefficienten  von  a/*'  die  Eins  hat.  In  der  That  folgt  dies  ja  daraus, 
dafs  allgemein  der  Grad  von  &,a<Z^a  kleiner  als  der  von  0h  ^i  sein  mufs. 
Man  kann  nun  aber  weiter  a  priori  voraussetzen,  dafs  auch  die 
Horizontalreihen  dieses  Dreieckssystemes  (pik)  in  der  Weise  reduziert 
sind,  dafs  in  allen  Elementen  ba,  6/, ,.fi,  •••  6,^  der  i*®"  Horizontal- 
reihe die  ZAhlenkoefficienten  sämtlich  kleiner  sind  als  p^%  oder  also, 
da&  sie  von  vom  herein  auf  ihre  kleinsten  Reste  modulo  p^'  reduziert 
sind.  Angenommen  nämlich,  diese  Voraussetzung  sei  schon  für  das 
eine  Element  6^,^  der  letzten  Zeile,  für  die  beiden  Elemente  der  vor- 
letzten Zeile,  u.  s.  w.,  bis  zu  den  Elementen  der  (i  -f-  1)*®"  Zeile  erfüllt, 
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aber  noch  nicht  für  alle  Elemente  der  t^"  Zeile,  so  setze  man  f&r  iDe 
diese  Elemente  6/.-,  fci,i  +  i,  •  •  • 

wo  jetzt  die  Funktionen  b^^l  die  kleinsten  Reste  der  6^^^  modiiloji'^br 
deuten^  also  alle  für  diesen  Modul  reduziert  sind.  Setzt  man  dum 
diese  Werte  in  die  i^  Gleichung  des  Systemes  (2) 

ein,  und  vereinigt  dann  alle  mit  j>''  multiplizierten  Elemente  mü 
j)'Oi  —  i  auf  der  linken  Seite,  so  ergiebt  sich: 

(4)  /*  K_i  -  6.',*,  -  h,+x^i+x ^>*J 

«»       i'        1, 1  +  1       1  +  1     •  *        ift      f»  • 

Setzt  man  also: 

(4*)  *.    ,  =  <!>.    ,  —  1.9, 6'    *  , 

V      /  I  —  1  I  —  1  <i      /  i  fi       fi' 

so  ist  das  System: 

weil  die  beiden  einzigen  von  einander  verschiedenen  Elemente  dnrdi 
die  Gleichung  (4^)  mit  einander  verbunden  sind;  aus  derselbea 
Gleichung  folgt  aber  weiter,  dafs  auch  das  neue  Element  <P,_i  eben- 
falls eine  ganze  Funktion  des  Grades  nt  — i  ist,  welche  den  Zahlenteiler 
j)*~^  besitzt,  denn  jedes  der  Produkte  ft^ ^ <Z>^  ist  von  niedrigerem Onule 
als  das  vorhergehende  Ok—i,  also  a  fortiori  als  0{  —  i  und  alle  Funk- 
tionen <Z>/,  <Z>/+i  •  •  •  in  (4*)  besitzen  einen  höheren  Zahlenteiler  als  ien 
von  Oi  —  ij  der  gleich  p'*  —  ^  ist.  Führt  man  also  *,_i  an  Stelle  von 
0i—i  in  unser  System  ein,  und  stellen  wir  für  das  äquivalente  System 
{0QJ  •  •  •  <P,_i,  •  •  •  0|u)  die  Gleichungen  (2)  auf,  so  werden  die  letzten 
Gleichungen  gar  nicht  geändert,  da  in  ihnen  Oi—i  überhaupt  nicht 
vorkommt,  dagegen  geht  die  i}^  Gleichung  wegen  (4)  und  (4*)  über  in: 

hier  besitzen  die  Koefficienten  in  Bezug  auf  ihre  Grade  dieselboi 
Eigenschaften  wie  vorher,  sind  aber  aufserdem  noch  modulo  p''  redn- 
ziert;  endlich  ändern  sich  die  (i  —  1)  ersten  Gleichungen  dadoreh, 
dafs  in  jeder  von  ihnen  auf  der  rechten  Seite  <P,— i  durch  4^f— i  m 
ersetzen  und  sie  dann  wieder  aufs  neue  zu  ordnen  ist.  Durch  diese  Re- 
duktion  ist  also  erreicht,  dafs  jetzt  auch  die  Zahlenkoeffieienten  des 
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lementes  ba  der  i^  Horizontalreilie  modulo  p''  reduziert  sind,  während 
.68  vorher  nur  für  alle  späteren  Reihen  der  Fall  war.  Reduziert 
an  jetzt  die  (i  —  !)*•  Zeile  des  neuen  Systemes  in  derselben  Weise 
odulop*'"*,  und  fährt  so  fort,  so  erhält  man  zuletzt  ein  den  An- 
rderungen  unseres  Satzes  entsprechendes  System,  und  wir  können 
Lher  gleich  das  System  (*o(^);  O^ix),  -  •  -  O^ix))  in  dieser  Weise  ge- 
lben voraussetzen. 

§3. 

Es  soll  jetzt  endlich  nachgewiesen  werden,  dafs  die  im  vorigen  Ab- 
bnitte  gefundene  reduzierte  Form,  auf  die  jedes  Divisorensystem 
f)  ^  (jp^,  f^ix)y' •  '  fy{x))  gebracht  werden  kann,  eine  eindeutig  he- 
mmte ist,  d.  h.  dafs  zwei  Systeme  dieser  Art  nur  dann  äquivalent 
in  können,  wenn  sie  identisch  sind.  Zu  diesem  Zwecke  nehme  ich 
,  die  beiden  reduzierten  Systeme 

(«oW,  Ol  (X), .  .  .  0^{x))       und       (^oW,  ^1 W,  •  •  •  ^^(x)) 

!en  demselben  Systeme  (-3tf),  also  auch  einander  äquivalent,  d.  h.  der 
treich  {f{X))  aller  durch  sie  teilbaren  Funktionen  sei  för  beide 
steme  der  gleiche.  Dann  mufs  erstens  die  Anzahl  der  Elemente 
{x)  und  "^kipo)  dieselbe,  es  mufs  also  fi  =  p  sein,  und  zweitens  mufs 
wohl  der  Grad  als  auch  der  Zahlenteiler  von  je  zwei  entsprechen- 
n  Funktionen  9i{x)  und  Wi{x)  identisch  sein,  denn  alle  diese  Zahlen 
id  ja  allein  durch  den  Bereich  {f{x))  bestimmt,  welcher  für  die 
iden  äquivalenten  Systeme  der  gleiche  ist.  So  sind  z.  B.  sowohl 
((x)  als  auch  ^o(^)  ^^^^  Funktionen  des  Bereiches  {f{x))  von  mög- 
hst  niedrigem  Grade  n^  ohne  Zahlenteiler,  0^{x)  und  ^i{x)  zwei 
inktionen  desselben  Bereiches  von  niedrigerem  Grade  als  n^,  deren 
hlenteiler  möglichst  klein  und  deren  Grad  möglichst  niedrig  ist  u.  s.  f. 
den  beiden  als  äquivalent  vorausgesetzten  Systemen  (0,(a;;)  und 
^i(x))  sind  femer  die  letzten  Elemente  ^^ix)  und  ^^ix)  identisch, 
nn  es  ist  O^  ==  ^^  =  p**^  die  kleinste  ganze  Zahl  des  zugehörigen 
reiches. 

Um  nun  den  angekündigten  Beweis,  dafs  beide  Systeme  notwendig 
mtisch  sind,  vollständig  zu  führen,  nehme  ich  an,  man  wisse  bereits, 
['s  die  (fi  —  i  —  1)  letzten  Elemente  <P,(^),  <P/4.i(a;),  •  •  •  <P^(:r)  in 
iden  Systemen  übereinstimmen,  und  ich  zeige  dann,  dafs  aus  der 
[uivalenz  der  beiden  reduzierten  Systeme: 

(a>o,  •  •    <P.-i,  0„  •  •  •  O^)       und       («P'o,  •  •  •  ^.-1,  O., .  • .  O«) 

t  Notwendigkeit  die  Identität  der  beiden  nächstvorhergehenden  Ele- 
>nte  O,  — 1  und  ^—i  folgt. 

Kronecker,  Zahlentheorie.    I.  14 
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Nach    der  Definition    der   reduzierten   Systeme   bestehen  nun  für 
diese  beiden  Elemente  die  Gleichungen: 

»•'0.    ^  =b.  .0.4-b.  ..,*..,  H \'f>,,^y 

p'f^.    ,  =  6'  . 4> .  +  i:  ..,*,.,  H }-  b'   9  , 

in  welchen  die  Koöfficienten  h.^^  und  h.^  modulo  p*'  reduziert  sind,  und 
der  Grad  eines  jeden  Produktes  i.^  <P^.,  b'.^O^^  mit  Ausnahme  der  beiden 
ersten  kleiner  ist,  als  der  des  vorhergehenden  Elementes  ^^_i'  Dörch 
Subtraktion  beider  Gleichungen  erhält  man  eine  neue: 

(1)     p'(*,_,-^,-,)  =  y,*+n+»*,+x  +  ---  +  ^*,. 

in  welcher  jetzt  der  Grad  aller  Koefficienten  y^^  =  b^^^  —  6^'^  mit  Ein- 
schlufs  des  ersten  y.  =  b..  —  b'..  in  der  eben  angegebenen  Weise  re- 
duziert ist,  denn  da  b..  und  b.^  beide  ipit  a/*  beginnen,  so  hebt  sich 
dieses  Glied  in  y.  fort;  femer  sind  die  Z^hlenkoefficienten  aller  Funk- 
tionen yj^  ihrem  absoluten  Werte  nach  kleiner  als  p*^  da  dieselben  in 
6^.^  und  6J^  positiv  und  kleiner  als  j/'    waren;    eine    solche    Funktion 

kann  daher  nur  dann  durch  p^  teilbar  sein,  wenn  sie  gleich  Null  ist 
Da  nun  die  DiflFerenz  (<I>,_i  —  ^,  — i)  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichimg  (1)  dem  Bereiche  (f(X))  angehört  und  von  niedrigerem  ab 
dem  n.  ,*•"  Grade  ist,  weil  sich  die  höchsten  Glieder  von  O,  ,  und 
Wi-i  ebenfalls  fortheben,  so  kann  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1) 
nach  dem  am  Schlüsse  des  §  1  bewiesenen  Satze  folgendermafsen  ge 
schrieben  werden: 

wo  ebenfalls  jedes  Produkt  ßj^O^  von  niedrigerem  Grade  als  9.__,  ist. 
So  geht  die  Gleichung  (1)  über  in: 

=  y, *,  +  y.+i*+,  H \-r^^^, 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

(2)  n(^)  -  V'ßki^)  =  Ct(^) 
setzt,  in: 

(3)  c,<I>,.  +  C.+, 0,^,  +  . . .  +  c^0   =  0. 

Diese  Gleichung,  in  welcher  der  Grad  eines  jeden  Produktes  c.O,  eben- 
falls kleiner  ist  als  der  des  vorhergehenden  ^^_^,  kann  aber  nur  dann 
erfüllt   sein,   wenn   alle  Koefficienten  einzeln  gleich  Null  sind.      Ware 
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nämlich  etwa  Cj^{x)  der  erste  nicht  verschwindende  Koefficient,  so  wäre 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (3)  genau  von  dem  Grade  von  Cj^O^^,  da 
alle  vorhergehenden  Glieder  Null,  alle  folgenden  aber  von  niedrigerem 
Grade  sind.  Da  demnach  in  den  Gleichungen  (2)  alle  rechten  Seiten 
Null  sind,  so  müssen  alle  Elemente  y^(x)  durch  p*'  teilbar  sein,  was 
lUich  der  oben  gemachten  Bemerkung  nur  möglich  ist,  wenn  sie  alle 
gleich  Null  sind.  Demnach  folgt  aus  der  Gleichung  (1),  dafs 
^i^i(x)  =  Wi—i{x)  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Damit  ist  der  vollständige  Beweis  erbracht,  dafs  jedes  Divisoren- 
system (p*,  fi{x)y  •  • '  fftix))  auf  eine  und  auch  nur  auf  eine  Weise  in 
ein  äquivalentes  System  {Oq{x),  9^{x)y  •  •  •  O^tix))  transformiert  werden 
kann,  dats  also  die  hier  angegebene  Form  in  der  That  eine  kanonische 
oder  reduzierte  Form  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  die  reduzierte  Form  für  die 
einfaclisten  Modulsysteme  dieser  Art  unmittelbar  hinschreiben.  So  ist 
z.  B.  jedes  System  (j>^y  fi(x) ^  >  -  -  f^{x))  äquivalent  einem  reduzierten 
{0^(x),  0^{x\  0^{x))y  zwischen  dessen  Elementen  die  Gleichungen  be- 
stehen: 

und  wo  *2  =  p*  ist.  Setzt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werte 
jener  drei  Funktionen  in  das  Modulsystem  ein,  so  ergiebt  sich  die 
Äquivalenz: 

in    der  alle  drei  Fimktionen  6  modulo|>  reduziert  und  der  Grad  von 
fcjj    kleiner  ist  als  der  von  6,,. 
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Die  Teiler  modolo  j)  der  ganzen  Funktionen  von  r.  —  Der  gröfste  gemeiiiMUDe  Teuer 
modulo  p.  —  Die  Primfunktionen  modulo  p.  —  Die  Primmodulsysteme  {p,  P(2)).  - 
Ihre  Analogie  mit  den  Primzahlen.  —  Eindeutigkeit  der  Zerlegniig  der  guiea 
Funktionen  in  Primfaktoren  modulo  p.  —  Zerlegung  des  Systems  (p,  fix)).  —  Priift- 
moduUysteme  und  unzerlegbare  Modulsjsteme.  —  Untersuchung  des  Bereicbei  [x] 
für  ein  Primmodulsystem.  —  Der  Fermatsche  Satz  und  der  Wilsonsche  Sftti  (b 

ein  Primmodulsystem.  —  Zerlegung  der  Funktion  x^  — x  modulo  p.  —  Die  ein- 
fachen Modulsysteme.  —  Ihre  Fundamentaleigenschafben.  —  Dekomposition  einei 

beliebigen  Divisorensystems  in  einfache  Systeme. 

§1- 

Nachdem  im  vorigen  Abschnitte  die  Zurückfähnmg  der  allgemei- 
nen Modulsysteme  (j/',fj^ix),..,f^(x))  auf  die  reduzierte  Form  ange- 
geben wurde,  wenden  wir  uns  jetzt  einer  genaueren  üntersuchimg  der 
einfachsten  Systeme  (p,  f^ix),  ...  f^ix))  zu,  in  denen  das  ZaUenelement 
eine  Primzahl  ist.     Wir  stellen  dazu  folgende  Definition  auf: 

„Eine  Funktion  /'(j;  )  heifst  ein  Teiler  modulo  p  von  einer  ande- 
ren Funktion  F{x],  wenn  eine  Kongruenz 

Fix).-.-  f(x)g(x)      (modj)) 

besteht^   in   der  (ß(x)  ebenfalls  eine  ganze  ganzzahlige  FonktioD 
bedeutet." 

Da  diese  Kongruenz  nur  eine  Gleichung 

•         F(_x)  =  t\x)g{x)  +  ph{x) 

vertritt,  so  erkennt  man,  dass  f{x)  dann  und  nur  dann  ein  Teiler  von 
F{x)  ist,  wenn  die  Äquivalenz  ( j).  Fix))  '^  (/>,  f(x)g{x))  besteht. 

Bei  dieser  Untersuchung  werden  sowohl  F(x)  als  auch  f{x)  nur 
modulo  2^  betrachtet,  also  können  ihre  KoefBzienten  modulo  p  auf  iluen 
kleinsten  Kest  reduziert  und  kongruente  Funktionen  als  äquivalent  an- 
gesehen werden.  Der  Grad  eines  Teilers  von  F(x)  ist  dann  offenbar 
höchstens  gleich  dem  Grade  n  von  F(x).  Ein  jeder  solcher  Teilff 
mufs  also  die  Form  haben: 
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die  Koeffizienten  a^  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  ...  p  —  1  bedeuten.    Da 
r  im  Ganzen  nur  |>*+^  solche  Funktionen  existieren,  so  ergiebt  sich 
Satz: 

,,Eine  Funktion  F(x)  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Tei- 
lern modulo  |}." 

er  diesen  Divisoren  sind  stets  auch  die  Einheiten  modulo  p,   d.  h. 
durch  p  nicht   teilbaren  Zahlen   enthalten.     Ist   nämlich   a^   eine 
he  und  a^'  die  komplementäre  Einheit,  so  ist  in  der  That: 

F{x)  =  %%'F(x)  =  %F^{x)    (mod  p\ 

n  Fq(x)  =  a^F{x)  gesetzt  ist.  Aus  diesem  Gi-unde  sind  die  Ein- 
en modulo  p  auch  in  dieser  Theorie  als  Einheiten  anzusehen,  weU 
in  einer  jeden  Gröfse  des  Bereiches  enthalten  sind,   und  es   kann 

soll  daher  im  folgenden  stets  von  ihnen  bei  der  Aufzählung  der 
er  abgesehen  werden. 

Eine  Funktion  f{x)  heifst  ein  gemeinsamer  Teuer  modulo  p  von 
ireren  anderen  Funktionen  f\{x),  f^{x),  ...  t\{^)y  wenn  sie  modulo  p 
"achtet  in  jeder  einzelnen  von  ihnen  enthalten  ist;  dann  gilt  der 
[ende  Satz:  Alle  gemeinsamen  Teiler  f{x)  sind  die  sämtlichen  Teiler 
lido  p  von  einem  unter  ihnen,  welcher  daher  der  gröfste  gemeinsame 
ler  von  f^  (x),  •  •  •  /"^  {x)  genannt  wird.  Ist  f{x)  der  gröfste  gemeinsame 
ler  von  f^(x)y-"f^(x\  so  besteht  die  Äquivalenz: 

1.  f{x)    ist  das    zweite  Element    des    zu    {p,  f^{x)^  -"  f^{x))  äqui- 
mten  reduzierten  Systemes. 
In  der  That,  ist  f{x)  so  gewählt,  dafs  die  Äquivalenz  (1)  besteht, 
folgen  aus  ihr  die  Gleichungen: 

r 

/]fc(^)  =  fi^)  9>*  W     (mod  p) 

i.  fix)  ist  wirklich  ein  gemeinsamer  Teiler  der  v  Funktionen  f\(x)] 
r  umgekehrt  folgt  aus  der  Äquivalenz  (1): 

fix)  -  /; (x) ^^(x)-\---+f^ (x) tX^)    (mod p) , 

auch  die  rechte  Seite  von  (1)  die  linke  enthält.  Ist  nun  f(x) 
anderer  gemeinsamer  Teiler  mod  p  jener  v  Funktionen,    ist  also 

i: 

f^(x)  =  /*(a?)9|.(^)     (mod  p), 
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SO  muls  f{x)  notwendig  ein  Teiler  von  f{x)  sein;  denn  setzt  man  jene 
Werte  der  Funktionen  f\(x)  in  (2)  ein,  so  folgt: 

f{x)  =  f{x)  (9i(.r'^i(:r)  H (-  qp^(d?)^/a:)) 

=  f{x)'g{x)  (modi)), 

lind  hierdurch  ist  jener  Satz  vollständig  bewiesen. 

Die  V  Funktionen  t\{^)j  •  •  •  f^ix)  heifsen  relativ  prim  oder  teiler- 
fremd modulo  j>,  wenn  das  zugehörige  System 

ist.  Dann  existieren  also  stets  v  solche  Multiplikatoren  ^^{x\"'tpj^x\ 
dass  die  Kongruenz: 

/'i9>i  +  t\9^  H h  />.  ^  1     (mod  p) 

erRillt  ist,  und  unter  Benutzung  der  Gleichungen,  mit  deren  Hülfe  im 
§  1  der  siebzehnten  Vorlesung  ein  Modulsystem  (i>, /*,, -"/"y)  auf  seine 
reduzierte  Form  gebracht  wird,  können  jene  Multiplikatoren  auch  immer 
wirklich  berechnet  werden. 

Eine  Funktion  F{x)  vom  n**"  Grade  besitzt  modulo  p  stets  rine 
endliche  Anzahl  von  Teilern  und  sie  können  ab  ganze  Funktionen: 

(3)  q>{x)  =  a:"  +  ö,_i^''""*  H h  «0 

angenommen  werden,  deren  Grad  v  <.n  ist,  deren  Koeffizienten  mo- 
dulo p  reduziert  sind,  und  in  welchen  der  Koeffizient  der  höchsten  Potem 
gleich  Eins  angenommen  werden  kann;  denn  wäre  jener  Koeffizient 
gleich  a^,  so  kann  ja  fpix)  durch  aj(p{x)  ersetzt  werden,  wo  fl/  di« 
komplementäre  Einheit  zu  a^.  bezeichnet.  Man  kann  alle  jene  Teiler 
durch  ein  endliches  Verfahren  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  denke 
man  sich  alle  jene  Fimktionen  von  der  Form  (3)  aufgeschrieben,  naci 
ihrem  Grade  geordnet,  und  bezeichne  sie  in  dieser  Reihenfolge  durch: 

so  dafs  also  für  ihre  Grade  v^j  i\,  -"  ^o  5^  ''i  "^  *  * '  ^^^'  Reduzieren 
wir  dann  der  Reihe  nach  die  Modulsvsteme 

(p ,  Fix) ,  qpo  (x)) ,     (p ,  Fix) ,  qpi  ix)\  •  •  • 

so  sei  etwa  (/>,  F^x),  (f^ix))  das  erste,  welches  nicht  äquivalent  Eins 
ist.     Dann  ist  notwendig: 

(p,  Fix),  (p^ix))  ~  (p,  <p^ix)) 

und  (pf^(x)  ist  der  oder  ein  Teiler  niedrigsten  Grades  von  F(x).    Wäff 

nämlich  etwa: 

(p,  F(x),  cp^ix))  ~  (p,  (fix)), 
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wo  g>(x)  ^  ^f,{x)  ist,  so  wäre  ja  q)(x)  ein  gemeinsamer  Teiler  von  F(x) 
and  <Pf^(x\  sein  örad  müTste  also  kleiner  oder  gleich  v^  sein;  das  er- 
stere  ist  aber  nicht  möglich,  da  sonst  (p{x)  schon  unter  den  früheren 
Panktionen  hätte  vorkommen  müssen,  also  müfste  q)(x)  und  fp,^(x)  von 
gleichem  Grade  sein;  aber  aus  der  Kongruenz: 

<p^^  etp     (mod  p) 

:olgt  dann,  dafs  e  vom  nullten  Grade,  also  eine  Einheit  sein  muss,  und 
la  beide  Funktionen  mit  x*^  beginnen,  so  mufs  e  =  l  sein,  w.  z.  b.  w. 
Wir  wollen  diesen  Teiler  niedrigsten  Grades  von  F(x)  im  Folgenden 
nit  P(x)  bezeichnen.     Dann  ist  also: 

4)  F{x)^P(x)F,(x)     (mod>), 

¥o  Fi(x)  von  niedrigerem  Grade  ist,  als  F(x).  Ein  solcher  Teiler  P(x) 
rann  nun  selbst  nicht  noch  weiter  modulo  p  zerfallen,  er  ist  also  mo- 
iulo  p  irreduktibel.     Wäre  nämlich 

P(x)  =  Q(x)R(x)    (mod  p\ 

wo  die  Grade  beider  Faktoren  kleiner  sind  als  der  Grad  von  P{x\  so 

folgte  aus  (4) 

F{x)  =  Q(x)R(x)F^  (x)    (mod  p) 

i.  h.  F(x)  besäfse  gegen  unsere  Voraussetzung  bereits  einen  Teiler 
liedrigeren  Grades. 

In  derselben  Weise  können  wir  jetzt  von  dem  komplementären 
Faktor  i^i(x)  in  der  Kongruenz  (4)  einen  Faktor  Pi(x)  von  möglichst 
niedrigem  Grade  bestimmen,  so  dafs  Fi(x)  :~  P^{pc)Fi^{x)  (modj?)  und 
T^(x)  wieder  modulo  p  irreduktibel  ist.     Dann  folgt  aus  (4) 

F{x)  L-..  P{x)P^{x)F^{x)     (modi)), 

and  man  erkennt,  dass  P^  {x)  auch  ein  Teiler  von  F{x)  modulo  p,  also 
v^on  gleichem  oder  höherem  Grade  als  P{pc)  ist.  Fährt  man  in  der- 
selben Weise  fort,  so  erhält  man  zuletzt  eine  Zerlegung: 

F{x)  -  P{x)  P,  {x)'"  P^  (x)     (mod  p) 

in  lauter  gleiche  oder  verschiedene  modulo  p  irreduktible  Faktoren. 
Es  fragt  sich,  ob  diese  Zerlegung  in  Primfaktoren  ebenso  wie  bei  den 
Zahlen  eine  eindeutige  ist;  wir  werden  diese  Frage  im  nächsten  Ab- 
schnitte, und  zwar  bejahend,  beantworten. 

§2. 

Wir  sind  im  vorigen  Abschnitte  auf  die  modulo  p  irreduktiblen 
jröfsen  des  Bereiches  [x]  in  völlig  gleicher  Art  geführt  worden,  wie 
vir  in  der  fünften  Vorlesung  zum  Beweise  der  Existenz  der  Primzahlen 
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gelangten;  auch  hier  sehen  wir,  dafs  jeder  Teiler  niedrigsten  6ndM 
einer  beliebigen  Gröfse  F{x)  modulo  p  irreduktibel  ist. 

Ein  Modulsystem  (77)  =  (p,  Fix)),  dessen  zweites  Elemoit  mo- 
dulo p  unzerlegbar  ist,  soll  ein  Primtnodtdsystem  genannt  werden,  weil 
ein  solches  allein  alle  Eigenschaften  der  Primzahlen  in  dem  erwdier 
ten  Bereiche  [x]  besitzt.   Es  besteht  nämlich  zunächst  der  wichtige  Saii: 

,^ine  Gröfse  F{x)  ist  entweder  durch  ein  Primmodulsystem  (J2) 
teilbar,  oder  sie  ist  eine  Einheit  modulo  (il).^ 

Es  kann  nämlich  das  Modulsystem  (p,  P{x\  F{x))  nur  aquiTalent 
(p,  P{x))  oder  äquivalent  1  sein,  denn  anderenfalls  lielse  es  sich  aof 
(p,.  P(x))  reduzieren,  wo  P(x)  ein  Teiler  von  P(x)  modulo  p  wäre, 
was  mit  der  über  P{x)  gemachten  Voraussetzung  im  Widerspruck 
steht. 

Hieraus  folgt  sofort  der  zweite  Hauptsatz: 

„Ein  Produkt  F(x)  G(x)  ist  dann  und  nur  dann  durch  ein 
Primmodulsystem  (p,  P(x))  teilbar,  wenn  mindestens  einer  der 
beiden  Faktoren  jenes  System  enthält.^ 

Ist  nämlich  das  Produkt  F(x)G{x)  durch  (72)  teilbar,  besteht 
also  die  Äquivalenz: 

(p,  Pix),  Fix)  Gix))  o^  (p,  P{x))y 

und  nehmen  wir  an,  weder  F{x)  noch  G{x)  enthalte  jenes  System, 
so  bestehen  notwendig  die  Äquivalenzen: 

(p,  P{x),  Fix))  ~  1 ,         (p,  Pix),  Gix))  -  1; 

aus  ihnen  folgt  aber  durch  Komposition  die  weitere: 

{p\  pP,  P",  pF,  p  G,  PF,  PG,  F6?)  ~  1 ; 

dieses  System  ist  nun  oflFenbar  durch  (p,  P,  FG)  teilbar,  weil  jedes 
seiner  Elemente  ein  Multiplum  von  p  oder  P  oder  FG  ist;  also  moß 
auch  (p,  P,  FG)  äquivalent  Eins  sein,  also  FG  auch  P{x)  nicht  ent- 
halten. Derselbe  Satz  gilt  natürlich  für  ein  Produkt  von  beliebig 
vielen  Factoren. 

Endlich  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Ist  eine  Gröfse  F(x)  durch  zwei  nicht  äquivalente  Primmodal- 
Systeme  (p,  Pix))  und  (y>,  Qix))  teilbar,  so  enthalt  sie  auch  ihr 
Produkt  ip,  Pix))  •  (p,  Qix))J' 

Da  nämlich  P(x)  und  Q(x)  modulo  p  teilerfremd  sind,  so  ist  nadi 
dem  im  §  1  der  siebzehnten  Vorlesung  bewiesenen  Satze: 

Enthält   nun  F{x)   das  System  (j),  P),   so  heifst  das  nichts  andoO) 
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Jis  F{x)  modulo  p  den  Teiler  P{x)  besitzt^  und  das  Entsprechende 
T  den  zweiten  Teiler  Q{x).  Enthält  aber  die  Punktion  -F(a:),  modulo  p 
jhtet,  sowohl  den  Divisor  P{x)  als  auch  Q{x)j  so  ist  sie  in  der 
modulo  p  durch  PQ  teilbar^  enthält  also  das  System  (p^  PQ) 
mser  Satz  ist  bewiesen. 

Wir  wollen  diese  Sätze  zunächst  benutzen^  um  die  Eindeutigkeit 
ierlegung  einer  Funktion  F{x)  in  ihre  modulo  p  irreduktiblen 
ren  zu  beweisen.  Gäbe  es  nämlich  zwei  solche  Zerlegungen,  so 
L  diese  einander  kongruent,  man  hätte  also  eine  Kongruenz: 

Fix)  =  P{x)  P,(x)  . . .  P,,(x)  =  Q(x)  Q,{x)  . . .  Qr(x)    (modp). 

)i  nun  S{x)  das  Produkt  aller  Faktoren,  welche  in  beiden  Zer- 

gen  identisch  sind,  so  kann  diese  Kongruenz  auch  so  geschrieben 

in: 

S{x) (Pix) . . .  P^^(x)  —  Q{x) . . .  Q.^x))  =  0    (modp), 

la  S{x)  p  nicht  enthält,  so  ist  sie  nur  dann  erfüllt,  wenn: 

P{x)  . . .  P^X^)  =  Q{x)  . . .  Q,X^)    (mod  p) 

0  jetzt  kein  einziger  Primfaktor  auf  beiden  Seiten  zugleich  vorkommt 
un  das  Produkt  Q{x)  -  -  -  Qr^x)  das  Modulsystem  (p,  Pix))  ent- 
80  muTs  mindestens  einer  seiner  Faktoren,  etwa  Q{x)j  durch  das- 
teilbar  sein,  es  mufs  also  die  irreduktible  Funktion  Q{x) 
Ig  p  durch  Pix)  teilbar,  d.  h.  entgegen  der  soeben  gemachten 
issetzung  gleich  P{x)  sein,  und  damit  ist  jener  Satz  vollständig 
isen. 

Es  kann  vorkommen,  dafs  die  Fimktion  F{x)  mehrere  gleiche  irre- 
ble  Faktoren  enthält.  Wir  fassen  dieselben  zusammen  und 
iben  die  Zerlegung  folgendermafsen: 

F{x)  =  P{xf  P.ixf'  ' . .  P^ixf'      (mod  p), 

\x),  Piix)y  •  •  •  Py{x)  sämtlich  modulo  p  inkongruent  sind. 

§3. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  allgemeineren  reduzierten  Systeme 
x))  imd  stellen  die  Bedingung  dafür  auf,  dafs  sie  sich  noch 
r  dekomponieren  lassen.  Ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe 
x))  kann  offenbar  nur  in  ebensolche  Faktoren  zerfallen,  und  ist 
1er  Fall,  so  kann  das  Zahlenelement  in  allen  diesen  Komponenten 
alls  nur  gleich  p  sein.  Jedes  solches  System  können  wir  uns 
s  auf  die  reduzierte  Form  gebracht  denken;  wir  haben  demnach 
ie  Frage  zu  lösen,  unter  welcher  Bedingung  die  Zerlegung: 
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(1)  (p,  fi^))  ~  (p,  fi(^))  0,  /i  w)  ~  (p^  pfu  pfty  fiQ 

möglich  ist.  Da  p  durch  das  rechts  stehende  System  teilbar  isi,  so 
mufs  eine  Gleichung  von  der  Form  bestehen: 

(!•)  P  =p'F{x)  +  p(f,(x)  G,{x)  +  f^(x)  a,{x))  +  f,(x)f,{x)H{x% 

und  da  hier  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  letzten  auf  der  reckten 
Seite  2>  enthalten,  so  muls  auch  II(x)  =  pH'(x)  durch  p  teilbar  m. 
Setzt  man  diesen  Wert  in  (l*^)  ein  und  hebt  dann  mit  p,  so  kann  diese 
Gleichung  so  geschrieben  werden: 

1  =  pF{x)  +  f,{x)  {G,{x)  +  f,{x)  Biß))  +  f,{x)  G,ix), 
und  aus  ihr  ergiebt  sich  die  notwendige  Bedingung: 

d.  h.  die  beiden  Funktionen  /^(a;)  und  f^{x)  müssen  modulo  p  be- 
trachtet relativ  prim  sein. 

Ist  aber  umgekehrt  (p,  /i,  f^)  ~  1,  also  (p*,  p/i,  pf^)  f^p,  so  ^ 
die  rechte  Seite  in  (1)  einfach  äquivalent  (p, /i^)  und  dieses  Sjstem 
ist  demnach  dem  ursprünglichen  (p^  f(^))  dann  und  nur  dann  aqiu- 
valent,  wenn: 

(2)  f(x)=t\{x)f,{x)    (modp),         (p,/i(x),/i{x))-l, 

wenn  also  f^(x)  und  f^ix)  zwei  komplementäre,  aber  modulo p  relab'T 
prime  Faktoren  von  f(x)  sind. 

Damit  ist  aber  sofort  die  vollständige  Zerlegung  eines  Diyisoren- 
systenies  (/),  f(x))  in  seine  irreduktiblen  Faktoren  gegeben.   Ist  nämlich: 

f(x)  =  P{x)'  P,  {x)''  .  . .  P.{xf^    (med  p) 

die  Zerlegung  von  f{x)  in  seine  modulo  p  irreduktiblen  Faktors», 
so  ist: 

O,  /•  W)  <^{p,P  (jcf)  (p,  P,  (X)'')  .  .  .  (p,  P^x)'-) 

die  vollständige  Dekomposition  des  Divisorensystemes  (p,  /'(jC))  in  ^' 
zerlegbare  Systeme. 

Schon  hier  werden  wir  zu  einem  fundamentalen  Unterschiede  g^ 
fuhrt,  welcher  zwischen  der  Zerlegung  der  Zahlen  und  der  ihr  so  iw 
verwandten    Dekomposition    der   Divisorensysteme   besteht.     Wftiew 
nämlich    die   Teilbarkeit    einer   Zahl    m    durch   eine   andere  d  sketR 
ihre    Zerlegbarkeit    in    ein    Produkt   dd'    nach    sich   zieht ,    ist  die» 
bei  den  Modulsystemen  zweiter  Stufe  im  allgemeinen  nicht  mehr  def 
Fall.     In  der  That  besitzt   z.  B.  jedes   der  hier  gefundenen  Divisoreo- 
systeme  (p,  P{xf)  ofiFenbar  den  Divisor  (p,  P{x))  und  allgemeiner  jeden 
Divisor  (p,  P{x)^)j    wenn  Ä*  <  A  ist,   aber   es  ist  nicht  möglich^  jea^s 
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ystem  auf  irgend  eine  Weise  in  zwei  Faktoren  zu  zerlegen.  Wir 
lüssen  daher  unterscheiden  zwischen  der  Zerlegbarkeit  eines  Systemes 
ad  seiner  Eigenschaft  einen  Teiler  zu  besitzen.  Die  Unzerlegbarkeit 
^liefst,  wie  wir  sehen,  das  Vorhandensein  von  Divisoren  keines- 
egs  aus,  während  allerdings  umgekehrt  ein  System,  welches  keinen 
eiler  mehr  besitzt,  selbstverständlich  auch  nicht  weiter  zerlegt 
erden  kann. 

Die  Eigenschaft,  dafs  ein  Modulsystem  zweiter  Stufe  keinen  Teiler 
lehr  besitzt,  wollen  wir  als  die  charakteristische  Eigenschaft  für  ein 
Vimmodulsystem  ansehen,  während  wir  die  nicht  weiter  zerlegbaren 
reduktible  Modulsysteme  nennen  wollen. 


§4. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  genaueren  Untersuchung  der  Prim- 
lodulsysteme  und  bestimmen  zunächst,  welchen  Systemen  diese  Eigen- 
chaft  zukommt.     Hier  gilt  nun  der  folgende^  Satz: 

„Ein  Divisorensystem  zweiter  Stufe  ifi,  f^,-  -  -  fv)  ist  dann  und 
nur  dann  ein  Primmodulsystem,  wenn  es  einem  Systeme  (p,  P{x)) 
äquivalent  ist,  wo  p  eine  Primzahl  und  P{x)  modulo  p  irre- 
duktibel  ist." 

Ist  nämlich  zunächst  {M)  ~  f^ißc)  (/i(^),  •  •  •  fv{oc))  ein  gemischtes 
fodulsyst^m  zweiter  Stufe,  so  kann  es  kein  Primmodulsystem  sein, 
5  sei  denn,  dafs  entweder  /J,(a:)  oder  {f\{x),  •  •  -  fy{x))  äquivalent  Eins 
t,  da  es  ja  sonst  mehr  als  einen  Teiler  hätte.  Bei  der  zweiten  An- 
^hme  wäre  es  aber  äquivalent  fo(x)y  also  nicht  von  der  zweiten  Stufe, 
so  mufs  zunächst  /*o(x)  =:  1,  also  (M)  '^  (/i,  •  •  /V)  ein  reines  Modul- 
stem  sein.  Ist  aber  (M)  ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe,  und 
sein  Zahlenelement,  ist  femer  m  keine  Primzahl  und  ^>  einer  ihrer 
rimfaktoren,  so  besitzt  das  gegebene  Modulsystem  {M)  <>^  {m,f^y'*'f^ 
as  System  (jP,fij'-'fr)  als  eigentlichen  Teiler,  ist  also  kein  Prim- 
lodulsystem.  Ist  das  gegebene  System  (M)  aber  äquivalent  (p,  /i,  •  *'ft) 
ad  ist  (pyfix))  seine  reduzierte  Form,  wäre  femer  f{x)  modulo  p 
cht  reduziert,  und  wäre  P(x)  ein  Teiler  von  f(x)  modulo  p,  so  be- 
fse  das  System  (p,  f(x))  das  andere  (/),  P{x))  als  eigentlichen  Teiler, 
Ire  also  wieder  kein  Primmodulsystem,  und  da  andererseits  die 
steme  (p,  P(x))  in  der  That  Primmodulsysteme  sind,  so  ist  die  auf- 
stellte Behauptimg  bewiesen. 

Ein  Primmodulsystem  (/>,  P^x^)  ist  stets  ein  eigentliches  Modul- 
;tem,    also    niemals    äquivalent  Eins,    aufser  in  dem  selbstverständ- 
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liehen  Falle,  wenn  P(x)  vom  nullten  Orade  ist,  sich  also  auf  Sin 
reduziert.  Ist  nämlich  {jp,  P(x))  '^  1 ,  ist  also  die  Zahl  1  durdi  jenes 
System  darstellbar,  so  giebt  es  einen  solchen  Faktor  Q(x)y  dab 

P{x)Q(x)  =  l    (modp) 

ist,  und  dies  ist,  wie  früher  gezeigt  wurde,  nur  möglich,  wenn  F(x) 
und  Q{x)  vom  nullten  Grade,  also  gleich  Eins  sind. 

Es  sei  nun  (77)  =  (p,  Pix))  ein  beliebiges  Primmodulsystem,  also 

P(x)  =  a?«  +  an_iar"-i  -| 1-  ^o 

eine  modulo  p  irreduktible  Funktion  n^^  Grades.  Jede  Ghrolse  in 
Bereiches  [x]  ist  dann  offenbar  modulo  (77)  einer  Funktion: 

kongruent,  wo  die  Koefficienten  a.  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  •••!>  — 1 
sind.  Die  so  sich  ergebenden  p"^  Funktionen  sind  aber  modulo  (p,  P(x)) 
inkongruent.  Femer  sind  alle  diese  Funktionen  zu  dem  Prinunodnl- 
system  (p,  Pix))  teileriremd,  da  eine  solche  Funktion  mit  diesem  nur 
dann  einen  Teiler  gemeinsam  haben  kann,  wenn  es  dasselbe  enthalt 
Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Die  Anzahl  9^(77)  aller  inkongruenten  Einheiten  fBr  ein  Pnoi' 
modulsystem  (77)  =  (f),  P{x))  ist  gleich  p*  —  1,  wenn  n  den 
Grad  der  zugehörigen  Primfunktion  bedeutet.'^ 

Aus  dem  am  Ende  der  sechzehnten  Vorlesung  fär  beliebige  Hodol- 
systeme  bewiesenen  Satze  folgt  hier,  dafs  fttr  jede  durch  (77)  nicht 
teilbare  Gröfse  X  von  [x^  die  Kongruenz  besteht: 

X''""'^!    (mod  (p,  Pix)) 

oder,  wenn  man  die  eine  Gröfse  X^  =  0  mit  hinzuzieht,  so  ergiebt  sicli 
der  Satz: 

„Jede  Gröfse  X  des  Bereiches  [x]  genügt  der  Kongruenz: 

X^"— X  =  0    (mod(p,  P(a?)), 

wenn  n  der  Grad  der  Primfunktion  P{x)  ist.^ 

Zu  jeder  Einheit  g  gehört  auch  hier  stets  eine  komplementäre  </',  fir 
welche  gg'  rni  1  (modd  /),  Pix})  ist,  denn  nach  dem  soeben  bewiesenffl 

Satze  braucht  man  nur  g'  =  g^  ^    zu  setzen. 

Da  für  ein  Primmodulsystem  (77)  der  Satz  besteht,  dafs  ein  Pro- 
dukt dasselbe  nur  dann  enthalten  kann,  wenn  dies  schon  f&r  eifitt 
seiner  Faktoren  der  Fall  ist,  so  folgt  schon  hieraus,  daÜB  jedem  Satie 
über  Primzahlen  p  in  dem  Bereiche  [1]  der  natürlichen  Zahlen  ein  Sifa 
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)er  Primmodulsysteme  (77)    im    Gebiete    \x]   vollständig   entspricht, 
[sbesondere  gilt  auch  hier  der  folgende  Satz: 

„Eine  Kongruenz  für  ein  Primmodulsystem: 

G(Z)  =  g^Z*  +  g,_,2r-'  +  ■ .  •  +  Po  =  0    (modd  p,  P{x)), 


deren  Koefficienten  dem  Bereiche  [x]  angehören,  kann  innerhalb 
desselben  nicht  mehr  inkongruente  Wurzeln  haben^  als  ihr  Grad 
angiebt." 

iinächst  können  wir  alle  Koefficienten  von  G(Z),  ohne  die  Kongruenz  zu 
idem,  auf  ihre  kleinsten  Beste  modulo  (77)  reduzieren;  dann  kann  man  den 
oefficienten  g^  der  höchsten  Potenz  von  Z  gleich  Eins  voraussetzen^ 
mn  anderenfalls  könnten  wir  ja  die  Funktion  G(2P)  mit  der  zu  g^ 
odalo  (77)  komplementären  Einheit  g'^  multiplizieren;  auch  dann 
immen  die  Wurzeln  der  Kongruenz  g'^G{Z)  ~eiO  mit  denen  von 
(Z)^0  überein.     Haben  wir  so  eine  Kongruenz  erhalten: 

Ö(Z)  =  ^  +  p,_,  2r-'+  ...  +  «,„-  0    (modd  p,  P(x)), 

id  ist  Xi  eine  Wurzel  derselben^  so  ist  eben  G(Xi)  durch  (77)  teil- 
tr;  es  ist  demnach  für  ein  variables  Z: 

GiZ)  =  G{Z)-GiX,)  =  iZ'-Xl)  +  ^^.+g,{Z-X,) 

=  (Z  —  XJ  Gl  (Z)    (modd  p,  P{x)) , 

>  6i(-Z)  eine  Fimktion  derselben  Art,  aber  vom  (v —  1)***"  Grade  in  Z 
;  ist  also  X^  irgend  eine  Wurzel  der  Kongruenz  G{2r)  ee  0 
lodd  p,  Pix)),  so  ist  ihre  linke  Seite  modulo  (77)  durch  den  zuge- 
ligen  Linearfaktor  (Z —  X^)  teilbar.  Ist  nun  Xg  eine  zweite  von 
verschiedene  Wurzel  der  ursprünglichen  Kongruenz,  so  folgt  aus 
r  soeben  abgeleiteten  Kongruenz  für  Z  =  Xg 

G(X,)  =  (X,  —  XJ  G^(X^)  =  0    (modd  p,  P(x)) 

d  da  Xg  —  Xi  zu  (77)  relativ  prim  ist,  so  mufs  X^  eine  Wurzel  von 
(Z)  ^  0  sein.  Hätte  also  die  Kongruenz  v^*'  Grades  G(Z)  ^  0 
Ar  als  V  Wurzeln,  so  müfste  die  Kongruenz  des  (v  —  !)*•"  Grades 
(Z)  ^  0  mehr  als  (v  —  1)  Wurzeln,  nämlich  alle  vorigen  mit  Aus- 
bme  von  X^  besitzen.  Nehmen  wir  daher  an,  es  sei  unser  Satz 
lon  für  die  Kongruenzen  des  (y  —  l)***^  Grades  bewiesen,  so  gilt  er 
;h  für  die  Kongruenzen  des  t^^  Grades,  imd  da  er  für  die  Kon- 
lenzen  des  ersten  Grades  Z  +  ^^  ^  0  (modd  p,  fix))  offenbar  be- 
bt, so  ist  seine  allgemeine  Gültigkeit  erwiesen  und  es  ergeben  sich 
tau  dieselben  Folgerungen,   wie  wir  sie  f[ir  Primzahlmoduln  in  der 
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achten  Vorlesung  abgeleitet  haben.  Sind  insbesondere  X^yX^j'-'X^ 
fi  inkongruente  Wurzeln  unserer  Kongruenz,  so  ist  f&r  ein  yariabks  Z: 

G{Z)  =  (Z—X^)'"(Z—X^)G{Z)    (modd p,  P(x)), 

wo  G{Z)  eine  ganze  Funktion  des  (y  —  fi)**°  Ghiules  bedeutet 

Die  Kongruenz  Z^  —  Z  :^-  0  (mod  p,  P{x))  besitzt  nun  genau  so 
viele  inkongruente  Wurzeln,  als  ihr  Grad  angiebt,  nämlich  alle  f 
inodulo  (/7)  inkongruenten  Reste: 

J^  =  0,  jRi,  üj,  •    •  ^p^-i 
des  Bereiches  [x]]  also  besteht  fiir  ein  variables  Z  die  Kongruenz: 

Z^"—  Z^zJJiZ—  U,)    (modd  A  P{x)\ 

und  durch  Vergleichung  der  Koef&cienten  von  Z  auf  beiden  Seüeo 
ergiebt  sich  die  folgende  Verallgemeinerung  des  Wilsonsdien  SaiMi 
auf  Primmodulsysteme: 

—  1  =  [J  B^  =  TJi^  +  »1^  H h  a«-ia:— 0    (modd ft  P4 


*=i 


wo    die   Koefficienten   a.  unabhängig    von  einander  alle  Werte  tod  0 
bis  p  —  1  annehmen  und  nur  nicht  alle  zugleich  Null  sein  dürfen. 


§5. 

Setzt  man  für  Z  irgend  eine  Gröfse  a^  +  a^x  +  •  •  •  +  dn-i^'^ 
des  Bereiches  \pc\  mit  modulo  p  reduzierten  Koefficienten,  so  ist  nad 

den  Ergebnissen  des  vorigen  Abschnittes  Z^  —  Z  durch  jedes  Priifl- 
modulsystem  (j;,  Pnyx))  teilbar,  in  welchem  die  irreduktible  Funkt«» 
Pn{x)  vom  n**"  Grade  ist.  Wir  wählen  speziell  Z=rc,  und  stelle 
uns  nun  die  Aufgabe,  alle  Primmodulsysteme  (p,  Pix))  zu  finden,  wd(to 
in  der  ganzen  Funktion: 

sf  —  X 

aufser  den  Systemen  (p,  Pnix))  enthalten  sind.  Da  ergiebt  sich  wä 
ohne  Schwierigkeit  der  Satz,  dafs  jene  Funktion  auch  durch  alle  & 
Primmodulsysteme  (p,  P^ix))  teilbar  ist,  für  welche  der  Grad  v  TOt 
Pr{x)  ein  Teiler  von  n  ist. 
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Ist  nämlich  Pv(x)  vom  v*®°  Grade,  so  ist  zunächst  nach  dem  oben 
esenen  Satze: 

ar  ^x    (modd  p,  P^ix)). 

sben  wir  nun  beide  Seiten  zur  p^^^^  Potenz,  so  ergiebt  sich: 

0^  ^of  ^x    (modd  p,  Py(iP)). 

andeln  wir  die  Kongruenz  af   "^x    in   gleicher   Weise,    so    folgt 

3  V 

;er:  a^   ==  ^;  ^uid  allgemein  ist  für  jedes  ganzzahlige  hi 

ar    "^.x    (modd  p,  Pyix)), 

also  n  =  hv  oder  v  ein  beliebiger  Teiler  von  n,  so  enthält  in  der 

t  ar   —  X  den  Divisor  (p,  Py{x)\  w.  z.  b.  w. 

Wir  zeigen  aber  jetzt  weiter,  dafs  af  —  x  auch  nur  durch  solche 

nmodulsysteme  (p,  Py{x))  teilbar  ist,  für  welche  v  ein  Teiler  von  n 

Angenommen  nämlich,  irgend  ein  System  (p,  Py{x))  sei  ein  Divisor 

x^  —  X,  dann  bestehen  die  beiden  Kongruenzen: 

a^=x,      :/=x    (moddi>,P,); 
ihnen  ergeben  sich,  wie  vorher,  die  allgemeineren  Kongruenzen: 

^"=a;,      ^'"^x    (moddp,P,), 

wenn  man  beide  Seiten  der  ersten  Kongruenz  zur  p^***°  Potenz 
sbt,  und  dann  die  zweite  benutzt: 

ar       ^  '=:x    (modd  p,  P^). 

1   also   g   und   y    beliebige,    aber    nicht   negative   Zahlen,    so    ist 

—  X  durch  (p,  Py)  teilbar.  Es  sei  nun  i  der  gröfste  gemein- 
e  Teiler  von  n  und  v,  dann  kann  man  zwei  positive  oder  negative 
len  g  und  y'  so  bestimmen,  dafs  gn  -|-  y V  ==  ^  wird,  und  hieraus 
t  für  jedes  ganzzahlige  r: 

(?'  +  ^v)**  +  (y'  +  ^**)«'  =  ^  +  2rni/. 

ken  wir  uns  jetzt  r  so  bestimmt,  dafs  die  beiden  Zahlen  g  +  rv 
y  -\-  rn  positiv  werden,  und  substituieren  wir  diese  Werte  für  g 

y  in  (1),  so  folgt  ar  ee^x^  oder,  da  or  '^"'^iz:  x  ist: 

(a?'^'^"  y'^^f  ^^  ^    (modd  p,  P^W); 
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es  ist  also  t —  x,  und  damit  auch  das  Divisorensystem  (p,  x^— 1\ 
durch  (p,  P»(a;))  teilbar. 

Nun  hatten  wir  bereits  im  §  6  der  dreizehnten  Yorlesimg  bewieaen, 
dafs  fiir  jede  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  x  stets  die  Kongrooiz 
gilt: 

{F{x)f=F{x)    {moMp,a^—x), 

und  diese  Kongruenz  gilt  a  fortiori  ftlr  das  Primmodulsystem  {fj  Ptiß^\ 
das  ja  ein  Teiler  des  soeben  betrachteten  ist.  Da  es  aber  f&r  dieses 
letzt.e  Modulsystem  genau  p^  inkongruente  Reste  oder  Funktionen  F{x) 
giebt^  so  würde  sich  aus  dieser  Deduktion  ergeben,  dals  die  Kon- 
gruenz: 

{F{x)Y—  F(x)  =  0    (moddp,  P^ix)) 

genau  p^  inkongruente  Wurzeln  besitzt.  Weil  nun  eine  Kongraau 
für  ein  Primmodulsystem  nicht  mehr  Wurzeln  haben  kann,  als  da 
Grad  angiebt,  so  ist  notwendig  p^  ^p'  oder  v  ^  ^  und  da  ^  ein  DiTiaor 
von  V  ist,  so  muls  v  ==  ^  =  (n,  v),  d.  h.  es  muis  v  ein  Teiler  von  n 
sein.     Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

„Die  Funktion  af  —  x  besitzt  alle  und  nur  die  Primmodulsysteme 
(p,  P/x))  als  Teiler,  für  welche  der  Grad  d  der  Funktion  P,(x) 
ein  Teiler  von  n  ist." 

Wir  bezeichnen  jetzt  durch  d  alle  Teiler  der  Zahl  n  und  mit 
P^(x),  P'^(x)j '  ' '    alle    modulo  p    irreduktiblen    Funktionen    von  x. 

Da  die  Funktion  a^  —  x  alle  Primmodulsysteme  (p,  P^{x)\  (p,  P,  (^p))," 
enthält,  so  enthält  sie  auch  ihr  Produkt,  und  da  allgemein: 

(p,  P,(x))  (p,  F^{x))  ~  0,  P^{x)P^{x)) 

ist,  so  folgt  aus  unseren  bisherigen  Betrachtungen^  dafs  x  —  x  durch 
das  Divisorensystem 

teilbar  ist,  und  kein  anderes  System  (j),  Pj(a?))  enthält,  wo  8  nickt  in 

n  enthalten  ist.  Es  besitzt  also  3?  —  x  modulo  p  alle  und  nur  ^ 
Primfaktoren  P^{x),  d.  h.  es  besteht  eine  Kongruenz: 

d/n         k 


_  4« 
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WO  sich  die  Multiplikation  auf  alle  Teiler  d  von  n  und  auf  alle  mo- 
dulo p  irreduktiblen  Funktionen  t?®^  Grades  bezieht  und  wo  die  Ex- 
ponenten li^  noch  unbekannte  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Wir  zeigen  endlich,  dafs  unsere  Funktion  jedes  Modulsystem 
(p,  -P^(^))  nur  einmal  enthält,  dafs  also  in  der  Kongruenz  (2)  alle  Ex- 
ponenten hf  gleich  Eins  sind.  Enthielte  nämUch  jene  Funktion  einen 
Primfaktor  P{x)  auch  nur  in  der  zweiten  Potenz,  wäre  also: 

af^—  X  =  P{xy  Q{x)  +  p  R(x) , 

wo  in  Q(x)  alle  übrigen  Faktoren  modulo  p  zusammengefafst  sind,  so 
ßi^be  sich  durch  Differentiation: 

p'  ■  x'"- -  1  =  2P(x)  P{x)  Q{x)  +  P{xfQ\x)  +  pR'{x), 

oder  wenn  man  beide  Seiten  modulo  (p,  P{x))  betrachtet,  imd  alle 
Ifnltipla  von  p  und  P{x)  fortläfst,  so  würde  sich  ergeben: 

—  IeeeO    (modp,  P(a;)), 

i  h.  das  System  (p,  P{x))  mülste  äquivalent  Eins  oder  P{x)  selbst  gleich 
Eins  sein. 

Hieraus  folgi,  dafs  die  Zerlegung  (2)  so -geschrieben  werden  kann: 

(2*)  3^' —  X  =  JJ P^(x)    (modp), 

wo  sich  die  Multiplikation  auf  alle  und  nur  die  modulo  p  irreduktiblen 
Funktionen  bezieht,  deren  Grad  ein  Teiler  von  n  ist;  und  aus  dieser 

Kongruenz  resultiert  die  folgende  Zerlegung  des  Modulsystemes  (PfO^  —  x) 


(p,af''—x)r^U(p,P/x)), 


welche  als  eins  der  schönsten  und  wichtigsten  Resultate  dieser  ganzen 
Theorie  angesehen  werden  kann. 


§6. 

Den  bis  jetzt  behandelten  Primmodulsystemen  (77)  stehen  die- 
jenigen Divisorensysteme  am  nächsten,  welche  zwar  eigentliche  Teiler 
besitzen,  aber  nur  durch  ein  einziges  Primmodulsystem  teilbar  sind. 
Ein  solches  System  (77)  soll  ein  einfaches  System  genannt  werden 
Ein  solches  System  ist  z.  B.  (p'',  P{x)  ),  wenn  a  und  h  beliebige  ganze 
Zahlen    sind,   denn  es  enthält  das  Primmodulsystem  (77)  =  (p,  P{x))y 

KroQeck«r,  Zahlentheorie.   T.  15 
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aber  kein  anderes  (77j)  =  (2)j,  -Pi*^),  in  welchem  beide  Elemente 
Pif  Pi^^>  oder  auch  nur  ein  einzigem  bezw.  von  py  P{x)  in  (i7)  tct- 
schieden  sind,  denn  dann  ist  ja  entweder  p*  oder  P(x).  sicher  nicht 
durch  (//J  teilbar;  aber  auch  allgemeiner  ist  jedes  System: 

(1)  (//)  ~  (p",  f,(x),  ■ . .  Ux),  Pix)'), 

dessen  Zahlenelement  eine  beliebige  Primzahlpotenz  ist,  und  welches  aofeer- 
dem  eine  Potenz  einer  irreduktiblen  Funktion  P{x)  enthält,  ein  einfieu^es 
Modulsystem.  Da  dieses  nämlich  ein  Teiler  des  einfachen  Sy8teme8(p*  P^fj)) 
ist,  welches  seinerseits  kein  anderes  Primmodulsystem  als  (77)  =  (p,  P{X}) 
enthält,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Systeme  (77).  Ist  das  System  (1) 
nicht  äquivalent  Eins,  so  soll  es  ein  zu  (77)  gehöriges  einfaches 
Modulsystem  genannt  werden. 

Man  kann  leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafiir  angeben,  dafs  ein  solches  System  äquivalent  Eins  ist;  wir  be- 
weisen zunächst  den  folgenden  Satz: 

„Ein  dreigliedriges  Modulsystem  (77)  =  (p",  fXx)^  Pixf)  ist  dann 
und  nur  dann  äquivalent  Eins,  wenn  das  Element  f(x)  durch 
das  zugehörige  Primmodulsystem  (77)  =  (p,  P{x))  nicht  teil- 
bar ist." 

Ist  nämlich  f(x)  durch  (77)  teilbar,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem 
ganzen  Systeme  (77),  da  dann  seine  drei  Elemente  den  Divisor  (/Z) 
enthalten;  dann  kann  also  (77)  nicht  äquivalent  Eins  sein.  Ist  dagegen 
/'(.r)  nicht  durch  (77)  teilbar,  ist  also: 

(pJ{x),P{x))^l, 

so  gilt  dasselbe  auch  von  jeder  Potenz  dieses  Systemes,  insbesondere 
ist  also: 

(p,f,Pr+'^{--;pYP%---)'-'h 

wo  Xy  ft,  V  alle  ganzzahligen  Werte  annehmen,  deren  Summe  a  -{-h  ist 
Diese  Potenz  ist  aber  durch  (77)  =  (p",  /",  P^)  teilbar,  denn  jedes  seiner 
Elemente  ;/  f  P**  ist,  falls  fi>0  ist,  einVielfaches  von  f,  dagegen  für  ft =0, 
also  k  -\-  V  =  a  '\-  h,  entweder  durch  ;/  oder  F^  teilbar,  je  nachdem 
X>a  oder  A  <  a,  v  >b  ist.  Also  ist  in  der  That  auch  (77)  ^  1, 
w.  z.  b.  w.     Hieraus  folgt  aber  sofort  der  allgemeine  Satz: 

„Ein  beliebig  gegebenes  System: 

ist  dann  und  nur  dann  nicht  äquivalent  Eins,  also  ein  einfaches 
Modulsystem,   wenn  alle  seine  Elemente  f'i(x)  den  zugehörigen 
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Primdivisor  (77)  =  (p,  V{x))  enthalten,  wenn  also  (77)  durch  (77) 
teilbar  ist." 

Wir  beweisen  endlich  den  wichtigen  Satz: 

„Jedes  reine  Modulsystem  zweiter  Stufe  (/"j,  f^,-  -  •  fj)  kann  auf 
rationalem  Wege  in  ein  Produkt  von  teilerfremden  einfachen 
Divisorensystemen  zerlegt  werden." 

sei  nämlich 

ab  c 

m  =  p  q  ' ' '  r 

auf  rationalem  Wege  bestimmbare   Zahlenelement  des  gegebenen 
itemeS;  so  ist  zunächst: 

ist  daher  nur  noch  das  Modulsystem: 

(Jif„)  =  (?-,/;,.../•,) 

iter  in  einfache  Systeme  zu  zerlegen.  Hierzu  führt  die  folgende 
irachtung:  Von  den  Elementen  fiipc),  •  -  - 1\(^)  mufs  mindestens 
8,  etwa  fi(oci)  durch  p  nicht  teilbar  sein,  da  sonst  alle  v  Elemente 
;  ursprünglichen  Systemes  den  Teiler  p  besäfsen,  dieses  also  kein 
nes  Divisorensystem  wäre.  Denkt  man  sich  nun  fi{x)  modulo  p 
seine  irreduktiblen  Faktoren  zerlegt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 
a  der  Form: 

/i(x)  =  P"P:' pf.ix), 

3  welcher  hervorgeht,  dafs  die  Differenz  auf  der  rechten  Seite  gleich 
x),  also  durch  das  Divisorensystem  (Ma)  teilbar  ist.  Erhebt  man 
n  beide  Seiten  der  aus  dieser  Identität  folgenden  Kongruenz: 

F^F^'--  =pf,  (x)    (mod  MJ 

r  a**°  Potenz,  so  wird  auch  ihre  rechte  Seite  p^f^  durch  (JMTJ  teil- 
r;  setzt  man  also  links  zur  Abkürzung  aa  =  b,  ««i  =  ^i,  •  •  •,  so 
lält  man: 

P'PJ'.-.feO    (modilf), 

h.  es  kann  das  Produkt  F^  F^^  •  -  '  den  Elementen  von  (M  )  hinzu- 
fügt  werden,  ohne  dieses  System  im  Sinne  der  Äquivalenz  zu  ändern. 

.  aber  die  Funktionen  P^,  P^',  •  •  •  modulo  p  teilerfremd  sind,  so  er- 
It  man  hieraus  die  folgende  Zerlegung  von  {Ma)  in  einfache  Systeme: 

ü -(/> /u---/".,  ^^•••)  ~  (p". /;,•••/■.> -p^Xi»"» /;.•••/•..,  f*;')  ••  •. 

16* 
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in  welcher  sich  die  einzelnen  Faktoren  auf  der  rechten  Seite  nur  dadurch 
von  dem  ursprünglichen  Systeme  (/i,  •  •  -/"J  unterscheiden,  dafe  seinen 
Elementen  als  Zahlenelement  eine  Primzahlpotenz  p^  und  als  primi- 
tives Element  die  Potenz  einer  modulo  p  irreduktiblen  Funktion  P(i) 
hinzugefügt  sind,  welche  beide  allein  durch  Anwendung  des  Eukli- 
dischen Verfahrens  bestimmt  werden  können. 

Aus  diesen  Produkten  sind  nun  alle  diejenigen  Systeme  ein&d 
fortzulassen,  in  welchen  nicht  jedes  Element  fi{pc)  das  zugehörige  Prim- 
modulsystem (p,  P.w)  enthält,  denn  diese  aber  auch  nur  sie  sind  äqui- 
valent Eins.  Alle  übrigen  sind  „einfache  Modulsysteme^  und  könneo 
nun  auf  die  in  der  vorletzten  Vorlesung  gefundene  reduzierte  Fora 
zurückgeführt  werden. 


Zwanzigste  Vorlesung. 

ie  Modulsjsteme  im  Bereiche  von  mehreren  Veränderlichen.  —  Die  Zerlegung 

!r  ganzen  Gröfsen  in  ihre  Primfaktoren.  —  Die  Rationalitätsbereiche  {x,y^-  •-  z) . 

■  Der  Rang  oder  die  Stufe  der  Divisorensysteme.  —  Geometrische  Anwendungen. 

Die  unzerlegbaren  und  die  Primmodulsjsteme.  —  Der  Bereich   {x^  y^  z)   und 

die  zugehörigen  Primmodulsysteme.  —  Modulsysteme  und  Linearformen. 

§1. 

Zum  Abschlufs  dieser  Untersuchungen  wollen  wir  zeigen,  ohne  ganz 

sföhrlich   auf  die  Beweise  einzugehen,   wie  sich  die  Gesetze  für  die 

>dul8ysteme  erweitem,  wenn  man  die  Bereiche  von  mehreren  Variablen 

Betracht  zieht,   und   zwar  beschränken   wir  uns   zunächst  auf  den 

reich  [x^  y]  von  zwei  Veränderlichen. 

Jede  ganze  Gröfse  F{x,  y)  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
irreduktible  oder  Primfunktionen  zerlegt  werden.  Um  dies  nach- 
weisen, ordnen  wir  F(x,  y)  nach  Potenzen  von  y;  ist  dann: 

F{x,  y)  =  F^{x)  +  F,ix)y  +  F,(x)y'  +  ••■  +  Fn(x)y, 

können  wir  zunächst  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  F{x)  aller 
>efficienten  F.(x)  bestimmen  und  diesen  für  sich  nach  den  Vor- 
iriften  des  §  1  der  fünfzehnten  Vorlesung  in  seine  irreduktiblen 
feieren  zerlegen.     Ist  dann: 

F[x,  y)  =  F{x)f{x,  y)  =  F(x)(f,(x)  +  f,(x)y  +  •  •  -  +  f,(x)y^), 

*  jetzt  die  f.(x)  keinen  gemeinsamen  Teiler  mehr  haben,   so  ist  nun 

untersuchen,  ob   der  zweite  Faktor  f(Xy  y)  noch  weitere  Teiler  be- 

2t,  und   zwar  braucht  man  auch  hier  offenbar  nur  nach  denjenigen 

ilem  zu  fragen,  welche  in  y  höchstens  bzw.  vom  Grade  —  oder  — — 

^d,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Es  sei  nun  f^(Xy  y)  ein  noch  unbekannter  Teiler  i/**°  Grades  von 
2^)  y\  so  dafs  also  eine  Zerlegung  existiert: 

f{^y  y)  =  fM,  y)fn-M  y)' 

rsetzt  man  dann  y  durch  eine  beliebige  ganze  Zahl  r,  so  ergiebt  sich: 
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t\^yr)=f^{x,r)f^_Xx,r), 

d.  h.  die  nur  von  x  allein  abhängige  Funktion  f^{Xy  r)  moTs  notwendig 
einer  der  Teiler  der  Funktion  f{x,  r)  sein;  da  aber  die  Anzahl  dw 
Teiler  der  gegebenen  Funktion  f{Xy  r)  endlich  ist  und  diese  mfcioDii 
bestimmbar  sind^  so  kann  t\{x,  r)  nur  eine  endliche  Anzahl  Ton 
Werten  annehmen,  die  man  fiir  jedes  r  direkt  finden  kann.  Wir  dfiifen 
also  genau  wie  bei  den  Funktionen  von  einer  Variablen  folgendermiGsen 
verfahren:  wählen  wir  für  y  (1/  +  1)  verschiedene  ganze  Zahlen 
^0'  ^1'  ' ' '  ^';  ^^  besteht  wieder  nach  der  Lagrangeschen  InterpolaticHU- 
formel  für  den  gesuchten  Teiler  f\{x,  y)  die  Gleichung: 

^'('''  y^  °^/'^'''  """^  ■  (V^  rl)  . . .  (r,  -  r~_\)  (r,  -  r\l\)  . . .  [r,J,) 

Ersetzt  man  in  dieser  Formel  jedes  t\{^,  r^)  unabhängig  von  den 
anderen  der  Reihe  nach  durch  alle  Teiler  der  betreffenden  Funktion /1(^,  fj, 
so  erhält  man  für  t\{x,  y)  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen  von  x 
und  y^  unter  denen  die  gesuchten  Teiler  notwendig  enthalten  sind, 
und  jetzt  in  der  früher  angegebenen  Weise  direkt  durch  Division  ermitidt 
werden  können.  Jede  ganze  Gröfse  des  Bereiches  [x,  y]  kann  abo 
folgendermafsen  zerlegt  werden: 

hier  bedeuten  p^,  •  •  •  /i(x),  -  •  -  (Ji{x,y)  •  -  -  sämtlich  nicht  weiter  zer- 
legbare oder  Primgröfsen. 

Um  weiter  die  Eindeutigkeit  dieser  Zerlegung  nachzuweisen,  kann 
man  genau  wie  im  §  2  der  fünfzehnten  Vorlesung  zeigen,  da6  ein 
Produkt  <p{xy)ilf(xy)  zweier  ganzen  Gröfsen  nur  dann  durch  eine 
Primgröfse  teilbar  ist,  wenn  mindestens  einer  der  Faktoren  diesellie 
enthält;  und  auch  hier  zerfällt  der  Beweis  in  zwei  Teile,  je  nachdem 
die  Primgröfse  von  y  unabhängig  ist,  oder  y  enthalt.  In  derselben 
Weise  fortgehend  zeigt  man  auf  induktivem  Wege  für  einen  Bereich 
[Xy  y,  •  •  •  ^]  von  beliebig  vielen  Variablen,  dafs  jede  Gröfse  desselben 
eindeutig  in  ein  Produkt  von  Primgröfsen  zerlegt  werden  kanU;  dafe 
also  die  elementaren  Gesetze  der  Arithmetik  in  allen  diesen  Bereichen 
vollständig  erhalten  bleiben. 

Ich  möchte  aber  gleich  hier  auf  eine  andere  Art  von  Rationalitäte- 
bereichen aufmerksam  machen,  welche  besonders  in  den  geometriflchen 
Anwendungen  benutzt  werden,  und  die  in  dieser  Vorlesung  wesentlich 
den  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt  werden  sollen.  Betrachten  wir  die 
Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen   von  x  und  y,  jetzt  aber  nicht 
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nit  ganzzahligen^  sondern  mit  ganz  beliebigen  konstanten  Koefficienten, 
M>  bilden  diese  ebenfalls  einen  vollständig  in  sich  abgeschlossenen  Ratio- 
lalitatsbereich^  dessen  Individjien  sich  durch  die  elementaren  Rechen- 
operationen wiedererzeugen.  Eine  Gröfse  F{Xy  y)  dieses  Bereiches 
lennen  wir  jetzt  ganz  oder  gebrochen,  je  nachdem  sie  als  Funktion 
^on  X  und  y  betrachtet  ganz  oder  gebrochen  ist,  während  ihre  Koef- 
icienten  ganz  beliebige  Eonstanten  sein  können.  Diese  ganzen  Gröfsen 
lüden  einen  „IntegriiÄtsbereich",  welcher  jetzt  durch  {x^  y]  bezeichnet 
f erden  mag;  jede  ganze  Gröfse  kann  auch  hier,  wie  man  nachweisen 
:ann,  eindeutig  in  ihre  Primfaktoren  zerlegt,  und  jede  gebrochene 
'^unktion  als  Quotient  zweier  ganzen  Funktionen  dargestellt  werden. 
^eder  ganzen  Gröfse  F{Xj  y)  entspricht  eine  algebraische  Gleichung 
^\Xy  y)  =  0,  also  auch  eine  ganz  bestimmte  durch  sie  dargestellte 
^Tirve  ^,  so  dafs  also  allen  Individuen  des  Bereiches  {Xy  y]  alle 
Igebraischen  Kurven  entsprechen.  Ebenso  ist  dem  in  gleicher  Weise 
gebildeten  Integritätsbereiche  {x,y,z)  von  drei  Variablen  die  Gesamt- 
leit  aller  algebraischen  Flächen  zugeordnet  u.  s.  w. . 

Ich  gehe  jetzt  zu  einer  kurzen  Betrachtung  der  Modulsysteme 
nnerhalb  dieses  neuen  Bereiches  {Xy  y]  von  zwei  Variablen  über, 
frobei  ich  gleich  bemerke,  dafs  sich  für  die  früheren  Bereiche  [x,  y]  im 
wesentlichen  dieselben  Resultate  ergeben;  und  zwar  möchte  ich  kurz 
iber  die  verschiedenen  Klassen  oder  Stufen  Rechenschaft  geben, 
welche  bei  jenen  Systemen  auftreten  können;  auch  hier  benutze  ich 
1er  gröfseren  Anschaulichkeit  wegen  die  elementaren  Vorstellungen 
1er  Geometrie. 

Bei  der  soeben  eingeführten  Definition  der  ganzen  Gröfsen  des 
Bereiches  {x,  y]  ist  die  Definition  der  Teilbarkeit  einer  Gröfse  durch 
nn  Modulsystem  folgendermafsen  zu  fassen: 

„Eine  Gröfse  /J,(a:,  y)  ist  dann  und  nur  dann  durch  ein  Modul- 
system: 

(M)  r^  (f\(x,  y),  f^ix,  y), . . .  f^(x,  yj) 

teilbar,  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  besteht: 

X)        toi^7  y)  =  9i{^,  y)fi{^,  y)  H h  gS^,  y)fS^7  y)> 

in  welcher  alle  Koefficienten  (fi(x,  y),  •  •  •  g^i^y  y)  Gröfsen  des 
Integritätsbereiches  [x^y],  also  ganze  Funktionen  von  x  und  y 
mit  beliebigen  Koefficienten  bedeuten." 

Zu  jedem  Modulsystem  (M)  ~  (f\{x,  y),  /i(x,  y)),  •  •  •  f^{x,  y))  gehört 
(in  Gleichungssystem: 

2)  /l  (x,  y)  =  0,  /i  (X,  yj  =  0, . .  •  t\{x,  y)  =  0, 
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welches  man  erhält,  indem  man  seine  einzelnen  Elemente  gleich  NoD 
setzt;  dieselben  repräsentieren,  geometrisch  gesprochen,  ein  System  ron 
V  ebenen  Kurven  f^,  fgy  -  *  -  f^-  Die  allen  jenen  v  Kurven  gemeinsamen 
Schnittpunkte  (§,  rj)  mögen  für  den  Augenblick  die  Fundameniaipmikk 
oder  Grundpunkte  von  (üf )  genannt  werden.  Alle  durch  (M)  teilbaren 
Gröfseu  f^ix^y)  in  (1)  stellen,  gleich  Null  gesetzt,  Kurven  f^^  dar,  sie  ge- 
hören einer  durch  (M)  charakterisierten  Kurvenschar  an,  deren  Kurren 
ebenfalls  sämtlich  durch  die  Fundamentalpunkte  (|,  17)  hindurchgehen,  d& 
für  (a;=  5,  y  =  1?)  die  rechte,  also  auch  die  linke  Seite  von  (2)  yw- 
schwindet.  Setzt  man  also  alle  durch  {M)  teilbaren  Funktionen  gleich 
Null,  so  erhält  man  eine  Kurvenschar,  welche  als  Fundamentalpunkte 
alle  und  nur  die  aus  der  Auflösung  von  (2)  sich  ergebenden  Punkte 
(S,  Yi)  besitzt.  Jene  Wertsysteme  (|,  17)  oder  was  dasselbe  ist,  die  zuge- 
hörigen Grundpunkte  sind  also  alles,  was  den  Kurven  f^  gemeinsam 
ist.  Äquivalente  Modulsysteme,  d.  h.  solche,  denen  dieselbe  Karren- 
schar  entspricht,  besitzen  daher  notwendig  dieselben  Fundamentalpunkte; 
andererseits  brauchen  aber  zwei  Modulsysteme  mit  gleichen  Funda- 
mentalpunkten  nicht  notwendig  äquivalent  zu  sein.  So  sind  z.  B.  die 
beiden  Systeme  {x^,  y)  und  {x,  y^)  offenbar  nicht  äquivalent,  obwoU 
die  zugehörigen  Gleichungen  (x*  =  0,  y  =  0),  (x  =»0,  y' » 0) 
beide  Male  denselben  Punkt,  nämlich  den  KoordinatenanfBrngsponkt 
definieren. 

Jedoch  können  wir  nun  das  zugehörige  Gleichungssystem  (2)  wr 
Definition  der  Stufe  eines  Divisorensystemes  benutzen.  Ein  System 
von  V  algebraischen  Kurven  f.(x,  y)  =  0  kann  nämlich  entweder  eine 
ganze  Kurve  gemeinsam  haben,  oder  sie  können  sich  in  einer  offenbar 
endlichen  Anzahl  von  diskreten  Punkten  schneiden,  oder  endlich  sie 
haben  gar  keinen  Punkt  gemeinsam.  In  den  unterschiedenen  Fall^ 
sagen  wir,  das  zugehörige  Modulsystem  (M)  ist  von  der  ersten  oder 
von  der  zweiten  Stufe;  haben  sie  gar  keine  Punkte  gemeinsam,  so  W 
das  zugehörige  Modiilsystem  äquivalent  £ins.  Ein  Modulsystem  erster 
Stufe  besitzt  also  eine  Kurve  oder  eine  einfache  Mannigfaltigkeit^  ein 
System  zwoiter  Stufe  nur  eine  endliche  Anzahl,  oder  eine  nullftck« 
Maimigfaltigkeit  von  Fundamentalpunkten. 

So  ist  z.  B.  jede  einzelne  Funktion  i'(j:,  y)  als  Modulsystem  aufgefcfßk 
von  der  ersten  Stufe,  da  die  eine  Gleichung  F(x,y)=^0  stets  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  L(>sungen  besitzt  oder  eine  Kurve  darstellt.  Sind 
femer  Fix,  y)  und  (t(jc,  y)  teilerfremde  ganze  Funktionen  von  x  und  jf, 
so  ist  das  Modulsystem  (F(x,y),  G(x,  y:)  von  der  zweiten  Stufe,  denn 
die  beiden  Kurven  (F  =0,  G  =  0)  besitzen  unter  der  gemachten  Vor 
aussetzung  stets  eine  endliche  Anzahl  von  Schnittpunkten. 


§  1.    Die  Modulsysteme  verschiedener  Stufe.  233 

In  derselben  Weise  zeigt  sich,  dab  bei  einem  Bei:eiche  {x,y,i8] 
a  drei  Variablen  ein  Divisorensystem: 

1  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Stufe  sein  kann,  je  nachdem  die 
Oberflächen: 

e  ganze  Flache,  oder  eine  Raumkurve,  oder  nur  getrennte  Punkte, 
neinsam  haben,  und  entsprechende  Unterschiede  bestehen  fQr  Modul- 
teme  innerhalb  eines  Bereiches  {x,y,Zy'  -  -u)  von  beliebig  vielen 
•riablen.  Ist  n  die  Anzahl  derselben,  so  können  nur  Modulsysteme 
zur  n^^  Stufe  auftreten. 

Ein  Modulsystem  erster  Stufe  (fiix,  y),  •  •  •  f^(x,  y))  kann  sehr  wohl 
ßh  Systeme  zweiter  Stufe  enthalten,  wenn  die  dazu  gehörigen  Kurven 
r,  y)  =  0  aufser  der  gemeinsamen  Kurve  ^(iP,  y)  =  0  noch  andere 
izelne  Schnittpunkte  besitzen.  Alsdann  heifst  das  Modulsystem  (Jf ) 
1  gemischtes,  im  anderen  Falle  ein  reines  Modulsystem  erster  Stufe. 
I  sei  {^  ==  (ftf '  ' '  fj)  ein  Modulsystem  erster  Stufe;  dann  müssen 
le  Elemente  f.{x,  y)  einen  grössten  gemeinsamen  Teiler  f^{Xy  y)  haben, 
sr  gleich  Null  gesetzt  eben  die  gemeinsame  Schnittkurve  repräsen- 
ert.    Ist  also: 

3  ist: 

ann  ist  (3f )  dann  und  nur  dann  ein  reines  Modulsystem  erster  Stufe, 
^enn  (/i,  •  •  /"J  ~  1  ist,  anderenfalls  ein  gemischtes  System,  welches 
tt  das  Produkt  aus  einem  reinen  Modulsystem  erster  Stufe /^(a:,  y)  und 
inem  anderen  (/i,  •  •  •  f^)  zerlegt  werden  kann,  das  selbst  von  der 
weiten  Stufe  ist.  Die  reinen  Modulsysteme  erster  Stufe  sind  also 
•quivalent  den  ganzen  Functionen  /'o(^,  y)  unseres  Bereiches,  welche 
^ir  zu  behandeln  und  eindeutig  zu  zerlegen  im  Stande  sind.  In  gleicher 
Veise  kann  man  zeigen,  dafs  sich  überhaupt  jedes  gemischte  Divisoren- 
ystem  einer  beliebigen  Stufe  stets  als  ein  Produkt  von  reinen  Divi- 
orensystemen  von  derselben  und  den  folgenden  Stufen  darstellen  läfst; 
8  sind  daher  nur  die  reinen  Divisorensysteme  einer  beliebigen  Stufe 
weiter  zu  untersuchen,  in  ihre  einfachsten  Faktoren  zu  dekomponieren 
od  alsdann  auf  ihre  reduzierte  Form  zurückzuführen.  Doch  soll  auf 
ne  höhere  Untersuchung  an  dieser  Stelle  nur  hingewiesen  werden. 
Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Definition  der  Stufe  eines  Modul- 
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Systems  (M)  ">*  (fiy  f^,  ' ' '  f^j  wenn  seine  Elemente  ganze  gamitaUi^ 
Funktionen  von  mehreren  Variablen  Xy  y^- » '  u  sind,  wenn  wir  uns  alw 
nicht  innerhalb  des  Bereiches  [x,  y,  •  •  •  u } ,  sondern  in  dem  TOikr 
betrachteten  Bereiche  [x,  y^'-u]  bewegen.  Alsdann  kann  man  zu- 
nächst alle  Modalsysteme  in  zwei  Arten  scheiden,  je  nachdem  der  Bereid 
(/J,)  aller  durch  (M)  teilbaren  Gröfsen: 

fo  =  9ifi  +  92 fi  -\ h  ffrfr 

kein  einziges  Zahlenelement  enthält  oder  in  ihm  auch  Zahlen  lot- 
banden  sind.  Kommen  in  dem  Bereiche  (f^)  keine  Zahlenelemente  tot, 
ist  also  (/i,  •  •  •  /'^)  von  der  ersten  Art,  so  bestimmt  sich  die  Staft 
des  Modulsystems  wieder  einfach  aus  der  Mannigfaltigkeit  der  dmd 
das  Gleichungssystem: 

(1)  /i  =  o,  /i  =  o,  .•./•,  =  o 

definierten  Lösimgen.  Ist  ■  also  fi  die  Anzahl  der  Variablen  und  wird 
die  ^-fache  Mannigfaltigkeit  aller  möglichen  Wertsysteme  (x,y,'-'*) 
durch  die  Gleichungen  (1)  auf  eine  (fi  —  p)- fache  beschrankt,  so  wt 
jenes  Modulsystem  vom  Range  q.  So  ist  z.  B.  ein  Modnbjsteo 
(/i(^y  Vj  ^h  ' ' '  fy(^7  Vy  ^))  auch  in  dem  Bereiche  [a:,  y,  e]  von  dtf 
ersten,  zweiten  oder  dritten  Stufe,  wenn  die  v  ganzen  ganzzaUign 
Funktionen  f.(Xf  y,  z),  gleich  Null  gesetzt,  Oberflächen  darstellen,  welcb 
eine  ganze  Fläche,  oder  eine  R«umkurve  oder  endlich  nur  eine  AbmH 
von  Punkten  im  Räume  gemeinsam  haben. 

Ist  aber  (/i,  •  •  •  f\)  ein  Moduls jstem  zweiter  Art,  enthält  also  der 
zugehörige  Bereich  (fo)  auch  Zahlen,  so  giebt  es  ganze  Zahlen  nh 
welche  in  der  Form: 

(2)  '«  =  .7, /■,  +  •••  +  </,/;. 

darstellbar  sind;    dann    besitzt    das   Gleichungssystem   (1)  oflFenbar  gtf 

keine  Lösung  (xq,  i/„,  •  •  •  Uq),  weil  ja  für  diese  wegen  (2)  auch  w^ 

schwinden  mül'ste.     Innerhalb  des  Bereiches    \Xy  y,  •  •  •  u]  würde  al» 

jedes    solches    Modulsystem    äquivalent    Eins    sein;    hier    ist  dies  »b* 

keineswegs  der  Fall.  Wir  wollen  hier  nur  die  folgende  filr  einen  grofea 

Teil   solcher  Modulsysteme   zweiter   Art   unmittelbar   anwendbare  D** 

finition  der  Stufenzahl  aufstellen.     Ist  Mq  die  kleinste  durch  (M)  ^ 

bare  Zahl,    so    kann  jenes  System  so    beschaffen  sein,  daCs  es  in  «i^ 

äquivalentes 

K,  F„  F„  •  •  •  F„) 

transformierbar  ist,  in  welchem  das  nach  Fortlassung  von  m^  ö^f 
bleibende  System  (Jf^)  ~  (i^j,  F^,  •  •  •  F^)  kein  Zahlenelement  m* 
besitzt,  also  von  der  ersten  Art  ist.     Ein  solches  Modalsystem  «w«tff 
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rt  kann  also  als  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  einer  gewöhnlichen 
inzen  Zahl  m^  und  eines  Modulsysiems  erster  Art  (Mq)  =  {Fi,F^,'"F^) 
igesehen  werden. 

Ist  dana  (M)  r^  (m^j,  Mq)  ein  solches  Modalsystem  zweiter  Art 
und  Qq  der  Rang  des  zugehörigen  Modulsystemes  erster  Art  (M^^), 
so  soll  (M)  als  ein  Modulsystem  von  der  (qq  +  1)**°  Stufe  be- 
zeichnet werden. 
So  konnte  z.  B.  jedes  Modulsystem  (fiix),  f^ix),  •  •  •  f^(x))  im  Be- 
eiche  [x],  dessen  Zahlenelement  eine  Primzahl  ist,  in  das  äquivalente 
Jystem  (p,  foix))  transformiert  werden,  d.  h.  es  ist  also 

(fif  fi7  '"  O  ~  K;  -Mo)> 
venn 

jesetzt  wird,  und  da  hier  (Mq)  ein  Modulsystem  erster  Art  von  der 
ersten  Stufe  ist,  so  ist  auch  nach  der  hier  gegebenen  Definition  ebenso 
«rie  vorher  die  Stufenzahl  von  (fiix),  •  •  •  f\{x))  gleich  zwei. 

Es  bleibe  hier  dahingestellt,  wie  die  Definition  der  Stufenzahl  in 
üe8em  Bereiche  [x,  y,-  -  -  u\  allgemein  zu  fassen  ist,  falls  die  obige  Trans- 
formation nicht  möglich  sein  sollte.  Es  wäre  interessant  und  wichtig, 
•^emi  diese  Frage  in  umfassender  und  einfacher  Weise  gelöst  würde. 
Wir  wollen  jedoch  ihrer  Lösung  hier  nicht  näher  treten  und  solche 
speziellen  Divisorensysteme  von  den  folgenden  Betrachtungen  aus- 
Khiielsen. 

§2. 

Ein  Divisorensystem  (g^,  g^,  •  •  •  g^^  in  einem  beliebigen  Rationa- 
litatsbereiche  {Xy  y,  •  •  •  z]  oder  [Xj  y,  '  -  -  z]  heifst  auch  in  diesem 
Allgemeinsten  Falle  unzerlegbar,  wenn  es  nicht  aki  Produkt  zweier 
uideren  Systeme  dargestellt  werden  kann,  ohne  dafs  einer  von  seinen 
beiden  Faktoren  äquivalent  Eins  ist.  Aber  unter  den  unzerlegbaren 
Modulsystemen  giebt  es  stets  solche,  welche  einen  anderen  Divisor 
K,  rf,,  •  •  •  d  )  enthalten,  ohne  dafs  ein  solcher  komplementärer  Divisor 
(«1,  ej,  • . .  cj  existiert,  dafs: 

(ffu  92>  '"  9x)  ~  (ßiy  rf»;  •  •  •  ^^)  (^u  ^>  '  '  '  O 

^rt.  So  war  z.  B.  jedes  einfache  System  (/),  P{x) )  durch  (p,  P{x)) 
^übar,  obwohl  es  überhaupt  nicht  weiter  dekomponiert  werden  konnte. 
&uch  in  diesem  allgemeinsten  Falle  werden  wir  also,  wie  dies  für  den 
Bereich  \pc\  schon  geschah,  die  unzerlegbaren  imd  die  Primmodul- 
ifsteme  genau  von  einander  zu  unterscheiden  haben. 
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Hier  können  wir  aber  die  Primmodulsysteme  nicht  als  solche  ns- 
zerlegbaren  Systeme  definieren,  welche  überhaupt  gar  keinen  Teiler 
mehr  besitzen.  In  der  That  ist  z.  B.  eine  Primzahl  p  im  Gebiete  [x] 
der  ganzzahligen  Funktionen  von  x  ein  Primdirisor  erster  Stufe,  weil 
sie  durch  keinen  einzigen  Divisor  erster  Stufe,  nämlich  durch  keine 
Zahl  und  durch  keine  Funktion  von  x  teilbar  ist  Trotzdem  enthalt  p 
aber  unendlich  viele  Teiler  zweiter  Stufe,  nämlich  jedes  Divisorensystem 
(/>, /i(^\/i(^), •••/y(^)),  dessen  Zahlenelement  gleich  p  ist.  Ebenso  iii 
der  Teiler  (p,  P(x))  auch  im  Gebiete  [x,  y]  der  ganzzahligen  Funk- 
tionen von  X  und  y  ein  Primdivisor  zweiter  Stufe,  wenn  P(x)  modnlo; 
irreduktibel  ist,  denn  man  erkennt  leicht,  dafs  er  auch  in  diesem  Gebiete 
keinen  Teiler  zweiter  Stufe  hat;  wohl  aber  enthalt  er  unendUch  ride 
Divisorensysteme  dritter  Stufe,  z.  B.  alle  Systeme  (p,  Pix),  Qixy)),  wenn 
Q(Xy  y)  eine  beliebige  ganze  Funktion  von  x  und  y  bedeutet. 

Entsprechend  soll  in  einem  beliebigen  Rationalitatsbereiche  ein  un- 
zerlegbarer Divisor  (>*•'  Stufe  (F^,  -F,,  •  •  •  -FJ  dann  und  nur  dann  ein 
Primdivisor  genannt  werden,  wenn  er  keinen  einzigen  Teiler  dmdbm 
Stufe  besitzt;  wohl  aber  kann  und  wird  er  im  Allgemeinen  uiendlidi 
viele  Teiler  von  höherer  als  der  p**"  Stufe  haben. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Modulsysteme  in  dem  Bereiche 
{x,  y,  z\  der  ganzen  Funktionen  von  drei  Variablen  mit  beliebigen 
Koeffizienten.  Eine  Gröfse  f(Xy  y,  z)  ist  dann  und  nur  dann  ein  Prim- 
divisor  erster  Stufe,  wenn  sie  irreduktibel  ist,  wenn  also  die  zugehörige 
Gleichung  fix,  y,  z)  =  0  eine  unzerlegbare  algebraische  Fläche  F  im 
dreidimensionalen  Räume  darstellt.  Ist  dann  g{x,  y,  z)  eine  andere 
ganze  Gröfse  desselben  Bereiches,  G  die  zugehörige  Fläche,  so  ist  J 
entweder  durch  /"  teilbar,  oder  das  System  {fix,  t/,  z),  (f(x,  y,  i)  ^ 
ein  Modulsystem  von  der  zweiten  Stufe.  Im  ersten  Falle  ist  die  Fläche  f 
ein  Teil  der  anderen  Fläche  ^:  im  zweiten  entspricht  dem  ModulsyßtöW 
(/',  (/)  oder  dem  Gleichungssysteme  (/*  =  0,  g  =  0)  geometrisch  der  voll- 
ständige Schnitt  jener  beiden  Oberflächen  F  und  G,  also  eine  bestimmte 
Raumkurve  C.  —  Tritt  dieser  letzte  Fall  ein,  imd  ist  aufserdem  d» 
System  {f,g)  ein  Primmodulsystem,  so  nennen  wir  auch  die  zugehörige 
Kurve  C  eine  irreduktible  Raumkurve. 

Es  sei  endlich  h(x,  y,  z)  eine  dritte  Gröfse  von  [x,  y,  z],  ff  die 
zugehörige  Fläche,  so  mufs  h  entweder  durch  das  Primmodulsystem 
(/*,  g)  teilbar  sein,  oder  das  Modulsystem  (f'X,y,z),  g{x,y,z\  h[Xfy,ii\ 
ist  von  der  dritten  Stufe,  d.  h.  die  drei  Flächen  F,  G  und  H,  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Raumkurve  C  und  die  Oberfläche  H  haben  Wff 
eine  endliche  Anzahl  von  Schnittpunkten  gemeinsam;  es  ergiebt 
also  der  Satz: 
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Eine  irreduktible  Raomkurve  und  eine  algebraische  Fläche  haben 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Schnittpunkten,  es  sei  denn, 
dafs  die  Enrve  vollständig  auf  der  Fläche  liegt. 

Die  Primmodulsysteme   dritter  Stufe  in  diesem  Bereiche   können 
leicht  angegeben  werden.     In  der  That  erkennt  man  unmittelbar,  dafs 

jedes  Modulsystem 

p  =  (x  —  a,y  —  ß,z  —  y) 

ein  Primmodulsystem  dritter  Stufe  ist,  denn  jede  Gröfse  k  (x,  y,  z) 
ist  entweder  durch  p  teilbar  oder  das  System  Qcix,  y,  z)j  x  —  a,  y — /3,  z — y) 
ist  äquivalent  Eins;  da  man  nämlich  Tc  stets  in  der  Form  darstellen  kann: 

K^7  y,  ^)  =  *(«;  ß,  y)  +  (^  —  «)  *^i  (^;  y,  ^) 

+  (jf  —  ß)  hi^,  y,  ^)  +  (^  —  y)  h{^,  y,  ^), 

wo  \,lc^y  k^  ganze  Funktionen  von  x,  y,  z,  bedeuten,  so  ist: 

(*(«,y,  z)y  x  —  Uy  y  —  ß,  z  —  y)r^  (Ä(a,  ß,y),  x  — a,  y  —  ß,  z  —  y), 

^d  das  rechts  stehende  Modulsystem  ist  in  der  That  äquivalent  Eins 
oder  äquivalent  jp,  je  nachdem  k{a,  ß,  y)  von  Null  verschieden,  oder 
gleich  Null  ist. 

Jedem  solchen  Primdivisor  dritter  Stufe  (x  —  a,  y  —  /J,  z  —  y) 
^tspricht  eindeutig  ein  Punkt  P  im  Baume,  welcher  durch  die  Gleichungen 
(x— a  =  0,  y  —  ^  =  0,  z  —  y  =  0)  definiert  ist,  also  die  Koordinaten 
(*;  ß}  y)  besitzt.  Die  Gröfse  k(x,  y,  z)  enthält  also  dann  und  nur 
^«nn  das  Primmodulsystem  Py  wenn  die  ihr  entsprechende  Oberfläche  K 
iurch  den  zu  p  gehörigen  Punkt  P  hindurchgeht. 

Jetzt  erkennt  man  aber  leicht,  dafs  die  soeben  betrachteten  Systeme  p 
Mich  die  einzigen  Primmodulsysteme  dritter  Stufe  sind.  Soll  nämlich 
^  System  (fixyz),  g(xyz),  •  •  •  h{xyz))  von  der  dritten  Stufe  sein,  so 
Tonnen  die  zugehörigen  Oberflächen  F,  G,  -  -  -  H  nur  eine  endliche 
^Jizahl  diskreter  Punkte  gemeinsam  haben.  Haben  sie  aber  mehr  als 
^inen  Schnittpunkt  und  ist  P  einer  von  ihnen,  so  besitzt  das  System 
/,  9,"  '  h)  sicher  das  zu  P  gehörige  System  p  =  (x  —  a,  y  —  /3,  z  —  y) 
^  eigentlichen  Teiler,  kann  also  nicht  prim  sein.  Ist  endlich  P= (a,  /3,  y) 
Icr  einzige  Schnittpunkt  der  Oberflächen  (F,  (?,•••  J3),  so  sind  alle 
^feen  f,  g,  '  '  h  durch  den  zugehörigen  Primteiler  p  teilbar,  also 
^thält  (f,  ff,  •  ' '  h)  ebenfalls  p,  und  zwar  als  eigentlichen  Teiler,  wenn 
licht  (f,  g,  ' '  '  h)  f^  (x  —  a,  y  —  ß,  z  —  y)  ist,  und  hiermit  ist  die 
nfgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Wir  erhalten  so  den  folgenden  Satz,  welcher  uns  einen  vollstän- 
igen  Einblick  in  die  geometrische  Bedeutung  des  rein  arithmetrischen 
Begriffes  der  Primdivisoren  gewährt: 
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In  dem  Bereiche  [x,  y,  e]  entsprechen  den  Diyisoren  der  ento, 
zweiten  und  dritten  Stufe  die  algebraischen  Flächen,  die  alge- 
braischen Kurven  und  die  Punkte  im  Räume.  Jedem  Primteilcr 
der  ersten  Stufe  entspricht  eine  unzerlegbare  Oberflache,  jedim 
Primteiler  zweiter  Stufe  eine  irreduktible  Baomkunre^  j< 
Primteiler  dritter  Stufe  ein  einzelner  Punkt  im  Baume. 


§3. 

Für  die  hier  betrachteten  Primmodulsysteme  eines  beliebigen  Be- 
reiches {x,  y,  •  •  •  z]y  aber  auch  nur  für  diese,  bleiben  alle  Satze  be- 
steheU;  welche  wir  in  den  früheren  Vorlesungen  f&r  die  gewöhnlichen 
Primzahlen  aufgestellt  imd  bewiesen  hatten;  der  Grund  dieser  That- 
sache  liegt  darin,  dals  für  diese  Systeme  der  Fundamentalsatz  der 
elementaren  Zahlentheorie  in  Kraft  bleibt, 

dafs  ein  Produkt  von  zwei  ganzen  Gh^Jben  dann  und  nur  daim 
durch  ein  Primmodulsystem  teilbar  ist,  wenn  dieses  in  emen 
seiner  Faktoren  enthalten  ist. 

Sei  nämlioh 

Pg  =  (fu  ft>  '"  O 

ein  Primmodulsystem  q^"^  Stufe  des  Bereiches  { x,  y,  *  •  •  jr | ,  und  gjoAl 
zwei  andere  Gröfsen  desselben,  deren  Produkt  durch  p  teübar  iflt» 
so  dafs: 

(1)  (ß-h-,fi,f„---0'-(fi,f*,--0 

ist.  Wäre  mm  weder  g  noch  h  durch  das  Primmodulsystem  p  teilbar, 
so  müfsten  die  beiden  Modulsysteifie 

(1*)  (9,  A,  •  •  •  /;)     und     (A,  /;,...  /;) 

mindestens  von  der  (q  +  1)**"  Stufe  sein.  Alsdann  wäre  aber  auch  ikr 
Produkt : 

(2)    (gy  ••/;•••)  (A,  ••/;•••)  ~  (pA*  •  •  9fi  "j'^fk'y'  fifk '  •) 

ebenfalls  von  höherer  als  der  (>**"  Stufe,  denn  die  (v  +  1)*  Gleichungen: 

(2")  gh  =  o,  gf\  =  o,  A/;  =  o,  /;./;  =  0     (.•,*-!, v), 

durch  welche  die  Stufenzahl  des  Systems  (2)  bestimmt  wird,  sind  ji 
für  alle  und  nur  die  Wertsysteme  (g,  ?/,•••  g)  der  Variablen  (a?,jf,  ••') 
erfüllt,  für  welche  entweder: 

.^  =  /i  =  •••=/;  =  0         oder         A  =  /;  =  ...=/;  =  ü 
ist;  die  Stufenzahl  des  Produktes  (2)  ist  also  gleich  der  kleineren  nntof 
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i  Stufenzahlen  der  beiden  Faktoren  {ff,  /i  •  •  •  /^)  oder  (ä,  /i,  •  •  •  f^), 
0  ebenfalls  mindftHtaB»  gkfkir  p  -f-  t. 

Ifan  ist  aber  das  System  (jgh,  gf.,  hf^^,  f.fj^  offenbar  durch  das 
lere  {gh,  /i,  •  •  •  f^  teilbar,  und  daher  ist  auch  dieses  mindestens  vom 
nge  (p  -\-  1),  imd  da  dies  mit  der  in  (1)  gemachten  Voraussetzung, 
[s  gh  durch  p  teilbar  sein  soll,  im  Widerspruch  steht,  so  folgt,  dafs 
rklich  mindestens  eins  der  Systeme  (1*)  äquivalent  p  ,  dafs  also 
ler  der  Faktoren  g  und  h  durch  p    teilbar  sein  mufs. 

Sprechen  wir  dieses  Resultat  z.  B.  für  die  Modulsysteme  zweiter 
ofe  im  Bereiche  [x,  y,  is]  aus,  so  lautet  der  entsprechende  geome- 
sehe  Satz  folgendermafsen: 

Liegt  eine  irreduktible  Raumkurve  auf  einer  reduktiblen  oder 
zerfallenden  Oberfläche,  so  mufs  sie  vollständig  auf  einem  ein- 
zigen ihrer  unzerlegbaren  Teile  verlaufen. 


Die  in  dieser  letzten  Vorlesung  durchgeführten  Untersuchungen  über 
5  Funktionen  von  mehreren  Variablen  sollen  die  Fülle  der  in  diesem 
(biete  sich  darbietenden  Probleme  keineswegs  erschöpfen;  es  lag  mir 
r  daran  zu  zeigen,  dafs  und  in  welcher  Weise  die  hier  auseinander- 
setzten arithmetischen  Methoden  weit  über  das  ursprüngliche  Gebiet 
r  reinen  Zahlenlehre  ausgedehnt  werden  können,  ohne  ihre  Einfach- 
it  und  Anwendbarkeit  ernzubüfsen.  Insbesondere  eröffnen  sie  den 
eg,  um  die  wichtigsten  Fragen  der  höheren  Geometrie  in  durchaus 
heitlicher  und  überraschend  einfacher  Weise  zu  beantworten. 


§4. 

Unsere  Untersuchungen  gingen  in  der  siebenten  Vorlesung  im 
schlufs  an  die  Disquisitiones  arithmeticae  von  der  Einteilung  der 
[den  in  Klassen  nach  einem  Modul  m  aus;  diese  Betrachtungen  führten 
)  weiter  zu  dem  Begriffe  der  Kongruenz  nach  einem  Modul  und  zu 
ler  Ausdehnung,  der  Kongruenz  nach  einem  Modulsystem.  Nur 
■?  hatte  ich  im  §  8  der  zwölften  Vorlesung  darauf  hingewiesen,  dafs 
es  Modulsystem  (iWj,--w^)  im  Sinne  der  Äquivalenz  auch  durch 
e  homogene  Linearform  m^x^  -{-  -  *  •  -{-  ni^x^  ersetzt  werden  kann, 
n  Abschlufs  der  auf  die  Divisorensysteme  bezüglichen  Ausführungen 
I  ich  jetzt  noch  zeigen,  dafs  man  die  hier  auseinandergesetzte  Theorie, 
I  zwar  sowohl  die  Lehre  von  den  Kongruenzen  nach  einem  Modul 
auch  die  Theorie  der  Divisorensysteme  und  ihrer  Äquivalenz  voU- 
idig  auf  die  Theorie  der  nicht   homogenen  Linearformen  und  ihre 
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Transformationen  in  einander  gründen  und  so  eine  zweite  Tolls&idig 
einheitliche  Behandlung  der  höheren  Arithmetik  gewinnen  kann.  Dock 
will  ich  mich  der  Einfachheit  wegen  und  im  Hinblick  anf  die  wdter 
hin  zu  machenden  Anwendungen  schon  jetzt  auf  die  gatufMahUgm,  i  L 
auf  die  dem  Bereiche  [1]  angehörigen  Linearformen  beschranken. 

Wir   nennen  zunächst  zwei  ganzzahlige  nicht  homogene  Fonna 
von  einer  Variablen 

äquivalent^  wenn  jede  durch  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation: 

X  =  ax'-\-  ßy       a;'=  a'x  +  ß' 

in   die   andere   übergeführt   werden    kann.     Soll  aber  durch  die  enie 
Transformation  M  in  M'  übergehen,  so  mufs: 


/  ^/ 


k  +  m(ax'+  ß)  =  k'+  m'x 
also: 

m'=  ma,        ä'  =  Aj  +  mß 

sein;  umgekehrt  müssen  a'  und  ß'  so  gewählt  werden  können,  di& 

m  =  m'a,       k  =  *'+  m'ß' 

ist.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunächst,  dafs  m «» maa\  ilao 
aa'=  l  sein  muss,  und  da  a  und  a'  ganze  Zahlen  sein  sollen,  so  mnb 
a  =  a'  =  +  1,  also  w'=  +  m  sein,  und  die  anderen  Gleichungen 
ergeben  k'^k  (mod  w). 

Zwei  Linearformen  mx  +  ^  ^^^  m'x' -\-k'  sind  also  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  m'=  +  in  und  k'?^k  (mod  m)  ist 

Nimmt    man    nun    an    Stelle    der    Linearformen    mit    einer  Un- 
bestimmten solche  mit  beliebig  vielen  Unbestimmten: 

M=k  -{-  m^x^  H -\-  m^x^j     Jlf '=  *'+  w/äj^'H j- w»/ j/ 

und    definiert   zwei    solche  Formen  als  einander  äquivalent,  wenn  sie 
durch  ganzzahlige  Substitutionen: 

in  einander  übergehen,  so  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz: 
Zwei  Linearformen: 

sind  einander  dann  und  nur  dann  äquivalent,    wenn  die  beiden 
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me   (ff»i,  ■  ■  ■  m)    and   {m^',  •  ■  ■  m^   äqniTalent   sind, 
lern: 
i'^  k    modd  (»i„  -  ■  ■  mj 

die  erste  Transformation  M  in  M'  llbergelien, 

1  umgekehrt  M'  in  Jlf  transformierbar  sein,  so  mfissen 
leti  ß^   and  a'^^  so  getrählt  werden  können,  dalä 

)kehrt  diese  Bedingungsgleicliungen  erfüllt,  so  sind  in  der 

f  äquivalent.     Aber  die  zweite  und    vierte  von  ihnen 

I  die  Modiilsysteme    (m )   und    (m^')   äquivalent,   die 

dafs  k  nnd  k'  modulis  («,  ■■■»!)  oder  modulis 

jkongrueut  sein  mUssen,  and  damit  ist  der  angestellte  Satz 


B«fe*r,  bUoAMri*.  I. 


Einundzwanzigste  Vorlesung. 

Zahlensysteme.  —  Neue  Begründung  der  Fundamentaleigenschaflen  der  fxak 

(p{n).  —  Beweis  einer  arithmetischen  Identität.  —  Die  Zahlen  e^.  —  Die  «■ 

torischen  Funktionen.  —  Anwendungen :  Die  Fundamentaleigenschaft  der  ZaUa 

—  Berechnung  der  Potenzsummen  aller  inkongruenten  Einheiten  modnlo  • 


§1. 

Im  folgenden  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbole  (i,  k)  den  grfl 
gemeinsamen  Teiler  der  beiden  ganzen  Zahlen  i  und  ky  also  dieje 
Zahl  d,  der  das  Divisorensystem  (i,  k)  oder,  was  dasselbe  ist, 
Linearform  ix  -}-  ky  äquivalent  ist. 

In  den  nächsten  Vorlesungen  wollen  wir  nun  das  nach  zwei  S 
hin  ins  unendliche  ausgedehnte  System  von  ganzen  Zahlen: 

(1,1),    (1,2),    (1,3),... 
(1)  i(i,  /.;)  =  (2,  1),     (2,  2),     (2,  3),  .  .  . 

(3,  1),     (3,  2),     (3,  3),  . . . 


genauer  untersuchen.     Ersetzen  wir  in  demselben  alle  Elemente 
durch   die  ihnen   äquivalenten   gröfsten  gemeinsamen  Teiler,   so  l; 
die   zehn   ersten  Zeilen    und   Kolonnen   dieses   merkwürdigen  Syst 
folgendermafsen : 


(1") 


((/,  A-))  = 


11  h 

»              -*^1 

1, 

1, 

■*■! 

»    1, 

1, 

1,    •  •  • 

\ 

1.    2, 

9 

"1 

2, 

*1 

.    2, 

1, 

2,           . 

1,    1, 

**7 

1, 

3, 

X  < 

.    1, 

3, 

1,     .  .  . 

1      *> 

j        ^^1 

»             •*» 

4,, 

\ 

4) 

»    4, 

1. 

«>      .  .  . 

1,    1, 

■*■» 

1, 

*N 

1, 

.    1> 

1, 

5,     .      . 

1     ti 

3, 

2, 

6, 

■^-l 

»    2, 

3, 

2,        . 

\ 

h    1, 

•*» 

1, 

1, 

7, 

l, 

\ 

1, 

1, 

1,    2, 

• 

4, 

2, 

1, 

8, 

1, 

2       •  •  . 

^     t 

1 

1, 

.^, 

h 

1, 

IN 

1,         •  . 

1      *> 

• 

^^ 

o 

1, 

•           • 

1, 

10,  •  .  . 
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»es  System  ist  symmetrisch^  da  (i,  k)  =  (k,  t)  ist,  es  bleibt  also 
eändert,  wemi  man  seine  Zeilen  oder  Horizontalreiben  mit  seinen 
3nnen  oder  Vertikalreihen  vertauscht.  Da  femer  allgemein  (k,  k)f^k 
so  bilden  diejenigen  Elemente,  welche  in  der  oben  durch  einen 
ch  bezeichneten  Hauptdi^onale  stehen,  die  Beihe  der  natürlichen 
[en;  aUe  anderen  Zahlen  der  k^^  Zeile 

Teiler  von  k. 

Ordnen  wir  einer  jeden  Zahl  (i,  k)  denjenigen  Gitterpunkt  im  ersten 
dranten  der  Zahlenebene  (vgl.  §  5  der  zweiten  Vorlesung)  zu,  welcher 
Koordinaten  {x  =  ?*,  y  =  k)  besitzt,  so  erhalten  wir  die  Zahlen  des 
Ben  Systemes  (1*)  in  genau  derselben  Reihenfolge  auf  jene  Gitter- 
kte  verteilt,   mit   dem  einzigen  unwesentlichen  Unterschiede,    dafs 

die  Horizontalreihen  nicht  nach  unten,  sondern  nach  oben  ins 
ndliche  fortsetzen.  Wir  wollen  nun  zwei  Punkte  P  =  (f,  k)  und 
=(i',  k")  in  eine  und  dieselbe  Klasse  K^  rechnen,  wenn  (i,  k)  ~  (i',Ä')  '^  t 
wenn  also  die  beiden  Zahlenpaare  (i,  k)  und  (i',  A')  denselben  grössten 
Leinsamen  Teiler  t  besitzen.  Dann  kann  eine  der  Aufgaben,  mit 
m  Lösung  wir  uns  in  den  nächsten  Vorlesungen  beschäftigen  wollen, 
endermafsen  ausgesprochen  werden:  Wir  denken  uns  im  ersten 
dranten  der  Zahlenebene  eine  beliebige  geschlossene  Kurve  gegeben, 
3he  einen  Teil  F  jener  Ebene  vollständig  begrenzt,  also  eine  be- 
imte  Anzahl  der  ganzzahligen  Gitterpunkte  P,  P',  •  *  *  enthält.     Es 

untersucht  werden,  wie  viele  von  diesen  Punkten  zu  einer  gegebenen 
Bse  K^  gehören,  oder,  was  dasselbe  ist,  es  soll  angegeben  werden, 

viele  Zahlenpaare  (t,  k)  in  einem  beliebig  begrenzten  Bereiche  den 
fsten  gemeinsamen  Teiler  t  besitzen. 

In  dieser  Allgemeinheit  läfst  sich  die  vorliegende  Aufgabe  schwer 
andeln;  dagegen  erhält  man  einfache  Resultate,  wenn  man  die  Be- 
izungskurve  geeignet  wählt. 

Wir  imtersuchen  zunächst  den  Fall,  dafs  das  Gebiet  ein  Rechteck 
welcher  nur  eine  einzige  Punktreihe  und  zwar  die  ersten  n  Zahlen: 

(n,  1),  (w,  2), . . .  (n,  n) 

;r  beliebigen  w*®"  Zeile  einschliefst.    Soll  eine  der  Zahlen  (w,  k)  über- 
pt  zu  einer  Erlasse  K^  gehören,  so  mufs  t  =  d  notwendig  ein  Teiler 
riy  also: 

i.    Für  alle  zur  Klasse  K^  gehörigen  Zahlen  (n,  k)  mufs  dann  k  ein 
Ifaches  von  d  sein,  die  gesuchten  Zahlensysteme  sind  daher  unter 
rf'  Systemen: 

16* 
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(n,  d),  {n,  2d);      -  (n,  d'd) 
enthalten.     Damit  aber 

(w,  Vd)  =  {dd\  rd)  ~  d 
ist,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs 

dafs  also  h'  teilerfremd  zu  dem  zu  d  komplementären  Divisor  Ton  n 
ist,  und  da  unter  den  d'  Zahlen  1,2,  •••£?'  genau  ^(d')  dieser  Be- 
dingung genügen,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Unter  den  Systemen  (w,  1),  (n,  2),  •  •  •  (w,  n)  gehören  genau  ^((f) 
zu  der  Klasse  K^,  wenn  d  ein  beliebiger  Teiler  von  n  mul 
dd'  =  n  ist. 

Wählt  man  jetzt  für  d  der  Reihe  nach  alle  Teiler  von  n,  n 
und  1  mit  eingeschlossen,  und  beachtet  man,  dafs  dann  jedes 
n  Systeme  (n,  H)  f^  d  m  eine  und  nur  eine  dieser  Klassen  K^  gehört, 
so  ergiebt  sich  für  die  Anzahl  n  aller  Systeme  (n,  l)  auch  der  Aus- 
druck ^<p{dy     Ersetzt   man   also    d'  durch  6,   und   berücbicbiigt 

dann,  dafs  offenbar  auch  d'  ebenso  wie  d  alle  Teiler  von  n  dnrcih 
läuft,  so  ergiebt  sich  die  wichtige  Beziehimg: 


(1) 


2<P(.S)=^n. 


6/n 


Wir  wollen  zunächst  diese  Formel,  durch  welche  die  arithme- 
tische Funktion  9?  (w)  vollständig  bestimmt  ist,  auf  einem  anderen 
und  sehr  eleganten  Wege  ableiten:  Es  sei 

die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  ihre  Primfaktoren.    Bildet  man  dann  dtf 
Produkt: 

so  ist  dasselbe  wegen  der  bekannten  Eigenschaften  der  Funktion  ^(»i 
gleich : 

d.  h.  jenes   Produkt  AB  -    -  C  ist   gleich    ^<p(d),   wenn   die  SuinB» 

Ö/n 

auf  alle  Teiler  d  =  a'  I/^  -  -  -  cf    von   w    erstreckt  wird.     Anderöf** 
ist  aber  (vgl.  S.  123) 
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^  =  9(1)  +  9(a)  H h  9(0 

=  1  +  (a  —  1)  +  (a«  — a)  H h  («*'  —  «""')  =  »", 

id  das  Entsprechende  gilt  für  B  -  -  •  C.     Also  ist  in  der  That: 

AB"C  =  n  =  yq>(d), 

.  z.  b.  w. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Formel  (1)  benutzen,  um  alle 
igenschaften  der  Funktion  q>(n)  und  ihren  Wert  für  ein  beliebiges  n 
i  finden. 

Ist  zunächst  n=p  eine  Primzahl,  so  folgt  aus  ihr: 

!)  <p(p)  +  9(1)  =p,         q>{p)  =p  —  h 

ür  n  =  |>^  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  (2) 

(p(p^  +  <p{p)  +  9(1)  =p^,     ip(j>^)  +p=p\ 
(p(p^)=p^—p. 

benso  ist,  falls  n  =  |?*  eine  beliebige  Primzahlpotenz  bedeutet, 

<pW  +  <p{p^-')  H h  <pip)  +  9(1)  =y , 

ier,  da   nach  derselben  Gleichung   die  Summe  der  h  letzten  Glieder 
eich  j/-^  ist, 

Zweitens  wollen  wir  mit  Hülfe  dieser  Formel  auf  induktivem  Wege 
gen,  dafs,  falls  n  =  rs  irgend  eine  Zerlegung  von  n  in  zwei  teiler- 
mde  Faktoren  ist,  stets: 

9(n)  =  9(r  •  s)  =  9(r)  •  ^>{s) 

Hierzu  nehmen  wir  an,  dafs  derselbe  Satz  für  alle  unter  n  liegen- 
)  Zahlen  bereits  bewiesen  ist.     Dann  folgt  aus  (1) 

\Q/r  /   V  o/s  / 

sich  die  Summation  rechts  auf  alle  Teiler  q  von  r  und  6  von  5 
ieht;  es  ist  also: 

n  =  q>(r)  (p{s)  +^ q>{Q)  <p{6), 

in  der  Summe  rechts  nur  das  Produkt  (p(r)  (p(s)  fortzulassen  ist. 
dann   aber  für  alle   Glieder   dieser   Summe  nach   unserer  Voraus- 

^^^K  9^(9)  9^i^)  "^  ^(p^)  ^^^7  ^^d  ^^  ferner  jeder  eigentliche  Teiler 
on  n  auf  eine  und  nur  eine  Weise  als  ein  Produkt  (f  •  6  dargestellt 
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werden  kann^  dessen  Faktoren  bezw.  in  r  und  s  enthalten  sind,  so  hon 
die  letzte  Gleichung  auch  so  geschrieben  werden: 

d/n 

die  Summe  erstreckt  über  alle  eigentlichen  Teiler  d  von  n.    Anderer- 
seits folgt  aber  wiederum  aus  (1) 

d/n 

und  durch  Vergleichung  ergiebt  sich  in  der  That 

fp(n)  =  <p{r)q>(s), 

d.  h.  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung. 

Ist  also  n  =  /)j'  •  •  •  |>^*  die  Zerlegung  von  n  in  seine  PrimaU- 
potenzen,  so  ergiebt  sich  genau  wie  auf  S.  126: 

§2. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  gefundene  wichtige  DefinitionsgleichoBg 
(1)  für  <p(n)  ist  nur  ein  ganz  spezieller  Fall  einer  sehr  allgemeine  Be- 
ziehung, welche  zwischen  zahlen  theoretischen  Funktionen  besteht  im« 
zu  deren  Ableitung  wir  jetzt  übergehen  wollen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  eine  neue  Funktion  (>(n,  k)  Tt» 
(n,  k)  <^  d  ein;  wir  setzen  nämlich  fest,  es  soll: 

Q(n,  k)=  1 

sein,  sobald  («,  Ä)  ~  1   ist,  wenn  also  n  und  k  teilerfremd  sind,  i^ 

gegen  sei 

Q(n,  k)  =  0, 

wenn  (n,  i)  =  rf  >  1  ist.  Das  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  fort- 
gesetzte System: 

(Q(n,  k))  («,  *»!.!,••') 

ist  also  auch  symmetrisch,  es  enthält  aber  nur  die  Elemente  limdW 
und  geht  aus  dem  auf  S.  242  angegebenen  Schema  dadurch  herroii 
dafs  dort  alle  Zahlen  mit  Ausnahme  von  1  durch  0  ersetzt  werden. 

Denken  wir  uns  7t  und  k  durch  ihre  Exponentensysteme  (^ 
S.  73)  dargestellt  imd  ist: 

k  =  (A;^,  k^,  Ag;  •  •  •)> 
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kann  die  Definition  von  Q(n,  k)  sehr  einfach  auch  so  ausgesprochen 
)rden,  dafs  Q(n,  k)  den  Wert  1  oder  0  hat,  je  nachdem  alle  Produkte 
il*^  =  0  sind,  oder  mindestens  eins  derselben  von  Null  verschieden 
k;  es  muTs  also  stets: 

%'K'  ^  (w,  k)  =  0  (A=-l,  2,  •  •  •) 

Es  ist  leicht^  für  diese  arithmetische  Funktion  p(n,  k)  einen  ana- 
ftischen  Ausdruck  anzugeben.     Er  ist  nämlich  stets: 

I  nin 

p(n,  k)  =JJ 

a  der  That:  haben  n  und  k  keinen  gemeinsamen  Teiler,  so  sind  die 
^*  —  1)  Produkte  k,  2k,  •  •  •  (w  —  l)ifc,  abgesehen  von  ihrer  Reihen- 
)lge,  den  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  —  1  modulo  n  kongruent;  das  Produkt 
n  Zähler  ist  also,  da  der  Sinus,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  um  n  pe- 
odisch  ist,  gleich  dem  im  Nenner  stehenden  Produkte,  in  diesem  Falle 
t  also  wirklich  (>(w,  k)  =  1.  Haben  dagegen  n  und  k  einen  gemein- 
«nen  Teiler  tZ,   so    existiert   unter   den    (w  —  1)  Produkten  hk  min- 

^ teils  eins,  för  welches  hk^O  (mod  w)  und  demnach    sin =  0 

t,  und  da  auch  in  diesem  Falle  kein  Faktor  des  Nenners  verschwindet, 
>  ist  hier  (>(n,  ft)  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Es  sei  jetzt  /'(w,  A)  eine  beliebige  Funktion  der  Zahl  d  =  (n,  i); 
t  bemerke  zur  Vermeidung  von  Mifsverständnissen,  dafs  die  Funktion  f 
tr  von  einem  Argumente,  nämlich  von  der  Zahl  (w,  A)  ~  d,  nicht  aber 
»n  den  beiden  Zahlen  n  und  k  abhängt,  dals  sie  also  eigentlich  in  der 
>nii  /"((w,  k))  geschrieben  werden  müfste.  Wir  wollen  aber  im  fol- 
nden  die  einfachere  Schreibweise  f{n,  k)  beibehalten.  Wir  betrachten 
•tin  die  Funktion: 

n 

^Q(n,  k)'f{n,  k), 

^Iche  also  von  den  n  Elementen: 

f(n,  1),    /•(»»,  2)  ,••■/•(«,  n) 

le  und  nur  diejenigen  als  Summanden  enthält,  für  welche  (n,  k)  ~  1, 
50  Ä  zu  w  relativ  prim  ist.  Es  ist  leicht,  für  jene  Summe  eine  direkte 
Erstellung  zu  finden,  welche  als  Grundlage  für  unsere  ferneren  Unter- 
chungen  dienen  soll.     Es  sei: 

3  Zerlegung  von  n  in  seine  Primfaktoren,  und  diese  seien  so  geordnet. 
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dafs  Pi  <  Pi  <  ' ' '  <  Pr  ist.     Dann  besteht  stets,  wie  auch  die  Pimk- 
tion  f(n,  Je)  beschaffen  sein  mag,  die  folgende  wichtige  Identität: 


(1) 


^Q{n,  k)  f{n,  k)  =2f{n,  k) -^fin,  kp^)  +2!f(n,  hpj^^) 


*l  o  *.«t/' 


—^f{^7  ^Pa  PpPy)  +  '"  ±2f(^7  *Plft  "-Pr)' 

Hier  ist  allgemein  in  der  (ä-|-1)**"  Partialsumme  auf  der  rechten  Seite 

in  Bezug  auf  jedes  Produkt  p^  Pß'P^  von  je  h  versdiiedenen  Prim- 
teilem  von  n  zu  summieren,  una  zwar  jedesmal  ftir 

'      '  PaPfi  -'P6 

Von  der  Richtigkeit  dieser  wichtigen  Formel  übeizei^  man  sidi 

n 

so:  Die  Summe  ^f(n,  k)  unterscheidet  sich  von  der  zu  berechnendea 

^  Q(n,  k)  f{n,  k)    nur  dadurch,  dafs  die  erstere  auch  alle  Elemente 

f(n,  k)  enthält,  für  welche  k  mit  n  mindestens  einen  Primfaktor;, 
gemeinsam  hat.     Um   also   die   gesuchte  Summe  zu  erhalten,  müssen 

wir  von  ^f(n,  k)  die  folgende : 

n 

erstreckt  über  alle  Primteiler  p^  von  t»,  oder  kürzer  geschrieben 
^  f{n,  kpj    abziehen.     Dann    ist   aber  jedes  Element  /*(n,  k)  zwei 

u,  k 

Mal  abgezogen,  für  welches  k  ^  k^^p^p.  ein  Multiplum  von  irgend 
zwei  verschiedenen  Primfaktoreu  j)^  und  p^  von  n  ist,  da  dieses  Element 
in  (1*)  sowohl  in  der  zu  p^  als  in  der  zu  p.  gehörigen  Summe  T0^ 
kommt.  Um  diesen  Fehler  auszugleichen,  fügen  wir  also  wiederom 
die  Summe: 

n 

oder  kürzer  ^  f{n,  kp^p^  hinzu,  müssen  aber  alsdann  die  SmnD» 
aller  derjenigen  Elemente  f\n,  k)  abziehen,  in  welcher  k  und  »  drti 
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»chiedene  Primteiler  p^p^p  gemeinsam  haben  u.  s.  w.;  und  durch 
tsetzung  dieses  Verfahrens  erhalten  wir  zuletzt  in  der  That  die 
atitat  (1). 

Ich  will  aber  die  Richtigkeit  dieser  wichtigen  Gleichung  noch  ein- 
l  ganz  direkt  durch  den  Nachweis  verifizieren,  dafs  jedes  Element 
\j  h)  auf  der  rechten  und  auf  der  linken  Seite  von  (1)  gleich  oft 
kommt.  Es  möge  nämlich  h  mit  n  genau  A  verschiedene  Primfak- 
^  Paf  Pbf  Pcf  '"Pd9  Pe  göDißiiisam  haben;  dann  enthält  die  Summe 
b  das  Element  f(fi,  h)  einmal  oder  keinmal,  je  nachdem  A  =  0 
ir  A  >  0  ist.  Auf  der  rechten  Seite  von  (1)  dagegen  kommt  /'(w,  h) 
der  ersten  Summe  2f{n,  Je)  genau  einmal  vor,  in  der  zweiten 
/"(n,  Jcp^)  genau  l  Male,  nämlich  in  jeder  der  l  auf  p^,  Pf,}' '  ' P^ 
lüglichen  Partialsummen  einmal;  in  der  nächsten  Summe ^/'(n.  kp^p^) 

i  f{n,  h)  genau  -^ — ^  Male  auf,  nämlich  je  einmal  in  jeder  der 

•die =^  Primzahlprodukte  p^/)^,  p^p^,  p^p^,  •  •    p^p^  bezüglichen 

rtialreihe  je  einmal,  u.  s.  w.  So  erkennt  man,  dafs  dieses  Element 
■  der  rechten  Seite  von  (1)  mit  dem  Faktor: 

.  _        ,    Xq-l)  _  l(X-l)(X-2) 

'1-2  123  •' 

iltipliziert  ist.     Dieser  ist  aber  gleich: 

(l-l/  =  0, 

lald  A  >  0  ist,  sobald  also  h  mit  n  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzt; 
dagegen  A  =  0,  also  h  zu  n  teilerfremd,  so  ist  er  gleich  1,  und 
ait  ist  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (1)  bewiesen. 


§3- 

So  einfach  die  im  vorigen  Abschnitte  gefundene  Formel  (1)  auch 
anklich  ist,  so  läfst  sie  sich  doch  nur  etwas  imiständlich  schreiben, 
l  in  ihr  auf  der  rechten  Seite  nicht  über  alle  Elemente  f(n,  kd) 
uniert  wird,  für  welche  d   ein  beliebiger  Teiler  von  n  ist,  sondern 

über  diejenigen,  für  welche  d  =  1,  p^,  p^p^j  PaPßPyf '  '  '  ^^t,  also 

eine  Anzahl  von  einander  verschiedener  Primfaktoren  von  n 
lält. 

Wir  fuhren  daher  jetzt  ein  Zeichen  ein,  welches  uns  ermöglicht, 
jener  Summe  über  alle  Teiler  von  n  zu  summieren,  und  welches  in 
eren  weiteren  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle  spielen  wird.  Es 
nämlich  £^^  eine  Zahl,  welche  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  m 
ch  die  folgenden  Eigenschaften  definiert  ist: 
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e    =       0  falls  m  auch  nur  einen  Primfaktor  mehr  als  eimml 

enthält; 
£^  =  -{-  1  falls   m  eine  gerade  Anzahl  von  einander  yendiie- 

dener  Primfaktoren  enthält; 
B^  =  —  1  falls  m   eine   ungerade   Anzahl   yerschiedener  Prin- 

faktoren  besitzt; 

*,  =  4- 1- 

Ist  also  m  =  (fij;  ^27  Nf  ' '  *)  duf<^b  s^ii^  Exponentensystem  definio^ 
so  ist  s^  dann  und  nur  dann  ^0,  wenn  bei  jener  Darstellung  im 
einziger  Exponent  ft  gröfser  als  Eins  ist;  ist  dies  aber  der  Fall  und 

QT  (m)  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  m,  so  ist  s^  =  ( —  1)*  . 
'  Die  ersten  12  Zahlen 

^17  ^29  *Sy    *47  *5;  ^67  *77    *8;    hf  *10>         ^117  *« 

haben  also  der  Reihe  nach  die  folgenden  Werte: 

1,  -  1,  -  1,  0,  -  1,  +  1,  -  1,  0,  0,  +  1,  -  1,  0. 

Mit  Benutzung  dieser  Eoefficienten  kann  dann  die  Gleichung  (1) 
des  vorigen  Paragraphen  in  der  bemerkenswert  einfachen  und  ele- 
ganten Form  geschrieben  werden: 

(1)  29{n,k)f(n,k)=2^e,-f(n,kd)  («M, 

wo  sich  die  Summation  rechts  auf  alle  Teiler  d  von  n  bezieht  und 
jedesmal  in  Bezug  auf  k  von  1,  2,  •  •  •  bis  zu  dem  komplementäreD 
Teiler  (V  von  d  zu  summieren  ist;  in  der  That  fallen  ja  nach  det 
Definition  von  e^  alle  Summanden  fort,  in  denen  d  nicht  aus  lauter 
ungleichen  Primfaktoren  von  n  besteht,  während  die  übrig  bleibenden 
den  Faktor  +  1  erhalten. 

An  Stelle  der  Funktion  /"(w,  k)  führen  wir  jetzt  die  beiden  fol- 
genden summatorischen  Funktionen  ein: 

d' 
F (n,  d)  =  ^f(n,  U)  =f\n,  d)  +  f{n,  2d)  +  ---  +f{n,d'd} 

0  (n,  d)  =  ^  Q  (d\  Ic)  f'[n,  kd)] 

k=l 

dann  enthält  die  Funktion  <l>(w,  d)  alle  und  nur  die  Summanden 
f{n,  kd)  von  Fin,  d\  in  welchen  k  zu  dem  komplementären  Divisortf 
teilerfremd  ist,  oder  es  besteht  O  (w,  d)  aus  allen  den  9  (rf')  Sumin«»* 
den  f{n^  jfc),  in  welchen  (n,  k)  r-^  d  ist.   Es  ist  also  speziell  ftr  (i=*l 
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n 

l)  =  ^  Q  (w,  k)  f(n,  k) ;   substituiert  man  diesen  Wert  in  (1), 

hrt  auf  der  rechten  Seite  die  summatorischen  Funktionen  F{nj  d) 
erhält  man  die  erste  Formel: 

d/n 

man   aber   andererseits  die   über  alle  Teiler   von  n  erstreckte 

d/n  d    (n,k)-d 

»achtet,  dafs  jedes  der  n  Systeme  (n,  k)  einem  einzigen  Divisor 
äquivalent  ist,  so  wird  die  rechte  Seite  gleich  der  Summe  aller 
lente  f(n,  k),  oder  nach  (2)  gleich  F{ny  1).    So  erhält  man  als 
ung  von  (3)  die  zweite  Formel: 


Fin,  l)=y'*(»,  d). 

d/n 


«ciprocität  zwischen  den  beiden  Gleichungssystemen  (3)  und 
nrd  noch  auffallender,  wenn  man  statt  F(n,  d)  die  Funktion 
d)  =  B^  F(n,  d)  einführt;  dann  gehen  nämlich  jene  Gleichungs- 
e  einfach  über  in: 

d/n 


^i»,  l)=^0(n,d). 


d/n 


US  den  Reciprocitätsgleichungen  (3**)  können  wir  jetzt  dadurch 
rofse  Anzahl   von    interessanten   rein  arithmetischen   Resultaten 
n,  dafs  wir  der  bisher  willkürlich  angenommenen  Funktion  f(n,  k) 
le  Werte  beilegen. 
s  sei  erstens  für  jedes  k  <,n 

f(n,k)  =  0, 
n  sei  für  k  =  n 

f(fi^  n)  =  1 . 
wird : 


W(n,  d)  =  B,  F(n,  d)  =  e,^f(n,  kd)  =  e 

k 

*(«,  rf)  =2'/" (»,*)=  0, 


*=1 


(«,  *)  -  <« 
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sobald  d  ein  eigentlicher  Teiler  von  n  ist;  dagegen  ist 

«(n,  n)  =  l, 

da  nur  in  diesem  Falle  unter  den  Elementen  f(ny  k)  von  0(njd)im 
von  Null  verschiedene  /*(n,  n)  enthalten  ist.  Ist  also  n>  1,  so  liefert 
die  erste  der  beiden  Gleichungen  (3**)  die  wichtige  Relation: 


^•.-0 


d/n 

Die  Summe   aller  Koefßcienten    €^,   erstreckt   über  alle  Teikr 
einer  beliebigen  Zahl  n  >  1^  ist  also  stets  gleich  Null 

Auf  die  Bedeutung  dieser  Eigenschaft  der  Gröfsen  a^  für  die  gao» 
Arithmetik  soll  in  der  nächsten  Vorlesung  ausfClhrlich  eingegangen 
werden. 

Es  sei  zweitens 

/•(«,  k)  =  k; 

wo  £!  ein  vorläufig  ganz  beliebiger  konstanter  Exponent  sein  soD; 
dann  ist 

(r,»)-l 

wenn  r  alle  inkongruenten  Einheiten  modulo  n  durchlaufk^  und: 

d' 

V{n,  d)  =  s,:  F(n,  d)  =  e.^ikd)' 

*  =  1 

d' 

=   ^d^''2^'y 
1 

also  liefert  die  Gleichung  ^(w,  l)=^?P'(w,  d)  die  Relation: 

d/n  1 

Diese  Gleichung  kann  benutzt  werden,  um  die  Potenzsummen  der  Ein- 
heiten modulo  n  zu  berechnen.  Setzen  wir  zunächst  xr  =  0,  so  wird 
die  linke  Seite  gleich  der  Anzahl  (p{n)  aller  inkongruenten  Einheiten, 
und  man  erhält: 

9  (w)  _  "^  f  d  , 

d/n 

die  Summe  auf  der  rechten  Seite  giebt  uns  also  das  Verhältnis  an,  w 
dem  die  Anzahl  der  inkongruenten  Einheiten  modulo  n  zu  n  steht. 
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Für  lg  =  l  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

d' 

1 

md  da  ^£^  =  0,   ^^^(1'==  9>(w)  ist,  so  folgt: 

)a  9)(n)  für  n>2  stets  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  das  Verhältnis 

2^      1 

^  =  -L  <p  (w)  der  Summe  aUer  Einheiten  modulo  n  zu  n  immer  eine 

;anze  Zahl;  eine  Ausnahme  bildet  nur  der  Fall  n  =  2. 


Zweiiindzwanzigste  Vorlesung. 

Analytischer  Beweis  der  eindeutigen  Zerlegbarkeit  der  Zahlen  in  ihre  Prim&ktom. 
—  Die  Dirichletschen  Reihen.  —  Ihre  Konvergenz.  —  Eine  Funktion  kann  nt 
auf  eine  Art  durch  eine  Dirichletsche  Reihe  dargestellt  werden.  —  Anwendniigtt: 
Analytische  Begriindung  arithmetischer  Sätze.  —  Bestimmung  der  Ansahl  mid  dff 
Summe  aller  Teiler  einer  Zahl.  —  Untersuchung  der  Funktion  9(11).  —  Analyti- 
scher Beweis  des  Satzes,  dafs  die  Anzahl  aller  Primzahlen  unendlich  grofs  üt  - 
Analytischer  Beweis   anthmetischer  Reciprocitätsgleichungen.    —    AnwenduogCL 

§1. 

Für  die  in  der  vorigen  Vorlesung  eingeführten  Qrofsen  s^,  Bf]  ^,- 
hatten  wir  im  §  4  die  Fundamentalgleichung  gefunden 

(1)  2'ä=o, 

d/n 

wenn  diese  Summe  über  alle  Teiler  einer  beliebigen  Zahl  n  >  1  er 
streckt  wird.  Es  ist  nun  höchst  bemerkenswert^  dafs  diese  Fnndamentil* 
eigenschaft  der  Gröfscn  am  vollständig  äquivalent  mit  dem  Haaptsate 
ist,  dafs  jede  Zahl  auf  eine  einzige  Art  in  ein  Produkt  von  PrimahleB 
zerlegt  werden  kann.  Pen  strengen  Beweis  dieser  Thatsache  werdcD 
wir  dadurch  erbringen,  dafs  wir  die  Zahlen  €m  in  anderer  Weise,  nim- 
lich  als  die  Koefficienten  einer  unendlichen  Reihe  definieren,  und  daim 
diese  lleihe  weiter  untersuchen;  durch  diese  veränderte  Auffassung  wer 
den  wir  von  selbst  auf  den  eigentlichen  Inhalt  dieses  ganzen  Absclmitt^ 
nämlich  zu  den  Anwendungen  der  Analysis  auf  arithmetische  Probleme 
hingeführt,  durch  deren  Einführung  Dirichlet  die  Gauss'sche  Aritimietik 
in  so  umfassender  Weise  erweitert  hat.  * 

Denken  wir  uns  das  auf  alle  Primzahlen  p  ausgedehnte  ProdoU 

/  /  (1 ^1  ausmultipliziert,  so  ergiebt  sich  die  folgende  ßleicliiflUp 

in  welcher  die  Suramen  rechts  bezw.  auf  alle  Primzahlen  jj,  auf  alk 
Produkte  von  je  zwei,  drei,  •  •  •  verschiedenen  Primzahlen  auszudehn« 
sind.  Nach  der  in  der  vorigen  Vorlesung  gegebenen  Definition  dff 
öröl'sen   Sn  kann  aber  die   rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  der  F<»ffl 
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0» 


y  -j  geschrieben  werden;  man  gelangt  also  zu  der  Gleichung: 


=1 « 


OD 


■'        m-j)-2i 


eiche  gilt,  mag  die  Anzahl  aller  Primzahlen  endlich,  oder  mag  sie, 
ie  dies  thatsächlich  der  Fall  ist,  unendlich  grofs  sein.  Bei  dieser 
tzteren  Annahme  gilt  diese  Gleichung  aber  nur  für  solche  Werthe 
^n  gy  für  welche  sowohl  das  unendliche  Produkt  links,  als  auch 
ie  unendliche  Reihe  rechts  unbedingt  konvergiert.  Wir  nehmen 
^rlaufig  als  bewiesen  an,  dafs  man  e  stets  so  wählen  kann,  dafs  nicht 
ar  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  sondern  überhaupt  alle  hier 
nftretenden  Reihen  und  Produkte  unbedingt  convergieren;  wir  werden 
ie  Richtigkeit  dieser  Behauptung  im  nächsten  Paragraphen  in  einem 
iel  allgemeineren  Umfange  darthun,  indem  wir  in  eine  genauere  Unter- 
achung  der  s.  g.  Dirichletschen  Reihen,  nämlich  der  Reihen  von  der 

OD 

onn  ^  — j  eintreten,  und  zeigen,  für  welche  Werte  von  0  sie  un- 
edingt  konvergieren.     Hierbei  wird  sich  femer  das  wichtige  Resultat 

rgeben,  dafs  zwei  solche  Reihen  ^.  -^  und  ^.  -^  nur  dann  für  alle 

Verte  von  z  einander  gleich  sein  können,  wenn  sie  identisch  sind,  wenn 
bo  allgemein  c.  =  c/  ist;  wir  verweisen  an  dieser  Stelle  vorläufig 
nf  jene  Beweise,  um  hier  den  Gedankengang  nicht  zu  unterbrechen. 

Nehmen  wir  also  auch  diesen  Satz  bereits  als  bewiesen  an,  so 
«fert  uns  die  Gleichung  (2*)  jetzt  eine  neue  analytische  Definition 
(r  Grölsen  e^;  denn  multipliziert  man  das  Produkt  links  aus,  und 
gleicht  dann  die  beiden  Reihen  Glied  für  Glied  mit  einander,  so 
*Iialt  man  ja  genau  die  auf  S.  250  angegebenen  Werte  für  die  Zahlen 
,  fj,  fj,  •  •  • .  Wir  wollen  jetzt  von  dieser  Definition  der  Zahlen  Sm 
tsgehen  und  zeigen,  wie  sich  allein  aus  dem  Bestehen  der  Glei- 
ungen  (1)  die  eindeutige  Zerlegbarkeit  jeder  Zahl  in  Primfaktoren 
ichlielsen  läfsi 

Zu  diesem  Zwecke  formen  wir  die  unendliche  Reihe: 


OD 


^-22 


f  zwei   verschiedene  Arten  um,  aus  deren  Vergleichung  sich  jener 
tz  unmittelbar  ergiebt.     Einmal  folgt  aus  (2*)  die  Gleichung: 
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t  m  p  *  m 

Setzt  man  aber  andererseits  Im  =  n,  summiert  dann  in  S  znersl  über 
alle  Werte  von  n  =  1,  2,  •  •  und  dann  fiir  jedes  n  über  alle  Teiler l 
von  n,  so  ergiebt  sich  für  S  der  einfache  Wert: 


«=»1   17«     •*  «=l      •* 


da   wegen   der  Fundamentaleigenschaft  (1)   alle   im  Zahler  steh^deo 
Summen  ^  e.   mit  einziger  Ausnahme  derjenigen  fBr  n  =  1  Null  ri 

Es  ergiebt  sich  so  die  merkwürdige  Gleichung: 


n(>-7)-^i-' 


und  aus  ihr  folgt  die  weitere: 

m  P       1 

p' 

Da  nun  femer  für  jeden  einzelnen  Faktor  des  rechts  stehenden  Pro- 
duktes: 


! ^l  +  JL  +  J_  + VJ_ 


1 

P' 


^ 


ist,  vorausgesetzt,  dafs  z   so  gewählt  ist,  dafs  —  <  1    ist,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung: 

'Em' = \2v^)  \2^)  \Ew) 

wenn  p,  l>i,  1>2;  *  *  *    ^®  Primzahlen   in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge 
bedeuten,  d.  h.  es  ist: 

1 


m  p,  *     ^^   ^1  ^ 

WO  die  Summe  links  auf  alle  Zahlen  w,  die  rechts  auf  alle  Primahl« 
Pf  Pi}  '  '  '  ^^^  ^'1^  Exponenten  k,  k^,  -  -  -  zu  beziehen  ist.  Nach  dea 
oben    erwähnten   Hülfssatze   kann  nun  diese   Gleichung   nur  dann  be*  ' 

stehen,  wenn  jedes  Glied  —  auf  beiden  Seiten  denselben  KoefficaentÄ 
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itzt;  dieser  Koeffieient  ist  aber  links  gleich  Eins,  rechts  gleich  der 
zahl  der  Darstellungen  von  w  in  der  Form  p  p^  -  -  -,  und  damit  ist 
diesen,  dafs  jene  Anzahl  stets  gleich  Eins  ist  und  zwar  allein  unter 

autzung  der  Gleichungen  ^  £^  =  0. 

d/n 

Diese  wichtige  Thatsache  ist  schon  von  Etiler  klar  erkannt,  aber 
wenig  geschickter  Weise  bewiesen  worden.  Die  hier  gegebene  Her- 
tung  verdanken  wir  Dirichld, 

m 

§2. 

Wir  woUen  jetzt  nachträglich  zeigen,  dafs  eine  Reihe  ^J-7  für 

»ignet  gewählte  Werte  von  z  stets  unbedingt  konvergent  ist,  sobald 
r  ihre  KoefBcienten  c  sämtlich  unterhalb  einer  endlichen  Grenze 
gen;  es  gilt  nämlich  der  wichtige  Satz: 

Eine  Reihe    ^  —  konvergiert  unbedingt  für  alle  Werte  von  £r, 

welche  gröfser  als  Eins  sind. 

der  That,  liegen  alle  KoefBcienten  c^  absolut  genommen  unterhalb 
ler  endlichen  Gröfse  C,  ist  also  allgemein: 


ist: 


*    c 


1 


•vi 


s^^<''-2i' 


d  da  die  Reihe  ^  ~   nach  dem  auf  S.  139  gegebenen  Beweise  für 

1 
len  Wert  von  jer  >  1  konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  vorgelegte 

tilie  unbedingt,  also  imabhängig  von  der  Reihenfolge  ihrer  Glieder 
demselben  Bereiche  für  z. 
Wir  wollen  hier  noch  einen  zweiten  Beweis  für  die  Konvergenz 
•    1 
r  Reihe^^  ~  für  ;?  >  1    geben,  welcher  nicht  wie   der  früher  ge- 
1 

bene  rein  arithmetisch  ist,  sondern  sich  auf  die  Elemente  der  Inte- 
alrechnung  stützt,  und  der  aufserdem  unsere  Reihe  von  vorn  herein 
ischen  zwei  Grenzen  einschliefst. 

Wir  gelangen  zu  diesem  für  das  Weitere  besonders  wichtigen  Re- 
Itate  durch  die  folgenden  einfachen  Überlegungen:  Es  sei  f{x)  eine 
nktion  von  x,  welche  in  einem  Intervalle  J=  (A  -  -  -  E)  stetig  ist. 
id  dann  m  und  m  ■•{-  1   zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zahlen, 
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welche  in  jenem  Intervalle  liegen  ^  so  ist  bekanntlich  nach  dem  ersten 
Mittelwertsatze: 

Cf{x)  dx  =  f(i)  («<«^<»+i), 


m 


WO  I  einen  Mittelwert  zwischen  m  und  iw  +  1  bedeutet.  Wir  machen 
jetzt  über  die  Funktion  f(x)  die  weitere  Voraussetzung,  daCs  sie  in 
dem  ganzen  Intervalle  J  mit  wachsendem  Argumente  abnimmt.  Dum 
ist  st^ts  f{ni)  >'f{i)  >  f(p^  -{-  1),  und  die  obige  Gleichung  liefert  die 
Ungleichung: 

rn-fl 


/•(»O  >fnx)  äx  >  f{m  +  1). 


m 


Es  seien  jetzt  a  und  h  zwei  ganze  Zahlen  des  Intervalles  J  und  a<X 
Summieren  wir  dann  diese  Ungleichung  von  a  bis  h —  1,  so  ergiebt 
sich: 

6—1  6—1       ^  +  ^  6  —  1 


«      m 


und  hieraus  folgt  nach  einer  leichten  Umformung: 

b  ft  6 


a 

oder  es  ist: 


( 1 )  fia)  +Jf{x)  dx  >^  /•(,«)  >  f{b)  +fnx)  dx . 


a 


Diese  wichtige  und  sehr  allgemeine  Gleichung  kann  auch    in   der  fol- 
genden einfacheren  Form  geschrieben  werden: 


h 


(1")  ^n^r,) = /•(!)  +  fax)  dx  ,a.i<«, 

«  a 

WO  wiederum  |  einen  nicht  näher  bestimmten  Mittelwert  zwischen 
a  und  h  bedeutet;  da  nämlich  f(x)  in  jenem  Intervalle  stetig  ist,  also 
alle  Werte  zwischen  /"(a)  und  f{h)  durchläuft,  so  giebt  es  sicher  einen 

Wei-t  von  I,  fiir  welchen  f{i)  +ff(x)  dx  gleich  ^  f(m)  wird.  Wählen 


a 


wir    speziell    fi^x)  =  — ,    so    wird  /  f{x)dx  =  /  -^  = -, 

af  J  «/  flp*  (js — \)3^ 
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b 

für  jBT  >  1  ist  also  /  —  = ( r r  i ;  es  erciebt  sich  dem- 

nach  aus  (1*)       « 

Ist  nun  £r>l,  so  lehrt  diese  Gleichung,  daCs  für  einen  genügend 
grofsen  Wert  von  a  die  rechte,  also  auch  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  da  die  drei  Glieder  derselben 
mit   ^waclisendem  a  und  b  unter  jede  Grenze  herabsinken.     Also  kon- 

OP 

vergiert  unsere  Reihe  ^  —  unbedingt,  da  man  a  stets  so  grofs  wählen 

1 

b 

Vn-TiTi^    dafs  die  Summe   ^  —  von  beliebig  vielen  Gliedern 


a 


beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 

Setzt   man   femer  in  der  Ungleichung  (1)   ebenfalls  f(x)^=—j 

aber   a  =  1,  6  =  oo  und  beachtet,  dafe  f{pd)  =  0  ist,  so  ergiebt  sich 
f&r  unsere  ganze  Reihe  die  Ungleichung: 

(2)  l  +  -^>2'^>^' 

^    ^  z  —  1         ^mJ   n*         z  —  1 

1 

durch    welche   ihr  Wert  för  jedes  e  bis  auf  eine  Einheit  genau  be- 
sünunt  wird. 

Sndlich  werde  noch  bemerkt,  dafs  die  Summe  unserer  Reihe  unter 
Benutzung  der  Elemente  der  Analysis  leicht  gefunden  werden  kann, 
sobald  z  irgend  eine  gerade  Zahl  ist"^).     So  ist  z.  B.: 


1»  +  2*  +  3»  + 

6    ' 

'    +    '    +    '+• 

90  ' 

'    +    '    +    '+• 
1«  ^  2«  ^  3«  ^ 

945' 

^  Vgl.   z.  B.  ScMömilchj   Compendiom    der    höheren   Analysis.    V.  Auflag« 
Bd.  L     S.  248. 

17* 
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Wir  zeigen  jetzt,  dafs  auch  das  unendliche  Produkt  / /(l  — 

p    ^      ^ 
für  5  >  1  unbedingt  konvergiert;  wir  brauchen  dazu  nur  nachzuwd» 

dafs  der  Logarithmus  desselben  innerhalb  dieses  Bereiches  eine  konvi 

gente  Reihe  ist.     Nun  ist 

Bedeutet  aber  x  irgend  einen  positiven  echten  Bruch,  so  ist: 

(3)        ¥  +  ?  +  •••  <ya  +  ^  +  ^*+--)  =  ?r^; 

wählt    man  femer  x  <C-r-,  so  ist  offenbar: 

5  ' 

(3»)  -  •  -^  <  ^  • 


3      1— a-  ^  2 

5 


1  3 

Da  nun  für  jede  Primzahl  j)  =  2,  3,  •  •  •    —  <  t  ^^^j    sobald  jf  >  1  m 

genommen  wird,  so  können  in  jeder  der  Klammem  rechts  die  ümfw 
mungen  (3)  und  (3*)  vorgenommen  werden,  und  es  ist  also 


p 

OD 


und  da  offenbar   ^j '\z<  ^^  ^,  <  yj  \  ist,   und    V-^  för  *> 

konvergiert,    so    gilt    dasselbe    auch    von    dem    unendlichen    Produkt 

§3. 
Die  hier  betrachteten  Reihen 

-^  4-  f  «  4-  ^  -(_  . .  . 

konvergieren    innerhalb    des    ganzen    Bereiches    jE?  >  1    unbedingt;   i 
haben   aber   aufserdeni   die  Eigenschaft,   dafs   nicht   nur   die   einzeb 

Multiplikatoren  -7  mit  wachsendem   z   unbegrenzt   abnehmen,   sende 

n' 

dafs  auch  der  Quotient: 

(":■)•=(>-:-)■ 

zweier  auf  einander  folgenden  Multiplikatoren  durch  Vergrofsemng  ^ 
z  beliebiir  klein  <romacht  werden  kann. 


Ä   .,,-,^.,,^  .......  ^ 
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Diese  Thatsache   wollen  wir  jetzt   zu   dem   Nachweise  benutzen, 

eine  jede  Reihe 1 — \-  -  - '    für  ein  genügend  grofses  z 

r*        (r  + 1)* 

l/'orzeichen   ihres   Anfangsgliedes   besitzt,    weil   dann   die    Summe 
folgenden  Glieder  absolut  genommen  kleiner  als  jenes  erste  nicht 

bwindende  Glied  —  wird.     Hieraus  folgt  dann  ohne  weiteres  der 

r* 

i  vorher  angekündigte  Beweis  des  Satzes,  dafs  eine  Funktion  f{z\ 

überhaupt,    nur    auf    eine    einzige   Art    in   eine   Reihe    ^  -^ 
ekelt  werden  kann;  denn  wären 

verschiedene  derartige  Entwickelungen  einer  und  derselben  Funktion, 
ire  ja  ihre  Differenz: 


OD 


^       n'  r*       "^       {r+iy 

seh  Null,  ohne  dafs  alle  ihre  Koefficienten  c„  —  c/  verschwinden, 
lies  ist  unmöglich,  da  für  ein  genügend  grofses  z  jene  Reihe  (1) 
orzeichen  ihres  ersten  von  Null  verschiedenen  Koefficienten  Cr  —  c/ 
en  müfste. 

^Vir  wollen  den  angegebenen  Satz  gleich  für  eine  viel  allgemeinere 
e  von  Reihen  beweisen,  unter  denen  z.  B.  auch  die  gewöhn- 
1  Potenzreihen  enthalten  sind.     Es  sei: 

Reihe,  in  welcher  die  Koefficienten  Cq,  c^,  ...  reelle  Konstanten, 
'ultiplikatoren  [^{z),  /i(^);  •  *  *  reelle  Funktionen  von  z  sind,  imd 
e  die  folgenden  Eigenschaften  besitzen  soll: 
)  Sie  konvergiert  unbedingt  innerhalb  eines  Bereiches  z>  a  der 

Variabein  z. 
f)  Alle  Multiplikatoren  /'o(^),  /1(^),  /iC^),     ••  besitzen   innerhalb 

dieses  Bereiches  positive  Werte. 

\)  Der  Quotient   ^  "    .  .   zweier   auf  einander  folgenden  Multipli- 

katoren  wird  mit  wachsendem  z  unendlich  klein. 
)  Der  Anfangskoefficient  Cq  ist  von  Null  verschieden;    er  werde 

als  positiv  angenommen, 
besitzt  die  Reihe  F{z)  diese  vier  Eigenschaften,  so  beweisen  wir, 
de  niemals  identisch  Null  sein  kann,  dals  sie  vielmehr  für  ein 


\ 
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genügend  grofses  z  das  Vorzeichen  des  Anfangsgliedes  Cq/oC^)  ^^ 

also  positiv  ist.    Da  der  Reihe  ^  —    diese    vier  Eigenschaften  n- 

kommen,  so  gilt  der  folgende  Beweis  also  auch  fär  diese. 
Zum  Beweise  schreiben  wir  unsere  Reihe  in  der  Form: 

(2)  l\z)  =  c,U{z) -^r  F,{z\ 

wo 

OD 

y 

1 

ist,  und  zeigen,  dafs  für  ein  genügend  grofses  z    |  JF\(i8f)  |  <  y^/Ü' 

gemacht  werden  kann,  dafs  also  F^{z)  =  —  CQfQ{z)B^  wird,  wo  k^  eine 

positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet;   dann   ist  aber  umö 
Behauptung  bewiesen,  denn  für  einen  solchen  Wert  von  z  wird 


(2*)  F,{z) = 21 'na^) 


F(^)  =  c„/„(^)(l  +  |£„), 


d.  h.  F{z)  ist  sicher  positiv,   weil  alle  drei  Faktoren  nach  der  V( 
aussetzung  gröfser  als  Null  sind. 

Dafs  aber  z  stets  der  eben  aufgestellten  Bedingung  gemafs  gewil 
werden  kann,  zeigen  wir  so:  Ist  ^  ein  beliebiger  Wert  von  z  in» 
halb  des  Konvergenzbereiches  unserer  Reihe,  so  ist: 


(3)     1F,(^)|  = 


OD  I  OD  OD 


^'^JS.^\^2\'n\fS^)-^KVT^-f.^- 


1  i  1  1 

Nun  kann  man  zunächst  z  stets  so  grofs  wählen,  dafs: 

(4)  f^S^^fj^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  dal's: 


wird;  da  nämlich: 

lim  ^  =  l.m  (./»^^^ .  ^-^^  •  •  •  ^)  =  0 

f.      (:■ 
ist,  weil  auf  der  rechten  Seite   jeder   der  n  —  1   Faktoren  -^~-- 

(Aß) 

sich   n.  d.  V.   diesen   Grenzwert  ])esitzt,   so   kann  z   stets  so  grofs 
wählt  werden     'i^'^s   für  jedes   n  die  Ungleichung  (4)  erfüllt  ist 
einen  solct  "on  j  geht  aber  die  Ungleichung  (3)  über  in 
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^^wi<^-2'i''J^.(o=^!^- 


OD 


Si    die  Summe  der  n.  d.  V.  konvergenten  Reihe  ^  I  ^„  I  /^  (5)   ^®" 

tet.  Jetzt  kann  man  endlich  z  noch  so  grofs  annehmen,  dafs  wirk- 
i  I  jPi(;8r)  I  <  Y  ^o/oW  wird,  denn  wegen  (5)  ist  ja  diese  Bedingung 
ler  erfüllt,  wenn: 

^r,  was  dasselbe  ist,  wenn: 

fi  W 
,  und  da  n.  d.  V.  lim    -ttt  =  0  wird,   so  kann  in   der  That  z  so 

>f8  gewählt  werden,  dafs  die  Ungleichung  (6)  erfüllt,  dafs  also  F(z) 
der  Form  c^f^iz)  (14-^^0)   darstellbar   ist,   und   damit   ist   dieser 

chtige  Satz  in  seinem  vollen  Umfange  bewiesen. 

Die    Bedingungen    (1) — (4)    sind    nicht    nur    für    unsere   Reihen 

^  — ,  sondern  auch  allgemeiner  für  alle  Reihen: 


^« 


füllt,   wenn   ^(w)   eine   mit   n   zugleich   wachsende    Gröfse   ist   und 
)en8o  auch  für  alle  Reihen  von  der  Form: 

stzt   man    in    dieser   letzten    Reihe   er-*  =  x,    so    geht   sie   über   in 

^  c^x"]   unser  Beweis  lehrt   also  auch,   dafs  eine   Funktion  von  x, 

-nn  überhaupt,  nur  auf  eine  Weise  als  Potenzreihe  Sc»x*   dargestellt 
^rden  kann. 

§4. 

Wir  wollen  den  soeben  bewiesenen  Satz  zunächst  zur  analytischen 
Jgründung  einiger  arithmetischer  Resultate  benutzen,  welche  wir  früher 
f  ganz  anderem  Wege  bewiesen  hatten. 
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Es  sei  G(n)  irgend  eine  zahlentheoretische  Funktion  von  fi 
der  Beschaffenheit,  dafs  für  alle  ganzen  Zahlen 

G(m-n)  =  G(m)G(n) 
ist;  dann  mufs  zunächst  G(])  =  1  sein,  da  ja  für  jedes  ganzzaUi 

G(l)=Ö(0  =  (6?(l)y 

ist,  und  dies  dann  und  nur  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn  l 
gleich  1  oder  gleich  0  ist;  bei  der  zweiten  Annahme  wäre  aber  j( 
G(n)  =  G(n)  '  G(l)  =  0]  sehen  wir  also  von  diesem  trivialen  F 
ab,  so  ist  stets  G(l)  =  1. 

Ist  G(n)  irgend  eine  solche  Funktion  und  bedeuten  p^,  ft, 
alle  Primzahlen  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge,  so  ist: 


OD 


1  p,.^  *,•  kl  tj 

1  1 

—  l-G{p,)  •  l~ö(;;,)  *  *  •  • 
Es  ist  also  stets: 

(1)  2'^'W=/7i^Wp)' 

falls  G{n)  so  gewählt  ist,  dafs  die  hier  auftretenden  Reihen  und  P 
dukte  unbedingt  konvergieren;  da  aber  andererseits: 

p  Vi 

ist,  so  folgt  aus  (1)  die  zweite  Fundamentalgleichung 


OD  00 


(1»)  ^e„.G{m).^G{n)  =  \. 

1  1 

Aus  der  ersten  Gleichung  ergiebt  sich  speziell  für  G(n)  =  —  die  sd 
früher  gefundene  für  xr  >  1  gültige  Gleichung: 

('-)  ±.'-77,' 

1  P       1  — 


1     ' 
■-   1 

P 

P 


die  zweite  sagt  nur  aus,  dafs  ^,  f  j  =  ^  ist. 

d/n 

Erheben  wir  die  Gleichung  (1'')  zum  Quadrat,  so  wird  ihre  1 
Seite: 
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Bnn  man  unter  ^(fc)  die  Anzahl  der  Fälle  versteht,  wo  zwei  Zahlen 
und  5  existieren,  für  welche  rs  =  h  ist,  wenn  man  also  mit  anderen 
f orten  unter  ^(Jc)  die  Anzahl  der  Divisoren  von  k  versteht.     Setzen 

ir  rechts  für  den  Augenblick  —  =  a;  imd  beachten,  daXs  fär  1  a;  |  <  1 

h 

^,  80  kann  das  Quadrat  der  rechten  Seite  von  (1°)  so  geschrieben  werden : 

T-r      1       _  rTV^±i=  V (^  + ') (\+  ^^  • 

d  aus  der  Koefficientenvergleichung  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung: 

^iebt  sich  der  schon  früher  (S.  80)  bewiesene  Satz: 

Die  Anzahl  der  Divisoren  einer  Zahl  fc  =  p'^p^  -  -  •  ist 

Ganz  ähnlich  können  wir  die  Summe  aller  Divisoren  einer  Zahl 
rechnen:  Setzen  wir  in  der  Grundgleichung  (1)  G(n)  einmal  gleich 
^^,  das  anderemal  gleich  n*  und  multiplizieren  die  beiden  so  sich 
5ebenden    Gleichungen  mit  einander,  so  folgt: 


) 


L_   i_l 


ir  die  linke  Seite  kann  man  aber  schreiben: 

»    yd 


m.n 


%  mn  =  k  und  d  an  die  Stelle  von  m  gesetzt  ist,  und  wo    >^  d  über 
e  Teiler  von  k  zu  erstrecken  ist.  **/* 

Setzt  man  femer  in  der  für  |a;|  <  1  gültigen  Gleichung: 


OD 

V 


:i—x)(l—px)        p-i\i—px        l  —  x)       p  —  1^^^  ^)^ 

=  — _-j,   so  erhält  man  für  die  rechte  Seite  von  (2)  den  Ausdruck: 
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M ^ 

(2-)     Yj ' -=  V  ^'-^  '  ft-^ 


und  durch  KoefBcientenvergleichung  der  beiden  Reihen  (2*)  und  (?) 
erhält  man  den  ebenfalls  bereits  früher  (S.  81)  gefundenen  Aosdrad 

^  d  s=  . . .  . 


für  die  Summe  aller  Divisoren  einer  Zahl  n  =  PiP^  •  •  •  • 

Natürlich    könnten    wir  ebenso    einen  Ausdruck   f&r  die  r^  Po- 

•        

tenzsummen  aller  Divisoren  einer  Zahl  k  herleiten,  wenn  r  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.     Es  ist  dies  die  reine  Maschinenarbeit^  auf  der 
einen  Seite  thun  wir  das  Material  hinein,  auf  der  anderen  kommt 
fertige  Resultat  heraus. 

Als  dritte  Anwendung  wollen  wir  für  die  durch  das  Produkt 

(3)  9>W  =  n|7(l--i) 

p/n  ^' 

für  jeden  Wert  von   n    definierte    arithmetische  Funktion  fp{n)  noch 
einmal  die  Fundamentalgleichung: 

(4)  ^g,(d)  =  k 

d/k 

direkt  herleiten,  ohne  die  Thatsache  zu  benutzen,  dafs  sie  die  Anzahl 
der  inkongruenten  Einheiten  modulo  n  angiebt. 

Aus   der  Definitionsgleichung  (3)  ergeben  sich   ohne  weiteres  die 
für  ein  positives  0  gültigen  Umformungen: 


^  y(n)  ^    ^p  n  \         p/ 


=/7(>+('-i)(p+,-^+-) 


1 
1- 


1+' 


wenn   man   in   der  zweiten   Summe  n*   in  seine  Primfiiktoren  zerl^ 
Multipliziert  man  also  diese  Gleichung  mit 


n:± 


^  m'-^^        LI  .         ± 


P 
so  ergiebt  sich  die  einfache  Gleichung: 
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1 — i       * 
p 

ese  Gleichung  kann  aber  nach  einer  leichten  Umformung  folgender- 
lisen  geschrieben  werden: 

"^    <p(w)     ^  -^  rf/ * ^  "^    fc 

id  aus  ihr   ergiebt  sich   durch  Koefficientenvergleichung  unmittelbar 
3  Richtigkeit  der  Relation  (4). 

Wir  wollen  endlich   unsere  allgemeine  Formel  anwenden,  um  den 
Igenden  weniger  bekannten  Lehrsatz  zu  beweisen: 

Die  Anzahl  ^(Z;)  der  Divisoren  einer  beliebigen  Zahl  k  ist  durch 

die  Formel  gegeben: 

n 

WO    allgemein    lar(m)    die   Anzahl    der    in   m   enthaltenen   ver- 
schiedenen Primfaktoren  bedeutet  und  die  Summation  sich  auf 
alle  Zahlen  n  erstreckt,  deren  Quadrat  in  k  enthalten  ist. 
Nach  der  vorher  gefundenen  Gleichung  (1*^)  ist: 

2f-(2i)-(77rzi)'=/7(rr4J^ 

P 

ese  letzte  Umformung  folgt  sofort  aus  der  bekannten  Gleichung: 

i±f  =  1  4-  2a;  +  2a;»  +  2x«  +  • .  • 

r  x  =  —'     Nim  ist  aber    1  1 —  =    X  — r-   und 


>im,    wie    oben,    w(m)    die   Anzahl    der  ^verschiedenen  Primfaktoren 
n  m  bedeutet.     Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  folgt: 
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»  OB 


1       *'  ^  n       '^^      m  ^  („in*) 

d.  h.  es  ist: 

Hl')  =  2  ^''^"\ 

WO  zu  summieren  ist  über  alle  Zahlen  m,  für  die 
isty  d.  h.  es  ist: 


i>{k)  =  ^2 


WO  sich  die  Summe  auf  alle  n  erstreckt^  deren  Quadrat  in  h  enÜulteB 
ist,  w.  z.  b.  w. 

Enthält  z.  B.  k  nur  ungleiche  Primfaktoren,  so  ist  fELr  n  nur  der 
Wert  1  zu  wählen,  d.  h.  es  ist: 

wenn    ^(k)  =  r   die   Anzahl    der   Primfaktoren   von   k   bedeutet,  und 
dieser  Wert  stimmt  mit  dem  aus  der  früheren  Formel: 

Hk)  =  (A-.  +  1)  (A,  +  1)  .  .  .  (kr  +  1) 

für  A?i  =  Z-2  =  •  •  •  =  kr  =  1  sich  ergebenden  ^(Z-)  =  2*"  offenbar  überein. 
Es  sei  zweitens  k  =  p^ifr^j  also  nach  der  früheren  Formel: 

^(/r)  =  3  .  4  .  5  =  60. 
In  diesem  Falle  sind  also  die  folgenden  Quadrate  n^  in  k  enthalten: 

n^      =  1^  p^^  q^^  r^^  r^^  F(^^l>*^^  P^^}  Q^^^y  Q^^y  P^9^^^}  p^q^f^ 
und  er  ist  daher  resp. 


13 


(A^  =  3,  2,  3,  3,  2,     2,     2,      1,       3,     2,         2,         1; 


mithin  kommt  unter  den  Werten  von  ar  ( -  ^  |  zweimal  1 ,   sechsmal  2, 
viermal  3  vor,  also  ist: 

4,(k)  =  2  •  2»  +  6  .  2»  +  4  •  2»  =  60. 


§5. 

Als  eine  weitere  Anwendung  unserer  Untersuchungen  wollen  wir 
einen  rein  analytischen  Beweis  dafür  geben,  dafs  die  Anzahl  der 
Primzahlen  unendlich  grofs  ist.     Bei  der  Ableitung  der  Gleichung: 


§  5.   Die  Anzahl  der  Primzahlen  ist  unendlich  grofs.  269 

Ob 

^  n'^  11  ]        ^ 

P 
^arnicht  von  der  Tbatsache   Gebrauch  gemacht  worden,  dafs  un- 
ich  viele  Primzahlen  existieren,  dafs  also  das  rechts  stehende  Pro- 
unendlich viele  Faktoren  enthält;  wir  wollen  jetzt  diese  Gleichung 
le   zu  jenem  Nachweise   benutzen.    Wäre    die  Faktorenanzahl   in 
Q  Produkte  endlich,  so   könnten  wir  bewirken,  dafs  nach  Abson- 
ig  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren  das  übrig  bleibende  Pro- 
genau gleich   Eins  wird.     Demnach    spitzt   sich  der  Beweis  für 
Unendlichkeit   der  Primzahlenanzahl   auf  den  Nachweis   zu,   dafs 
Absonderung    einer    beliebigen    Anzahl    von    Faktoren     unseres 
uktes  das  Produkt  der  übrigen  Faktoren  stets  noch   gröfser   als 
ist. 

Es  sei  nun  m  eine  beliebig  angenommene  Zahl;  wir  zerlegen  dann 
•  Produkt  für  ein  beliebiges  jsr  >  1  folgendermafsen  in  zwei  Theile: 

P        ^  z  P^»»  s       P>^  z  « 

p  p  p 

da  die  rechte  Seite  nach  §  2  Nr.  2  grölser  ist  als    __    ,  so  erhalten 
folgende  Ungleichung: 


> ^^> 


P  P^^  X —  P^»»l 

p*  p 

das  in  der  Mitte  stehende  endliche  Produkt  wird  sicher  ver- 
ert,  wenn  alle  Exponenten  e  durch  den  kleineren  Exponenten  1 
li  werden.  Wählen  wir  nun  den  bis  jetzt  noch  ganz  beliebigen 
•nenten  z  so,  dafs 

-i-nc-}) 

0  geht  unsere  Ungleichung  in  die  einfachere  über: 

er  m  ganz  beliebig  gewählt  werden  konnte.     Wie  grofs  wir  also 
;h  annehmen  mögen,  immer  wird  das  Produkt  aller  Faktoren r-, 

P 
ie  p>  m  ist,  gröfser  sein  als  Eins;  läge   aber  oberhalb  m  keine 


1 

1 
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Primzahl  mehr,  so  könnte  jenes  Produkt  sicher  nicht  grofiser  als  Eins, 
sondern  es  müTste  notwendig  gleich  Eins  sein^  und  damit  ist  imsere 
Behauptung  bewiesen. 

Dieser  Beweis  ist  von  Euler  in  der  Introductio  und  zwar  im 
15.  Kapitel  des  ersten  Bandes  gegeben  worden^  aber  in  der  mehr 
naiven  Weise  Etders  ohne  eine  strenge  Konvergenzbetrachtung;  er  gdt 
in  der  Gleichung  (1)  direkt  zu  der  Grenze  für  jer  ==  1  über,  und  folgert 
aus  dem  Unstande,  dafs  dann  die  linke  Seite  unendlich  wird,  dab 
dasselbe  auch  für  die  rechte  der  Fall  sein  mufS;  was  nicht  der  Fall 
sein  könnte,  wenn  jenes  Produkt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Faktoren 
besäfse.  Jene  Gleichung  gilt  aber  nur  für  jßr>  1,  für  j?  =  1  hat  sie 
gar  keinen  Sinn.  Es  war  eben  auch  hier  die  Hand  eines  Schleifers 
notwendig,  um  den  Glanz  der  Edelsteine  Etders  voll  herauszuarbeiten. 

Auch  diesem  Beweise  kann  man  ebenso  wie  dem  Euläidisdm 
eine  solche  Form  geben,  dafs  sich  aus  ihm  ein  Intervall  (m  •  •  n)  er- 
giebt,  innerhalb  dessen  sicher  eine  neue  Primzahl  p  >  m  sich  befindet^ 
wie  grofs  m  auch  angenommen  worden  ist;  erst  dann  ist  ja  auch  der 
letzten  und  höchsten  Anforderung  genügt,  die  man  an  einen  strengen 
mathematischen  Beweis  zu  stellen  hat. 

Es  sei  also  m  wieder  beliebig  gegeben;  ist  dann  n  zunächst  irgend 
eine  oberhalb  m  liegende  Zahl,  so  können  wir  jetzt  unser  unendhches 

Produkt   \  l  ( ^\  in  drei  Teile  teilen,  von  denen  sich  das  erste 


^{^) 


P 

auf  alle  Primzahlen  <,  »n,  das  letzte  auf  alle  oberhalb  n  und  das  mit- 
telste auf  alle  diejenigen  Primzahlen  bezieht,  welche  gröfser  als  m  aber 

^n  sind.     Da  nun  das  ganze  Produkt  gleich    ^^— ?    also  far^>l 

1 

sieher  gröfser  als    -  —    ist,  so  erhält  man  die  Ungleichung: 

p<m    1 p>m    1 p>n    1  —  ■ — 

P'  P'  P* 

Diese  Ungleichung   wird  verstärkt,   wenn  wir   das  erste  endliche  Pro* 
dukt  durch  den  gröfseren  Wert: 

ersetzen,  den  es  für  is  =  1  annimmt;    und  dasselbe  ist  der  Fall,  wcdb 
wir  auch  das  dritte  Produkt  vergröfsem.     Nun  ist  aber: 
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p>n     \^^~m/  P>n 


00 


r=«-f-l 


ienn    das  ausmultiplizierte  Produkt   enthält   alle   und   nur    diejenigen 
Glieder  — ,  für  welche  alle  Primfaktoren  von  r  einzeln  gröfser  als  n 


OD 


ind,  während  ^^  —  überhaupt  alle  Glieder  enthält,  für  welche  r  selbst 

n-hl    ^ 

;roIser  als  n  ist.     Andererseits  folgt  aus  der  allgemeinen  Formel  (l*^) 
.  S.  258 

OD 

Biso  ist  unser  drittes  Produkt  kleiner  als 

1  i_|.(;5^1)n'-* 


1  + 


.*— 1  /-      <\^«— 1 


(2f  — l)n'^'  (2f  — l)n' 

Ersetzt  man  also  das  erste  und  das  dritte  Produkt  in  unserer  Un- 
gleichung durch  die  hier  gefundenen  gröfseren  Zahlen^  so  ergiebt  sich 
die  einfachere  Beziehung: 

^*  9>m  1 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung: 

p>m  '^ 

'o  ergiebt  sich  für  dieses  Produkt  die  Ungleichung: 

:3)  X<(.-l  +  -;i^).P. 

'^Des  Produkt  X  ist  aber  dann  und  nur  darm  ein  echter  Bruch,  wenn 
*^  dem  Intervalle  zwischen  m  und  n  mindestens  eine  Primzahl  vor- 
^^nden  ist,  dagegen  sicher  gleich  Eins,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 
^^mi  man  also  n  so  grofs  und  z  —  1  so  klein  wählen,  dafs  das  rechts 

'Eilende  Produkt  {{z  —  1)  -j — :— ^j  P  ein   echter  Bruch  ist,   so  gilt 

'^  gleiche  a  fortiori  von  dem  Produkte  JS^  d.  h.  dann  enthält  das  In- 
örvall  (m  ' '  '  n)  sicher  mindestens  eine  Primzahl. 
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Dieser  Bedingung  kann  man  aber,   welches   auch  der  Weit  tod  « 
m  oder  also  der  von  P  sein  möge,  stets  genügen.    Zu  diesem  Zweeb 
ersetzen  wir  z  durch  die  neue  Variable  u  vermittelst  der  Oleichnng: 

z  —  1  =  - 

dann  können  wir  für  ein  beliebig  gegebenes  ti   n  so  groüs  wählen,  dib 

n'~^  =  n**  ^  u  ist;  dazu  mufs  — '- —  >  in,  also  In'^u  sein;  ako  ff- 
giebt  sich  einfach 

(4)  w  >  ^. 

Wählt  man  also  n  dieser  Bedingung  gemäfs,  so  wird  — ^i<—  ^ 
die  rechte  Seite  von  (3)  wird  kleiner  als 


e+i)^- 


Wählt  man  also  n  nur  so  grolk,  dals  dieser  Ausdruck  ein  editff 
Bruch  ist,  dafs  also: 

(5)  {l  +  lu)P<u 

ist,  so  ist  für  den  zugehörigen  Wert  von  n  sicher  X  <  1,  also  zwisäm 
m  und  n  sicher  eine  Primzahl  vorhanden.     Wir  setzen  nun: 

u=C'P'lP 

und  suchen  die  Konstante  C  so  zu  bestimmen,  dafs  der  Bedingung  (5) 
genügt  wird;  dann  geht  diese  aber  über  in: 

1  +IC-^IP+IIP<CIP 

1  ^JC<{C—\)IP  —  UP. 

Ist  der  Wert  von  m  oder  also  der  von  P  nur  einigermafsen  beträcht- 
lich, so  kann  C  nur  wenig  gröfser  als  1  angenommen  werden:  wäli 
man  z.  B.  C  =  2,  so  muls: 

1  +  12<IP  —  IIP 

P 

oder  es  mufs  Z(2p)  <  Z  vj,,  also  einfacher: 

sein;  wählt  man  also  von  vornherein  m  so  grofs,  dafs  P>6IPb^ 
so  ist  der  obigen  Bedingung  sicher  genügt.  Man  kann  aber  leicht  eu* 
untere  Grenze  für  m  angeben,  von  der  ab  das  zugehörige  Produkt  P  steh 

dieser  Bedingung  genügt,  denn  der  Quotient  yp  wächst  ja  mit  zunehmät 

dem  P  fast  ebenso  rasch,  wie  P  selbst  über  jedes  Mafs  hinaus.    DaDß  ^ 
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)m  Intervalle  zwischen  m  und 

w  >  e   =  e        =  Fe 

r  mindestens  eine  Primzahl  enthalten.  Auch  dieses  Intervall  ist 
Ugemeinen  sehr  viel  zu  grofs^  jedoch  ist  dasselbe  auch  für  daß 
em  Euklidischen  Beweise  sich  ergebende  Intervall  zwischen  -p^  und 
i"  ' Px)  —  1  ^®^  ^*'' 5  ^^^  einer  genaueren  Untersuchung  ergiebt 
sogar,  dafs  dieses  letztere  Intervall  mindestens  ebenso  grofs  als 
loeben  gefundene  ist.  Wir  werden  aber  im  folgenden  sehen,  dafs 
Prinzipien  des  Euklidischen  Beweises  nicht  zur  Lösung  der  höhereu 
abe  benutzt  werden  können,  ob  in  jeder  arithmetischen  Reihe 
-  b  unendlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind,  wenn  (a,  ft)  '^-^  1  ist. 
gen  werden  wir  jenes  Problem  durch  eine  Verallgemeinerung  der 
benutzten  Methode  wirklich  zu  lösen  im  Stande  sein. 


§6. 

Mit  Hülfe  der  in  dieser  Vorlesung  gewonnenen  analytischen  Re- 
be kann  man  sehr  leicht  die  früher  rein  arithmetisch  bewiesenen 
)rocitätsformeln : 

<P  («,  1)  =2  ^(",  d) ,     W{n,  1)  =  2*  *  (»>  d)  > 

d/n  d/n 

i  sehr  viel  allgemeinere  ersetzen  und  dann  ganz  direkt  verifizieren. 
Es  seien: 


QC  ,     ,  OD 


^<f)=2"^,    ew=2'f^'    -»W-^T? 

1  -  1  1 

Funktionen  von  £r,  welche  durch  die  Gleichung 

H{z)  =  F{z)G{z) 

iinander  verbunden  sein  soUen,  und  es  werde  femer  vorausgesetzt, 
die  Koefficienten  g{n)  die  Eigenschaft  haben,  dafs  allgemein: 

9{i^)'y{v)=g{iL'V)y    also    giX)  =  l 
Dann  ergiebt  sich  aus  (2) 

zt  man  aber  in  (2)  und  (4)  die  drei  Funktionen  durch  die 
m  (1)  und  beachtet  dabei,  dafs  unter  der  Voraussetzung  (3) 
(1*)  des  §  4 

OD  eck  er,  Zablentheorie.    1.  18 
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1      ,  V  '"  ^^^"^ 


G  (z)       ^      n* 

ist^  so  können  jene  beiden  Gleichungen  bei  geeigneter  Bezeichnung  d« 
Summationsbuchstaben  folgendermafsen  geschrieben  werden: 


j^     n'         ^    ^       Iddj       ' 

(5) 

Setzt  man  also  rechts  dd'^^  n  und  summiert  für  jedes  n  über  aDe 
komplementären  Produkte  dd'=^  n,  so  erhält  man  durch  Koefficient» 
vergleichung  den  folgenden  wichtigen  Satz: 

Sind  f{n)y  9(j^)}  ^(^)  zahlentheoretische  Funktionen^  und  ist 
speciell  für  g(n)  stets  g(jiv)  ^=  g(fi)  g{v)y  so  ist  von  den  beidoi 
Gleichungssystemen : 


(6) 


dd^n 


jedes  eine  Folge  des  anderen;  das  eine  System  kann  also  als  die 
Auflösung  des  anderen  angesehen  werden. 

Setzen  wir  noch,  um   die  Reciprocität  bei  jenen  Systemen  deutlich» 
hervortreten  zu  lassen: 

also  speziell: 

A(n)  =  £,A(«)  =  /^(n), 

80  erhält  man  zwischen  den  Funktionen  f{d)  und  f(d)  die  völlig  sji»" 
metrischen  Gleichungen : 

nn)=^f{(r)g{,n, 

(6«)  "^  _ 

die   im    Anfange    dieses    Abschnittes    erwähnten    Gleichungen  ergeben 
sich  aus  diesen  durch  die  Spezialisierung: 

(6»")  ff{n)  =  1,    f{d)  =  *(n,  d'),    fid)  =  V(n,  d"). 

Die    in    (6*)    mit   Hülfe    der   Analysis    gewonnenen    Gleichung^ 
Systeme    können    auch    leicht    rein    arithmetisch    aus    einander  ^ 
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leitet  werden.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  es  bestehen 
•  jeden  Wert  von  m  zwischen  den  Funktionen  f  und  /'  die  Glei- 
ungen: 

i  zeigen,  dafs  dann  ftir  jedes  n  die  Summe 

•twendig  gleich  f(n)  ist.  Schreiben  wir  aber  in  F{n)  für  jedes  f{d) 
3  ihm  gleiche  Smnme: 

wird  wegen  der  Multiplikationseigenschaft  der  Funktionen  g{fi) 

>bei  die  Summation  auf  alle  Zerlegungen  n  =^  dÖ'd'  zu  erstrecken 
;.    Setzt  man  also  jetzt  d  =  t^   8'd'=  -j  =  t\  so  ergiebt  sich: 

F(n)  =  yfXt)git'), 

id  diese  Summe  ist  nach  (7)  in  der  That  gleich  f{n),  w.  z.  b.  w. 

§7. 
Wir  wollen  jetzt  von  den  Reciprociiatsgleichungen: 

)  h(n)=^ad}g{d'),    nn)=^s,g(d)h{d') 

Qe  Anzahl  von  Anwendungen  machen.     Es  sei: 

g(n)  =  1,    A(n)  =  /n, 
•nn  ergiebt  sich  für  f(n)  der  Ausdruck: 

/•(«)  =2*-  ld'=^s,(ln  -  hl)  =  In  21  s,  -^sjd 

dT^n  dfn  d/n  d/n 

d/n 

jil  ^  *d  =  ^   ^^^-     S^^^  ^'^^  Pi>  P%7  '  ' '  Pa    ^^^  ^^^  einander  ver- 

d/n 

liedenen   Primzahlen,   welche  in  n   enthalten   sind,  so   ergiebt   sich 

18* 
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w^gen  der  Definition  der  Zahlen  €^  für  f(n)  der   folgende  Ausdnid:: 

Pa  Pa  P^i 

=  +2  ^P"  -2  (^Pa  +  ^Pfi)  +2(^Pa  +  iPfl  +  hr)  -  ■■•■ 
Pa  PaPfi  PaPfiPf 


Diese  Summe  hat  aber  einen  sehr  einfachen  Wert;  sie  enthält 
lieh  zunächst  jeden  der  ST  Logarithmen  Ip^^"-  Ip^  offenbar  glekik 
oft,  wir  brauchen  daher  nur  zu  untersuchen ,  wie  oft  einer  dendbei^ 
etwa  Ip^  in  ihr  auftritt;  man  sieht  nun  ohne  weiteres,  data  Ip^  min 
ersten  Summe  einmal,  in  der  zweiten  genau  df  —  1  male^  nämlich  in 
KPiPi))  ^(PiA)>  •  "  •  ^{PiPa)  vorkommt,  in  der  dritten  offinbir 
-—-^\-——  male  u.  s.  w.,  und  man  erkennt  so,  daCs  /«.,  alflo  wA 
jeder  andere  Logarithmus,  in  f(n)  den  Koefficienten: 

besitzt,  also  den  Eoefticienten  Null,  sobald  die  Anzahl  9  der  t« 
einander  verschiedenen  Primfaktoren  von  n  groCser  ist  als  Eins,  dir 
gegen  den  Koefficienten  1,  sobald  VS  =  l  ist;  es  ergiebt  sich  also  in 
Resultat: 

Für  die  durch  die  Gleichungen: 

dJH 

definierte  zahlentheoretische  Funktion  f{n)  ist 

/■(«)  =  o, 

falls  n  keine  Primzahlpotenz,  dagegen 

/•(«)  =  ip, 

sobald  n  =  p'  eine  Primzahlpotenz  ist. 
Oder,  was  nach  (2)  dasselbe  ist: 
Die  Samme: 

-2'ä^^ 

d/n 

besitzt  den  Wert  Ip  oder  0,  je  nachdem  n  eine  Primzahlpoteö 
ist  oder  nicht 

Bilden  wir  endlich  die  Funktion 


1  \' 
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d/n  d/n 

►  ergiebt  sich  ihr  Wert  gleich  1  oder  gleich  p,  je  nachdem  n  mehrere 
m  einander  verschiedene  Primfaktoren  besitzt  oder  die  Potenz  einer 
rimzahl  ist. 

Es  ist  interessant^  dieses  Resultat  direkt  analytisch  herzuleiten^ 
3ch  mag  dies  nur  kurz  erwähnt  werden.  Wir  stellen  zu  diesem 
wecke  die  Doppelsumme: 

n  ^ 

if  eine  andere  Art  in  der  Form  >  —  dar  und  leiten  unser  Resultat 
Gurn  durch  Koefficientenvergleichung  her.     Es  ist  nämlich: 

tuer  ist: 

1er  wenn  man  alle  mit  einem  bestimmten  —  multiplizierten  Tenne 

P'o 
isammenfafst  imd  alsdann  über  alle  Primzahlen  p^  summiert: 

Pa<Po 

o  in  dem  Produkt  rechts  über  alle  Primzahlen  zu  summieren  ist, 
siehe  von  p^  verschieden  sind;  man  kann  daher  diese  Gleichung  ein- 
iger so  schreiben: 

_  V-^^  =  V  -^       ^  ~  ^^ 

Po 


{m-mri^zi)' 
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wo   jetzt   in   den   Ausdrücken   rechts    beide    male    die   MultiplikitioB 
bzw.  die  Summierung  auf  alle  Primzahlen  p  zu  erstrecken  ist    SeW 

man  diesen  Wert  von  — ^.  ''~^~   ^°  ^^^  Ausdruck  von  0{s)  m^m 
ergiebt  sich: 

p 


m 


p*     ^  Ä« 

da   aber  0(jef)   auch  gleich  ^^^  ,  -     war,    so   ergiebt   sich  duni 

Koefficientenvergleichung  in   der   That,   dafs  ^  sJd    dann  und  nnr 

dann  gleich  Ip  ist,  wenn  n  =  p*  ist,  sonst  aber  immer  den  Wert 
NuU  hat. 

Endlich  wollen  wir  von  der  in  diesem  Paragraphen  gefiindena 
Hauptgleichung : 

(4)  -"^eJd^iO.lp) 

noch  die  folgende  arithmetische  Anwendung  machen:  Wir  lusen  ff 
der  Reihe  nach  alle  Zahlen  1 ,  2,  •  •  •  3/^  durchlaufen,  wo  N  beliebig 
gegeben  sei,  und  summieren  alle  so  entstehenden  N  Gleichongen  (4). 
Denken  wir  uns  dann  die  linker  Hand  stehende  Doppelsumme 

entwickelt,  so  erkennen  wir,  dafs  in  ihr  jedes  Glied  — B^ld  genau  w 
oft  vorkommt,  als  dd'  <  N  ist. 

Wir  bezeichnen  nach  dem  Vorgange  von  Gauss  die  gröfste  gm» 
Zahl,  welche  in  einem  Bruche  A  enthalten  ist,  stets  durch  [A\^ » 
dafs  also  diese  ganze  Zahl  durch  die  Ungleichung: 

1^]  ^  ^  <  [^]  + 1 

vollständig  bestimmt  ist.  Dieses  Zeichen  kommt  schon  bei  Evlff  ^ 
Legendre  vor;  letzterer  bezeichnet  es  durch  E(Ä),  wo  jB  als  Anftop" 
buchstabe  von  „entier"  steht.  Da  Diru'hlet  das  Gctuss^sche  Zeieli» 
adoptiert  hat,  so  wollen  wir  es  auch  beibehalten.     Dann  ergiebt  sidi, 

—  male   in  der  obigen  DoppebniflB*  ■ 
auftritt;  diese  kann  daher  folgendermalsen  geschrieben  werden: 


x=l 
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der  noch  einfacher: 


OB 


lenn  wenn  man  in  Bezug  auf  x  über  N  hinaus  summiert,  so  fallen  alle 
'olgenden  Glieder  von  selbst  fort,  da  die  gröfsten  Ghinzen  [^  ,  1 , 
y  ■  gl ,  •  •  •  alle  Null  sind. 

N 

Rechter  Hand  ergiebt  sich  die  Summe   ^  (0,  Ip)^  d.  h.  man   er- 

lalt  für  jede  Primzahl  p  die  Zahl  Ip  so  oft,  als  in  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  iV^ 
^otenzen  dieser  Primzahl  vorkommen;  ist  also  p  die  letzte  jener 
^otenzen,  also  diejenige  Potenz  von  p,  welche  gerade  noch  <  N  ist, 
o  tritt  in  jener  Summe  genau  hlp  auf.  Da*  aber  h  der  Exponent  ist, 
llr  welchen: 

hlp^lN<(h  +  l)lp, 
st,  Bo  ergiebt  sich  fiir  h  einfach  der  Wert: 

lud  diese  Definition   gilt  auch,  wenn  p>  N  sein  sollte,  da  ja  dann 

[IN'] 
—    ==  0   wird.     Also  erhält  man  durch  jene  Summation 

»xiB  (4)  die  folgende  merkwürdige  Formel: 


OD 


x  =  l  p 


^er,  wenn  man  die  linke  Seite  ausgeschrieben  denkt: 


'a  PaP(i  ' 


[-a "-.- 2  [f^]  fe +'",)+■■ -2  [f] '^ 


-2[-^yp.-'2^p.p, 


untersuchen  wir  nun  wieder,  welches  der  Koefficient  von  irgend  einem 
P  auf  der   linken  Seite    ist;   in   der   ersten   Summe  besitzt   Ip   den 

f oeflScienten    —  ,  in  der  zweiten  den  Koefficienten  — ^^  \ 1 ,  wenn 

^c  alle  Primzahlen  auTser  p  durchläuft;  in   der  dritten  Summe  besitzt 
J>  die  Koefficienten  +  /,  \ | ,  wenn  p  ,  p.   alle  unter  einander 

tnd  von  p  verschiedenen  Primzahlen  bedeuten  u.  s.  w.     Ordnet  man 
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also  die  linke  Seite  in  dieser  Weise  und  vertauscht  danJD  beide  Seitea, 
so  nimmt  unsere  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an: 

oder  einfacher: 

^(ßf]-m+2ba-)'i.-o. 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  alle  KoeffidoiteD 
der  l^i  einzeln  verschwinden;  in  der  That,  beachtet  man,  dab  allejeM 
Koefficienten  offenbar  ganze  Zahlen  sind,  und  bezeichnet  man  diese  dnroh 

niy  m\  '",  so  heifst  jene  Gleichung  einfach   nilp  -|-  m'lp'-] »0^ 

oder  p"*p'"*'  "'  =  l,  und  sie  kann  nur  bestehen,  wenn  alle  Exponenta 
PH,  m\  •  •  •  für  sich  verschwinden.  Man  erhalt  also  das  folgende  merk- 
würdige Resultat: 

Ist  N  eine  beliebige  Zahl,  p  eine  beliebige  Primzahl,  und  be- 
deuten p\  p"j  •  - '  alle  von  p  verschiedenen  Primzahlen,  so  iil 

stets* 

[if  ] = [f  ]  -^  [-^'J  +2.  [^V]  ^  •  •  •  • 

p  p  tP 

Die  Summe  auf  der  rechten  Seite  besteht  nur  scheinbar  aus  unendliek 

j-T    von  selbst  verschwin- 

PP' '  '  '  P    -^ 
den,  so})ald  der  Nenner  gröfser  ist  als  der  Zähler. 
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wo  Pi(x)f  p%{x),  '-'  Primfunktionen  bedeuten,  und  wäre  auch  rar 
eiuQr  der  Exponenten ,  etwa  A:^  >  1,  so  enthielte  die  Ableitung  iix*^' 
dieser  Funktion  jenen  Primfaktor  Pi(x)  ebenSedlSy  sie  besaÜBe  abo 
mit  x"  —  1  einen  gemeinsamen  Teiler  erster  Stufe,  was  offenbar  un- 
möglich ist.     Es  ist  also: 

(1)  X-  —  1  =  p,{x)  p^(x)  . . .  pXx), 

wo    die    Funktionen   />,.(x)    von    einander    verschiedene    unzerlegbin 
Faktoren  bedeuten. 

Ist  d  irgend  ein  Teiler  von  n  =  rfrf',  so  ist  a;* —  1  durdi  ^—l 
teilbar;  alle  Primfaktoren  von  jf^ —  1  sind  also  in  dem  Prodokk 
Pi  (x)  '  - '  p^  (x)  ebenfalls  enthalten.  Wir  betrachten  allgemein  das  Pro- 
dukt aller  derjenigen  unter  den  v  Primfiaktoren  von  x^  —  1,  welchen 
keiner  der  Funktionen  x*  —  1  enthalten  sind,  wenn  d  alle  eigeniüeln  { 
Divisoren  von  n  bedeutet.  Wir  bezeichnen  dieses  Produkt  durch  ^«(x)  ml 
nennen  es  den  primitiven  Teiler  von  a?" —  1.  Zu  jeder  Funktion  jf-1 
gehört  dann  ein  primitiver  Divisor,  der  aus  einem  oder  mehreren  m 
einander  verschiedenen  Primfaktoren  p(x)  bestehen  kann.  Erst  spüff 
wollen  wir  beweisen,  dafs  jeder  solche  Divisor  Fm(x)  nur  aus  einfli 
einzigen  Primfaktor  besteht,  also  selbst  irreduktibel  ist  VorBoig 
wollen  wir  ein  einfaches  Mittel  angeben,  um  diese  primitiven  Teikr 
Fn  (x)  zu  bilden,  und  hierzu  wollen  wir  zuerst  ihre  elementaren  Eig«- 
schaften  entwickeln. 

Zwei  primitive  Faktoren  F^  (x)  und  Fn  (x)  können  niemals  eiu« 
gemeinsamen  Teiler  (erster  Stufe)  enthalten,  wenn  sie  viü 
identisch  sind,  oder  das  Modulsystem 

M  ~  (F„,  ix) ,  Fn  (xj) 

besitzt  keinen  einzigen  Teiler  erster  Stufe. 
Zum  Beweise   dieses  wichtigen  Satxes   können    wir   m>  n  anndiin«; 
dann  ist 

Mr^(Fr,.{X),       Fn(X),       X^—1,      X»—  1), 

da  die  beiden  hinzugefügten  Elemente  bzw.  durch  Fmix)  und  F«(*) 
teilbar  sind.  Demselben  Modulsysteme  können  wir  aber,  ohne  es  n» 
Sinne  der  Äquivalenz  zu  ändern,  ein  Element 

hinzufügen,  wenn  a  und  h  beliebige  positive  Zahlen  bedeuten,  deBB 
dieses  enthält  stets  das  System  (jf  —  1,  a;*  —  1);  da  nämlich  af*-* 
durch  X"'  —  1  teilbar  ist,  so  ist  sicher 

jf""  ^  1     (modd  af*'  —  l,  a:"  —  1), 
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Inm  diese  Kongruenz  besteht  schon  t^r  af^  —  1  allein.    Ebenso  ist 

a;**  ^  1     (modd  af»  —  1 ,  a;*  —  1) , 

die  ergiebt  sich  durch  die  Multiplikation  beider  Kongruenzen: 

af»^-\-bn  _  1  r^  0     (modd  af—1,  x*  —  1). 

Es  sei  nun  (m,  n)  <^t  der  grofste  gemeinsame  Teiler  von  m  und  n; 
dann  kann  man  die  beiden  positiven  Zahlen  a  und  b  stets  so  be- 
lünmien^  daJGs: 

am  -|-  6n  =  ^  +  *"  •  ^^ 

wird.   Sind  nämlich  a  und  ß  zwei  solche  positive  oder  negative  Zahlen^ 

iab 

am  +  /Sn  =  ^, 

und  sind  pn  und  0m  beliebige  Multipla  von  n  und  m,  so  ist: 
(a  +  Qfi)  m  -\-  (ß  -\-  ijm)  n  =  ^  +  (p  +  <^)  ^^ 

lud  man  kann  p  und  6  stets  so  wählen^  dafs  a  =  a  '■\-  gn  und 
^  «B  /)  -f-  <^^  positiv  ausfallen.     Dann  ist  aber: 

{M)r>^(Fn,(x),  F,{x),  x'+'""*«  — 1,  xr^  —  \y  x^  —  \y, 
inn  ist: 

X'-fr«ii_  l^oc^  ,Qfirn  _l  q^  —  \       (modd  3^  —  1,   X""  —  1), 

lonn  es  ist  o;^  ''"  ^  1  (mod  af»  —  1),  weil  a:^*  '"'•  —  1  durch  af»  —  1 
eilbar  ist;  somit  ergiebt  sich  endlich  die  für  jedes  Zahlenpaar  (m,  n) 
(eltende  wichtige  Äquivalenz: 

2)  (F^  (X),  Fn  (x))  -  {F„,  {x)y  JF;  {X),  a;'  —  1) , 

^enn  t  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  m  und  n,  also  sowohl  in  m 
Jb  in  w  enthalten  ist.  Hätten  also  Fm{x)  und  Fn{x)  einen  gemein- 
amen  Teiler  F{x)j  so  müfste  jP(a:)  auch  in  o::*  —  1  enthalten  sein, 
klso  Fn(x)  und  x*  —  1  hätten  einen  Teiler  F(x)  gemeinsam,  was  mit 
ler  Definition  des  primitiven  Faktors  F^  (x)  von  af»  —  1  im  Wider- 
pruch  stehen  würde. 

Dieser  Satz  liefert  uns  nun  sofort  eine  Zerlegung  der  Funktion 
^  --  1 ;  dieselbe  ist  nämlich  durch  alle  Funktionen  x^  —  1,  also  a  for- 
iori  durch  ihre  primitiven  Faktoren  F^(x)  teilbar,  wenn  d  alle  Teiler 
*on  n  bedeutet,  und  da  alle  diese  Funktionen  F^  (x)  zu  einander  teiler- 
^»emd  sind,  so  enthält  x"*  —  1  auch  ihr  Produkt,  d.  h.  es  ist: 

djn 

^0  ^  {£)   das  Aggregat   aller   übrigen  Primfaktoren   von  x"  —  1    be- 
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deutet.  Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  den  Wert  des  Fakten  Q(sij 
festzustellen.  Q(x)  kann  mit  keinem  der  F^(x)  einen  gemeisttmeo 
Teiler  haben,  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  hatte  ja  o;*  —  1  einen  mehr- 
fachen Teiler,  was  unmöglich  ist.  Es  sei  nun  q(x)  irgend  ein  im- 
duktibler  Faktor  von  Q(x),  so  ist  q(x)  ein  Teiler  von  a^  —  1;  an- 
dererseits kann  aber  q  (x)  nicht  zu  den  Teilern  gehören,  welche  rar 
in  X*  —  1,  aber  nicht  zugleich  in  einem  x*  —  1  enthalten  sind,  dov 
Grad  d  ein  Teiler  von  n  ist,  denn  das  Produkt  aller  dieser  FaUorai  , 
hatten  wir  ja  mit  Fnix)  bezeichnet.  Es  muCs  also  q(x)  in  mindesieDi 
einem  x^  —  1  aufgehen,  fttr  welches  ä  ein  Teiler  von  n  ist  Es  i 
nun  x^  —  1  die  Funktion  niedrigsten  Grades,  welche  q  (x)  enthSt; 
dann  kann  q(x)  sicher  nicht  zu  den  Teilern  der  Funktion  j;*  — 1 
gehören,  welche  nur  in  ihr,  aber  nicht  in  einem  x^^  —  1  enthalten  ü, 
deren  Exponent  d^  ein  Teiler  von  d^  ist^  denn  das  Produkt  aller  dien 
Faktoren  war  ja  F^(x)y  welches  q{x)  nicht  enthalt;  also  mob  q{s) 
mindestens  in  einem  ä^»  —  1  aufgehen,  für  welches  Öq  ein  Teiler  toh  4 
also  a  fortiori  von  n  ist,  und  dies  steht  im  Wiederspniche  mit  in 
soeben  über  x^  —  1  gemachten  Voraussetzung.  Also  besitast  Q(^ 
überhaupt  gar  keinen  Teiler  q{x)y  muTs  also  gleich  +1  sein,  ni 
kann  also  stets  gleich  -{-  1  angenommen  werden,  wenn  über  das  Vir 
zeichen  der  F^{x)  geeignet  verfügt  wird.  Wir  erhalten  so  die  flr 
jeden  Wert  von  n  gültige  wichtige  Zerlegung: 

(3)  x^-l^YjF^ix). 

d  n 


§  2. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes  gefundenen  Gleichungoi 
geben  uns  nun  ein  Mittel,  um  die  primitiven  Faktoren  jP«(jc)  ^ob 
x""  —  1  direkt  zu  bestimmen;  setzen  wir  nämlich  wieder  in  unser« 
allgemeinen  Reciprocitätsgleichung  (6)  a.  S.  274: 

</(«)=  1,    nn)  =  lFnix), 

so  ergiebt  sich  nach  der  ersten  jener  Gleichungen  und  nach  (3) 

d.in  d/n  d/n 

und  hieraus  folgt  vermöge  der  zweiten  Reciprocitätsgleichung: 

dd'=n  dd'=n  \dd'=sn 

und  wir  erhalten  so  die  für  jedes  n  gültige  Dart^tellung  unserer  pxv 
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[Ten  Falrtoren: 

n 

1)  j;(x)=/7(x--i)''', 

din 

velche  uns   gestattet ,   alle  primitiven  Faktoren  F^(pc)  zu   finden   und 
iunit  jedes  a:"  —  1  =  U F.{x)  in  Faktoren  zu  zerlegen. 

d/n 

Aus  der  Formel  (1)  ergiebt  sich  sofort  auch  der  Orad  der  primi- 

tiren  Functionen  Fn{x),     Da   nämlich   der  Grad    eines  jeden  Faktors 

« 

(jT^  —  l)  **  gleich  s^  •  -^  ist,  so  ist  der  Grad  von  Fn  (x)  gleich 

d/H 

L  h.  gleich  der  Anzahl  der  inkongruenten  Einheiten  modulo  n. 

Nach  der  oben  gegebenen  Definition  der  primitiven  Faktoren  sind 
ie  alle  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von  x^  und  durch  die  obige 
^ftrstellung  ist  somit  eine  Zerlegung  von  a:"  —  1  gefunden;  jedoch  ist 
ierdnrch  noch  keineswegs  bewiesen,  dafs  diese  Funktionen  F^(x)  nun 
birerseits  nicht  mehr  weiter  zerlegt  werden  können.  Auf  den  Beweis 
Mses  wichtigen  Satzes  werden  wir  erst  später  in  anderem  Zusammen- 
itege  eingehen. 

Wir  wollen  die  primitiven  Faktoren  Fn{x)  nach  der  soeben  ge- 
indenen  Formel  für  einige  einfache  Werte  von  n  bestimmen. 

Es  sei  zuerst  n  =  p^  eine  beliebige  Primzahlpotenz;  dann  sind 
Ue  Teiler  d  **li**,  wo  x^  ^  x,  und  alle  f ^  =  0  aufser  für  d  =  l,  p 
Kid    zwar    ist    a^  =  1,    €p  =  —  1,    und    da    in    diesen    beiden    Fällen 

f-  =  !>*,  p*~*  ist,  so  folgt 


1 

>^ell  ist  für  x  =  1 

^)  F^{x):=^^^^x''-'+a^-'  +  ---  +  x+l. 

Es  sei  zweitens 

n  =  pq 

l«ich  dem  Produkte  zweier   von   einander   verschiedenen  Primzahlen, 
^nn  ist  nach  unserer  allgemeinen  Formel: 
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(2^)       F  ^  (x)  =  (x'''  —  lyi  .  {x"  —  1)'»  .  (x'  —  1)V  .  (ar-l/M 

~  (ar''  -  1)  (x«  -  1)  ' 
So  ist  speziell  für  p  =s  3^  q  =  2 

aus  (2*)  ergiebt  sich  ferner: 

und  man  erhält  in  diesem  speziellen  Falle  die  folgende  Zerlegung  tod 
a:«~  1 

o^-l=F,(x)F,{x)F,{x)F,{x)={x'-x+l)(x'+x+l)(x-\^l^^^^ 

Wir  schreiben  jetzt  die  vorher  gefundene  Gleichung  flir  Fn{t)  n 
etwas  anderer  Form.     Ist  nämlich  n  >  1,  so  ist  identisch: 

ä/n  d/n 

denn  das  zweite  Produkt  unterscheidet  sich  von  dem  ersten  nur  donk 

-£'d 
die  Potenz  (x  —  1)  ,  deren  Exponent  för  n  >  1  immer  Null  ist 

Also   ist  auch: 

d/n 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  speziell  x  =  l  und  beachten  dabei,  dib 
in  (3*)  jeder  Faktor  des  Produktes  -i    Glieder  enthalt,  so  folgt: 


*-l  ".-2 


^■.w-ITG)"-«''"/!^-'. 


27»d 

t 

d/n  d/n 

und  da  ^s^  =  0  und  /JoT  '^  nach  (4)  a.  S.  278  gleich  1  oder  !>  ia*, 

d  d/n 

je  nachdem  n  mehrere  verschiedene  Primteiler  enthält  oder  eine  Pritt- 
zahlpotenz  ist,  so  erhält  man  in  diesen  beiden  Fällen: 

die  zweite  von  diesen  Gleichungen  folgt  auch  sofort  aus  (2)  für  ar=L 

Wir  hatten   schon  vorher   gesehen,   dafs  zwei   von   einander  fft 

schiedene   primitive   Faktoren   F„t(x)   und  Fn{x)  keinen   gemeinaaB* 
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iler  q{x)  von  der  ersten  Stufe  enthalten  können ,  dafs  also  das  Mo- 
lsystem {Fm{x),  Fn{x))  stets  ein  reines  Modulsystem  zweiter  Stufe 
n  mufs;  wir  zogen  diese  Folgerung  aus  der  Äquivalenz: 

I  {F„,(x),  Fnix))  ->  {F„,(x),  Fn(x),  ^  —  1), 

der  /  =  (m,  n)  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  m  und  n  ist. 
ir  benutzen  jetzt  dieselbe  Äquivalenz,  um  den  folgenden  wichtigen 
bz  zu  beweisen: 

Sind  m  und  n  relativ  prim,  so  besitzen  die  beiden  Faktoren 
Fn{x)  und  Fn{x)  auch  keinen  gemeinsamen  Teiler  zweiter 
Stufe,  d.  h.  es  ist: 

{F„,{x),  Fn(X))  -  1. 

nämlich  in  diesem  Falle  t  ~  (w,  w)  =  1  ist,  so  geht  hier  die  Äqui- 
«nz  (5)  über  in: 

(Fn^iX),    Fn(x))  ^  {Fm{x),    Fn{X),  ^  —  1); 

cem  letzten  und  daher  auch  dem  ursprünglichen  Systeme  kann  man 
n,  ohne  es  im  Sinne  der  Äquivalenz  zu  ändern,  die  beiden  Zahlen 
(1)  und  Fn{i)  hinzufügen,  da  sie  Multipla  jenes  Systemes  sind.  Da 
nlich  für  jede  ganzzahlige  Funktion  F{x)  die  Differenz  F(x)  —  F(l) 
reh  ar  —  1  teilbar  ist,  so  ist  speziell: 

F^{x)  =  F^{l)     mod(a:-l), 

h.  -F«(l)  enthalt  das  System  (Fmix),  x  —  1),  also  a  fortiori  unser 
stem  (Fmix)f  Fnix),  x  —  1).     Also  ist  in  diesem  Falle: 

(Fmix),  Fnix))  ~  (Fmix),  Fnix),  F„,il),  FniD). 

ihalt  nun  m  oder  n  mehr  als  eine  Primzahl,  so  ist  die  eine  der 
.den  Zahlen  Fm(l)  und  Fn(l)  gleich  1,  also  das  ganze  Modulsystem 
uivalent  Eins.  Sind  dagegen  m  und  n  beide  Primzahlpotenzen,  ist 
o  m  =  |i*,  n  =  ^,  so  mufs  wegen  (m,  n)  <^1  p  von  q  verschieden 
n,  und  da  in  diesem  Falle  i^m(l)  =Py  J?'ii(l)  =  2  ist,  so  folgt: 

(FrniX),   Fnix))  r^  {F^iX),   Fn{X),  p,   q)  <-  1, 

d  damit  ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Sind  dagegen  m  und  n  nicht  teilerfremd,  so  braucht  das  Modul- 
jtem  zweiter  Stufe  (F^ix),  Fnix))  keineswegs  äquivalent  Eins  zu 
n.     So  war  z.  B.: 

(F,(x),  F,ix))  =  {x'  +  x+l,x^-x+l) 

d  dieses  ist  äquivalent  {x-  -\-  x  -{-  l,  x^  —  x  -\-  l,  2)  da  die  Zahl 
iregen  der  Identität: 
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2  =  {l—x)(x^-{-x-\'l)  +  {l+x)(a^  —  x  +  1) 

das  System  enthält,  also  seinen  Elementen  zugefügt  werden  kann.  An 
dem  so  veränderten  Systeme  kann  aber  das  Element  a^  —  a:  +  Ifoit 
gelassen  werden,  da  es  wegen  der  Gleichung: 

a:*  —  a:  +  1  =  (ar»  +  a;  +  1)  —  2a; 

das  aus  den  beiden  anderen  Elementen  gebildete  Modulsystem  (ar'-fj-f  1,2) 
enthält;  es  ist  also: 

(F,(x\  i';(a:))~(2,a:*  +  a:+l) 

und  dieses  System,  welches  nach  der  auf  S.  208  gegebenen  Definiti« 
reduziert  ist,  ist  also  sicher  nicht  äquivalent  Eins. 

§3. 

Wir  wollen  endlich  noch  die  bisher  gefundenen  Sätze  benatMi,: 
um  eine  höchst  merkwürdige  und  wichtige  Eigenschaft  der  primitmil 
Funktionen  Fn(x)  herzuleiten.  Sind  m  und  n  teilerfiremd,  so  war,  fii 
wir  gesehen  hatten,  das  Modulsystem  {F,n{x)y  Fn{x))f^lj  beaafs  aii» 
keinen  einzigen  Divisor  erster  oder  zweiter  Stufe.  Wir  bebudihij 
jetzt  an  seiner  Stelle  das  Divisorensystem: 

{M)r^{F„,{a^),  F«(af»)), 

und  wir  wollen  zeigen,  dafs  diese  beiden  Funktionen  stets  einen  Teikr' 
erster  Stufe  haben,  und  zwar  ist  dieser  die  zu  a:^*  —  1  gehörige  pri- 
mitive Funktion  F,„«(:r).     Wir  beweisen  also  den  Satz: 

Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  i^m(^")  und  Fn{x^)  ist  stet» 
gleich  F„tn{x)f  falls  m  und  n  teilerfremd  sind. 

Da  F„,{x)  ein  Teiler  von  x"'  —  1  ist,  so  ist  F„^(af')  ein  Dinsor  tm 
(a-")"'  —  1  =  a:^"  —  1,  und  dasselbe  gilt  offenbar  von  -F«(a:*),  also  i^ 
zunächst : 

(M)  ~  (F.niX'^),    FniiXf"),   X'"-  -   1). 

Ist  also  (^(x)  irgend  eine  irreduktible  Funktion,  welche  zunächst  nnr 
in  FruipC*)  enthalten  ist,  so  mufs  sie  auch  in  af» "  —  1  aufgeh«», 
und  da: 

(1)  X'-- —  \  =Tl  Fiix) 

S/m  H 

ist,  wo  d  alle  Teiler  von  7nn  durchläuft,  so  mufs  S{x)  in  einer  fl» 
auch  nur  einer  der  primitiven  Fimktionen  Fs(x)  enthalten  sein.  I* 
aber  m  und  n  u.  d.  V.  teilerfremd  sind,  so  kann  der  Divisor  i  ^ 
mn  so   in    ein  Produkt  ^v  zerlegt   werden,  dafs  /i   ein  Teiler  TOi*f 
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ein  Teiler  von  n  ist;  S{x)  ist  also  ein  Teiler  von  Ff,v(x)y  also  a 
^rtiori  von  x^*  —  1,  wofAft'  =  w,  vv  =n  ist.  Ist  nun  die  Funktion 
»(x)  ein  Teiler  von  rr'"'  —  1 ,  so  geht  sie  auch  in  a^*^ "  —  1  =  ar/"'  —  l 
if,  da  ar**"  —  1  selbst  durch  x"^  —  1  teilbar  ist;  also  haben  die  bei- 
Bn  Funktionen 

rr^"  —  1     und     Fm^x") 

eher  den  gemeinsamen  Teiler  &(x).  Ersetzt  man  aber  in  diesen 
eiden  Funktionen  für  den  Augenblick  a:"  durch  y,  und  beachtet,  dafs 
ie  beiden  Funktionen  F„i(y)  und  y"  —  1  nach  der  Fundamentaleigen- 
alafk  von  Fm{y)  keinen  Divisor  gemeinsam  haben,  so  lange  fi  ein 
igenÜicher  Teiler  von  m,  also  kleiner  als  m  ist,  so  erkennt  man,  dafs 
otwendig  fi  =  m  sein  muTs,  wenn  nicht  jener  Teiler  ®(x)  =  1  sein 
olL    Es  ergiebt  sich  also  zunächst  der  Satz: 

Jeder  irreductible  Teiler  von  F„t(xf)  ist  ein  Teiler  eines  primi- 
3)       tiven  Faktors  F„^y  (.r),  für   welchen  v  einen  Teiler  von  n  be- 
deutet. 

st  nun  0{x)  auch  in  Fn{x"')  enthalten,  so  beweist  man  genau  ebenso, 
iab  diese  Funktion  ein  Teiler  eines  Faktors  F^n{x)  sein  mufs,  wo  ft 
inen  Teiler  von  m  bedeutet,  in  diesem  Falle  haben  also  die  so  sich 
rgebenden  primitiven  Faktoren  F„ty(x)  und  F^nipc)  den  Divisor  ®{x) 
;emeinsam,  sie  müssen  also  notwendig  identisch  sein,  d.  h.  jeder  ge- 
meinsame Teiler  von  Fj^ix")  und  Fn{x^')  ist  auch  in  F,„n  (x)  enthalten. 
Wir  beweisen  jetzt,  dafs  auch  umgekehrt  jeder  Primteiler  von 
^nn{x)  ein  gemeinsamer  Teiler  von  Fm(x'^)  und  Fn{xf'*)  ist.  Da  diese 
liei  Funktionen  sämtlich  in  af*""  —  1  enthalten  sind,  also  lauter  ver- 
chiedene  Primteiler  besitzen,  so  ist  durch  diesen  Beweis  unser  Theorem 
Q  seinem  ganzen  Umfange  erwiesen.  Ersetzt  man  nun  in  der  Identität; 

lie  Variable  x  durch  a;",  so  geht  sie  über  in: 


x"^^  —  1  ^  l  J  F^(x-y, 


ft/m 

^er  Primteiler  Q(x)  von  Fmn(x)  ist  aber  zugleich  ein  Divisor 
^on  x"*""  —  1,  und  daher  in  einer  der  Funktionen  F^^^x**)  enthalten. 
Nun  war  soeben  in  dem  Satze  (3)  bewiesen  worden,  dafs  jeder  irre- 
Inctible  Teiler  Q(x)  von  FftOc*")  notwendig  in  einer  der  primitiven 
?^^nktionen  F^y(x)  enthalten  sein  mufs,  wenn  v  einen  der  Divisoren 
''on  w  bedeutet.    Also  ist  jeder  irreductible  Teiler  von  Fj^ni^)  zugleich 
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in  einem  F^{x^)  und  in  einem  Ff^^(x)  enthalten,  wo  f^  bei  dÜHn 
beiden  Funktionen  denselben  Teiler  von  m  bedeutet.  Da  aber  Fm%{^ 
und  Ff,r(x)  nur  dann  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  wenn  ae 
identisch  sind,  so  mufs  ^  =  m^  v  ^=  n  sein;  jeder  Primteil^  tob 
Fmn{x)  ist  also  auch  in  JF'mC^)  enthalten,  und  wörtlich  ebenso  zeigt 
man,  dafs  er  auch  in  Fn{3i^)  auftritt,  d.  h.  dafs  in  der  That  Fnni^) 
der  gröfste  gemeinsame  Teiler  erster  Stufe  von  Fm(pi^)  und  Fa(jf*)  ist 

So  ist  z.  B. 

F,(x)  r^  (F,(x\  F,(a^)y, 

setzt  man  also  die  vorher  gefundenen  Werte  dieser  primitiven  Funk- 
tionen ein,  so  mufs  sein: 

:x^  —  x+lr^(x^  +  x^+l,  x^+l)y 

und  in  der  That  ist  xl^  '\-  x*  -\-  l  =  {x^  —  a;  +  1)  (a:*  +  ^  +  1)  mid 
xr^-\-  1  =  (x  +  1)  (o;*  +  x  +  1),  und  die  beiden  Funktionen  x*— x+1 
und  X  -\-  1  besitzen  keinen  Teiler  erster  Stufe  mehr. 

Offenbar  erhält  man  durch  mehrmalige  Anwendung  des  soeben 
bewiesenen  Hauptsatzes  unmittelbar  den  Beweis  des  folgenden  alt 
gemeineren  Theorems: 

Ist  n  =  p[^pI^  ' "  p'/  ==  p'^P^=  p^P^  =^  '  "  =  p'/P^  die  Z6^ 

legung  einer  beliebigen  Zahl  in  ihre  Primzahlpotenzen,  so  besidit 
für  die   zugehörige  primitive  Funktion  Fn(x)   die  ÄqniTsl^: 

§4. 

In  einer  späteren  Vorlesung  werden  wir,  ohne  das  Gebiet  der 
ganzen  Zahlen  zu  verlassen,  die  Kreistheilungsgleichungen  a:»  — 1=0 
mit  Hülfe  der  Theorie  der  Moduls jsteme  eingehend  behandeln;  es  er- 
scheint jedoch  nicht  überflüssig,  hier  noch  die  Wurzeln  jener  Gleichungen 
direkt  zu  bestimmen  und  die  Zerlegung  der  Funktionen  af  —  1  i^ 
ihre  n  algebraischen  Linearfaktoren  anzugeben.  Wir  wollen  die* 
Resultate  dann  benutzen ,  um  die  Bedeutung  der  in  den  letzten  Ak- 
schnitten  gefundenen  Sätze  einfach  darzulegen,  und  hierauf  eine  Reihe 
von  Anwendungen  dieser  Sätze  zu  geben. 

Es  ist  leicht,  alle  Wurzeln  der  Gleichung: 

(1)  a:«  =  1 

durch  trigonometrische  oder  Exponentialfunktionen  direkt  darzusielläL 
Soll  nämlich  eine  komplexe  Zahl 


'^^91 


I  4.    'Dut  KttinU'Wnny^mU'ithiiui/ith 

ITorirf  jener  GfeidmAg   ^iu^   m,   sir^^t^U   ^,^1,   ^^,   «^,^-4,*  ,^,,, 
in    1^  and  h«  Beaakzanfg  4^  Motrr^tm^,^,^,  f^v^//,At  /<,/  />i^,/y,  ,/y 


— '        i^rl 
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dem  Punkte  A^,  dem  Schnittpunkte  jenes  Kreises  mit  der  positii« 
Horizontalaxe,  ausgehend,  in  n  gleiche  Teile  geteilt,  so  entspricht  iB- 
gemein  der  k^  Teilpunkt  At  einer  komplexen  Zahl  Q(coBqf-\-imf\ 

deren  absoluter  Betrag  p  =  1,  und  deren  Argument  ip  = ist,  d.  L 

die   Teilpunkte   A^^  A^,  A^,  •••   repräsentieren   der   Reihe   nach  die 
Wurzeln: 

g   =  COS  -"    +  *  sin  -- 

VI  ff 

t,  =  COS  2  —   +  t  sin  2  — 


Aus  dieser  Darstellung  folgt  ohne  weiteres ,  daCs  die  n  Wnneh 
^y  iu  Uy  '  "  ^n-iy  welche  jenen  n  Teilpunkten  J^,  A^,  •  •  •  A^^ioi- 
sprechen,  sämtlich  von  einander  verschieden  sind,  dafs  aber  f&r  & 
folgenden  g«  =  go,  5«+i  =  5i,  •  •  •  und  allgemein  l«^.,  =  g,  ist  SUt^ 
des  Teilpunktes  A^  können  wir  auch  den  mit  ihm  zusammen&lkd« 
An  wählen,  so  dafs  also  die  n  von  einander  verschiedenen  Wainh 
jetzt  i^,  ^,  •  •  •  in  sind,  und  dies  soll  im  folgenden  immer  geedieh&i 
Beachtet  man  weiter,  dafs  bekanntlich: 


g^  ==  cos h  t  sin 


JkMi  %ni    k 


ist,  und   dafs  eine   Gleichung  n**"   Grades   nicht   mehr  als  n  von  eia- 
ander  verschiedene  Wurzeln  besitzen  kann,  so  erhalten  wir  den  Stki 
Die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

-  1  =0 


rr" 


sind    sämtlich    von    einander   verschieden,   und    man  find^  si^ 
wenn  man  in  der  Formel: 


ikni 


k  gleich  1,  2,  3, 
in  der  Form: 


^k  =  ^ 

n  annimmt.   Diese  n  Wurzeln  können  wek 


.2 


ini 


geschrieben  werden,  wenn  g^  =  c  "     ist;  man  erhält  aber  geni* 
dieselben  Wurzeln,  nur  in  anderer  Anordnung  in  der  Reihe: 

«1  7    ^i  y 


bi    y 


^#s 


otuwai  ««7  JL  l't  s    'en.  m 


/T/7 


i-.«  T.        ■» 


^▼uEi  m  und  L  hbc   osrailriiZi'  c    uli^  I-*?: 


r        • 


U-."^'^' 


Zä— >r:     '    !•"    <• 


"^^    ühui  "und  nur  öam.  toi   N*i    ^-^r-rv:. .r-^^r:     » ": 


:•-* 


/%f\X;  der  AjHQTufa. 
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Fn{x)=[](x-e^), 
(•) 

wo  sich  das  Produkt  über  die  (p{n)  modulo  n  inkongroenten  Ein- 
heiten s^,  s^,  •  •  •  Sip(n)  erstreckt,  und  hier  sieht  man  direkt,  dab  dar 
Grad  von  Fn(x)  gleich  q)(n)  ist.     Ebenso  ist  für  ein  beliebiges  m 

4M«* 

Fn.{x)  =  Jj(x-e-), 

(r) 

erstreckt  über  alle  inkongruenten  reduzierten  Brüche  mit  dem  Nenn» 
m.  Hier  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  zwei  solche  Funktional 
Fjn{x)  und  Fn(x)  keinen  Teiler  besitzen  können,  denn  hatten  sie  «ui 
nur  einen  Linearfaktor  gemeinsam,    so  müfste  ja  für  ein  Zahl^ipiir 


(r,  s)     e  "*    =  c  "    ,    d.  h.   es    müfsten   die    reduzierten    Brüche  - 


und  —  gleich  sein,  oder  sich  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden,  m 

offenbar  unmöglich  ist. 

Denkt  man  sich  die  n  Brüche  —,—,•••—   »uf   ihre  redufleri» 

Form  gebracht,  und  alsdann  nach  ihrem  Nenner  geordnet^  so  besiiMii 
genau  fp{n)  von   ihnen    den   Nenner  n,   und  allgemeiner  gehören  n 

jedem  Divisor  d  von  n  genau  q)(d)  reduzierte  Brüche    jy-jj f 

mit  dem  Nenner  d.    Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  sind  dann 

q){d)  zugehörigen  Potenzen  v.    "^    die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleiciwig 
F^{x)  =  0,  d.h.  für  den  primitiven  Faktor  FJ^x)  besteht  die  Zerlegung: 

A  =  l 

und  da  jeder  der  n  Brüche    *     in   seiner  reduzierten  Form   zu  euieffl 

einzigen    Nenner   d   gehört,    so    ergiebt    sich    hier    sofort   die  beieiti 
a.  S.  284  bewiesene  Zerlegung: 

x"  -  1  =  77  F,{x). 

d/H 

Ehe  wir  zu  den  Anwendungen  übergehen,  wollen  wir  noch  ein« 
auf  die  Zerlegung  in  die  Linearlaktoren  gegründeten  Beweis  dafür  aß- 
geben,  dafs  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  der  Funktionen  F«(jJ*)  ^ 
Fjx''')  gleich  dem  primitiven  Faktor  F„inix)  ist,  falls  m  und  n  teiltf- 
fremd  sind.     Ersetzt  man  in  der  Gleichung: 
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irni 


F„{x)  =  fj(x~e'") 


(r,m)=.l 


irch  rr"  und  zerlegt  dann  nach  dem  in  der  Anmerkung  a.  S.  291  be- 
^nen  Satze  jeden  einzelnen  Faktor  wiederum  in  seine  Linearfaktoren^ 
^rgiebt  sich  die  folgende  Gleichung: 


2r7ti  _  n  imi        ikfti 


^».(^")=]7(^'-«"')=jrrjT(^-«""  " ) 


*=1       r 


*  r 

genau  ebenso  erhält  man  durch  Vertauschung  von  m  und  n: 

F.ia^) = YiU  (-  -  /"•■'"  '"^')  •     (*-;;•:-) 

h       » 
rächtet  man  aber  die  nq){m)  Brüche 

^    ,      r    km  +  r  ^  /*=i,8,    »x 

erkennt  man,  dafs  ihre  Zähler  p  =  km  -\-  r  einfach  alle  zu  m  teiler- 
nden  Zahlen  sind,  welche  ^  mn  sind.  Da  man  nun  durch  Ver- 
schung  von  m  und  n  den  ganz  analogen  Ausdruck  für  Inip"^)  er- 
t,  80  ergeben  sich  für  jene  beiden  Funktionen  einfach  die  folgenden 
•Stellungen: 

Fmix")  =  Jj(x  —  C   "■"  )  ((e,  m).  1,  e<m.) 


iani 


a 

I  ümen  folgt  aber  ohne  weiteres,   dafs  jene  beiden  Funktionen  als 
fsten  gemeinsamen  Teiler  das  Produkt  aller  derjenigen  Linearfaktoren 


3r;n 


-  e"*"    enthalten,  in  welchen  t  sowohl  zu  m,  als  auch  zu  w,  d.  h. 
zu  mn  teilerfremd  ist,  und  t<imn  ist;  jener  gröfste  gemeinsame 
er  ist  also: 

Yl    \0C—  e  ''*"   )  {it.mn)  -  1,  t<mn)) 

f 

.   gleich   Fnin{^y   w.  z.  b.  w. 
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§  5.  -     ^ 

Zum  vorläufigen  AbschluTs  dieser  auf  die  Ereisteilungsgleichangen 
bezüglichen  Untersuchungen  wollen  wir  eine  wichtige  Folgerung  ans 
dem  im  §  2  hergeleiteten  Resultate  ziehen^  dafs 

(1)  F„(l)^p,l 

ist,  je  nachdem  m  eine  Primzahlpotenz  p^  ist,  oder  nicht.     Es  war: 

irni 

r 

das  Produkt  erstreckt  über  irgend  ein  System  inkongruenter  Einlieiten 
r^,  Tg,  •  •  •  ry(TO)  für  den  Modul  m;  da  aber  dann  die  ^(m)  Zableo 
( —  Tk)  ebenfalls  ein  vollständiges  System  inkongruenter  Einheiteo 
bilden,  so  ist  auch: 

F.(x)  =  ]J(x-e     "), 

r 

und  durch  Multiplikation  dieser  beiden  Darstellungen  erhält  man: 

F^(x)=rj\{x-e~){x-e~~)^ 


x'-xKe"''    +e      "  j  +  l) 


n 


x^  -\-  l  —  2x  cos  — 


ir) 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x  =  1 ,  so  erhält  man,  da 
2  —  2  cos       -  =  4  sin  ( -    )     ist, 

^".H)  =  772  sin 


m 


(r,«)'») 


und   dieses  Produkt   ist  also   gleich   I    oder  gleich  j?,  je   nachdem  * 
mehr  als  eine  Primzahl  enthält,  oder  eine  Primzahlpotenz  ^  ist. 

Diese  Formel  benutzen  wir  nun  dazu,  die  Anzahl  der  in  einem 
gewissen  Intervalle  vorhandenen  Primzahlen  zu  bestimmen.  Die  9)(w) 
Zahlen  r,  welche  <  m  und  zu  ni  teilerfremd  sind,  teilen  wir  in  zvö 

Gruppen,  je  nachdem  sie  kleiner  oder  gröfser  als  —  sind,  und  wir  be- 

zeichnen  die  der  ersten  Gruppe  durch  r,  die  der  letzten  durch  r\  wobei 


m 


wir  bemerken,   dafs  für  w>2  offenbar  keine  der  Zahlen  r  =  ^  sein 


% 
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r  und 


Kt 


("::.') 


8 

echten  Brüche 
den  Nenner  m 


rhkeiten  für  m. 
I  I  (2  sin  Q^y,  jetzt  aber 

iche    <-^,  deren  Nenner 

^'ebene  Zahl  N  ist.     Dieses 
rden: 

l~J  (2  8m  p„«)». 

ifm 

•n  inneren  Produkte  gleich  Eins, 

ist^  und  diese  können  also  fort- 

etzteren  Falle  gleich  p  sind.     Eine 

rechts  genau  so  oft  vor,  als  es  Po- 

die  Potenz  von  p^,  für  welche 
.0  Gleichung: 


sin  Qxy  =  JJK 


h 

9 


\'  dUe  Primzahlen  erstreckt  werden  kann,  da 
onenten  fc^  von  selbst  Null  werden.     Da  aus 

nbar: 
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folgt,  so  kann  unsere  Gleichung  auch  so  geschriebfii 


also  kk  = 
werden: 


weraen:  riin 

(5»)  JJ(2  8inp«)»-/JpL^-', 

wo  sich  das  Produkt  links  über  alle  reduzierten  Brüche  <  -r-  erstredi:^ 

deren  Nenner  <  N  ist,  wahrend  es  rechts  auf  alle  Primzahlen  p  vat 
zudehnen  ist.  Nehmen  wir  in  dieser  Gleichung  auf  beiden  Seiten  die 
Logarithmen  und  dividieren  wir  durch  IN,  so  folgt: 

Z^ -2^(2  sin  p;r)  =  2z%f^], 

oder  da  nach  der  Definition  des  Symboles  [Ä] 

rlNi       IN        . 

W  =  ¥"""*' 
ist,  wo  dp  fQr  jedes  p  einen  echten  Bruch  bezeichnet,  so  ergiebt  si 
endlich  die  Formel: 

Q  iP) 

welche  besonders  dadurch  merkwürdig  erscheint^  dafs  auf  ihrer  linkeo 
Seite  die  Primzahlen  gamicht  explicite  auftreten,  während  rechts  nur 
diese  vorhanden  sind.  Diese  Gleichung  gewährt  uns  eine  ungefähre 
Schätzung  fär  die  Anzahl  A^  der  Primzahlen  unterhalb  der  beliebig 
angenommenen  Zahl  N]  läfst  man  nämlich   auf  der  rechten  Seite  die 

In 

echten  Brüche  dp  •  ^  fort,  welche  für  einen  grofsen  Wert  von  ^V  fSr 

die  meisten  Primzahlen  p  sehr  klein  werden,  so  ergiebt  sich  ffir  jene 
Anzahl  A/f  der  zu  kleine  aber  angenäherte  Wert 

Alf  <  ^Y^ '(2  sin  QTc) . 

Wir  können  endlich  die  Gleichung  (5)  dadurch  vereinfachen,  daß 
wir  auf  ihrer  rechten  Seite  alle  diejenigen  Primzahlen  zusanmienfassen, 
welche  denselben  Exponenten  fc*  besitzen.     Sind  nämlich: 

Pv  Pky  Pk  •  •  • 
alle  und  nur  die  Primzahlen,  für  welche 


p'<N<p'^\    also     N^'-^'KpKN^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  sind  p^yPi^,--  alle  in  dem  Intervalle  N      -'^ 
vorhandenen  Primzahlen,  so  geht  unsere  Gleichung  über  in: 

(5")  77  (2  sin  p«/ = J7  (Pk  p:  •  •  •)*• 


l 

rl 


)t  =  l,2 
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arithmetische  Funktion  ;r^(3f, iV).  —  Ihre  genaue  Berechnung.  —  Anwendung: 
timmung  der  Anzahl  aller  Primzahlen  unterhalb  einer  gegebenen  Grenze.  — 
derungsweise  Berechnung  der  Funktion  Xni^^-^-  —  ^^®  arithmetische  Funk- 
1  flf  (A,  D).  —  Ihr  genauer  Wert.  —  Näherungsweise  Berechnung  dieser  Funk- 
n.  —  Anwendung:  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  zwei  beliebige  Zahlen 
lerfremd  sind.  —  Der  Mittelwert  arithmetischer  Funktionen.  —  Berechnung  des 
ttelwertes  mit  Hülfe  der  Eulerschen  Summenformel.  —  Anwendungen.  —  Be- 
rechnung des  Mittelwertes  mit  Hülfe  der  Dirichletschen  Reihen. 

§1. 

Wir  waren  im  Anfange    dieses    Kapitels  von   dem    Zahlensystem 

(1,1),    (1,2),    (1,3),  ..- 

(2,1),    (2,2),    (2,3),... 

)  ((i,  i))  =  (3, 1),    (3,2),    (3,3),... 


isgegangen,  in  welchem  jedes  Element  (?,  k)  ~  t,  nämlich  äquivalent 
?m  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  von  i  und  Je  war;  wir  hatten  dann 
e  Elemente  (i,  k),  (/',  k'),  •  •  •  welche  denselben  gemeinsamen  Teiler  t 
^sitzen,  als  äquivalent  angesehen  und  in  eine  und  dieselbe  Klasse  Kt 
ordnet,  und  wir  hatten  uns  schon  damals  die  Aufgabe  gestellt^  die 
Qzahl  aller  derjenigen  Elemente  (i,  k)  in  einem  gegebenen  begrenzten 
ereiche  zu  finden,  welche  einer  gegebenen  Klasse  Kt  angehören. 

Wir  nehmen  dies  Problem  jetzt  wieder  auf  und  fragen  zunächst 
ich  den  Systemen  (i,  k)  in  einem  beliebigen  Abschnitte  einer  einzigen 
orizontalreihe  Hn,  welche  die  Invariante  Eins  besitzen,  d.  h.  wir 
eilen  uns  die  folgende  Aufgabe: 

Es  seien  M  und  N  zwei  beliebige  ganze  Zahlen   und  Jf  <  iV^; 

es  soll  die  Anzahl  ;t„(-31f,  N)  aller  Systeme 

(n,  M  +  l),  (n,  M  +  2),  ■••  {n,N) 

gefunden  werden,  welche  äquivalent  Eins  sind,  oder  es  soll  die 
Anzahl  aller  Zahlen  r  in  dem  Intervalle 

M<r<N 
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gefunden  werden,   welche  zu  einer  beliebig  g^ebenen  Zahl  n 

teilerfremd  sind. 
Diese  Aufgabe  wurde  in  dem  speziellen  Falle  Jf=0,  ^««na.B.0. 
bereits  gelöst,  und  es  ergab  sich  hier  ^^^(0,  w)  =«  g)(n).  Offenbar  erhält 
man  die  hier  gesuchte  Anzahl,  wenn  man  erst  die  Anzahl  x^(0,  N)  der 
Zahlen  r ^N  aufsucht,  welche  zu  n  teilerfremd  sind  und  von  ihr  die 
entsprechende  Anzahl  x^(0;  Jlf)  der  Zahlen  r  ^M  abzieht^  d.  h.  es  ist 

(1)  z.  W  N)  -  x,{0,  N)  -  z.(0,  M) . 

Es  seien 

Pu  P27  '-  P, 

alle  von  einander  verschiedenen  Primfaktoren  von  n,  ihrer  Grösse  nadi 
geordnet.  Dann  erhält  man  die  Anzahl  x^(0,  N)  aller  zu  n  teiler- 
fremden Zahlen  r  <N,  indem  man  von  der  Anzahl  aller  Zahlen  ^Jf, 
d.  h.  von  N  die  Anzahl  aller  derjenigen  Zahlen  abzieht,  welche  mit  n 
einen  der  Primfaktoren  p^  gemeinsam  haben.  Für  eine  einzige  Prim- 
zahl p^  ist  aber  jene  letztere  Anzahl  offenbar  gleich     —    •    Zieht  man 

f 
aber  von  N  die  über  alle  g  Primfaktoren  erstreckte  Summe  ^   -- 

ab,  so  ist  die  Differenz:  *"^ 


^-M] 


offenbar  kleiner  als  die  gesuchte  Anzahl,  denn  wir  haben  ja  alle  und 
nur  diejenigen  Zahlen  r  mehr  als  einmal  gerechnet  imd  abgezogen, 
welche  zwei   von   einander  verschiedene  Primzahlen  p^  und  p^  mit  » 

gemeinsam  haben,  und  da  ihre  Anzahl  für  irgend  zwei  solche  Zahlen 
gleich     -- —     ist,  so  müssen  wir  zu   der  obicen  Differenz  noch  die 

lPaP(i]  '  ^ 

über  alle  -^^v       Produkte  p^p^  erstreckte  Summe  ^    hinzu- 

fügen.     Die  so  sich  ergebende  Summe: 


-^[g+2[^^] 


ist  aber  wieder  zu  grofs,  weil  jetzt  wieder  alle  diejenigen  Zahlen  r 
mehr  als  einmal  gerechnet  und  hinzugefügt  worden  sind,  welche  drei 
von  einander  verschiedene  Primfaktoren  p^^p^yP  von  n  enthalten,  u.s.w. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort,  so  erhält  man  zuletzt  für  die  ge- 
suchte Anzahl  den  Ausdruck: 


m 
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—  IPlP^'-'Pgy 

d  man  überzeugt  sich  nachträglich  leic];Lt^  dafs  hier  in  der  That  jede 
n  teilerfremde  Zahl  r  einmal  gezählt  ist,  während  alle  übrigen  Zahlen 
$ht  mit  gerechnet  sind.  Ist  nämlich  (r,  n)  =  t  und  besitzt  t  genau  y  Ton 
lander  verschiedene  Primfaktoren,  so  ist  r  unter  den  N  ersten  Zahlen 

mial  mitgezählt,  in  der  zweiten  Summe  ^^  \~    \  S^^^^  7  Male,  i 

ir  dritten  Summe   genau   '^  Male   u.  s.  w.,  d.  h.  man  erkennt 

jnau  wie  a.  S.  249,  dafs  die  Zahl  r  in  jenem  Ausdruck  Xn(0,  iV)  genau 

Ale,  d.  h.  einmal  oder  gamicht  gezählt  wird,  je  nachdem  y  =  1  oder 
>  1,  d.  h.  je  nachdem  (r,  n)<^\  ist  oder  nicht. 

Dieselbe  Überlegung  bleibt  auch  in  dem  allgemeineren  Falle  richtig, 
enn  die  obere  Grenze  'N  des  Intervalles  keine  ganze  Zahl,  sondern 
n  beUebiger  Bruch  ist,  nur  ist  dann  die  Anzahl  aller  Zahlen  r  -^N 
cht  gleich  N,  sondern  gleich  [N],  während  alle  übrigen  Betrach- 
ingen unverändert  richtig  bleiben.    Es  ist  also  für  ein  beliebiges  N: 

.(o,^)-m-2:[g+|:[4]-. 

1er  einfacher  bei  Einführung  der  Zahlen  £„,: 

d/n 

0  jetzt  die  Summation  über  alle  Teiler  d  von  n  zu  erstrecken  ist. 

Nach  der  oben  bewiesenen  Gleichung  (1)  erhält  man  also  für  die 
ttzahl  Xni^y  ^)  ^^^  zwischen  r  =  M  und  r  =  N  liegenden  Systeme 
,r)oul  den  einfachen  Ausdruck: 

,.(j^,^)-2-e]-[3. 

d/n 

wieder  über  alle  Teiler  d  von  n  zu  summieren  ist,  und  wo  sowohl 
als  N  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  bedeuten  können. 
Wir  wollen  nach  dieser  Formel  die  Anzahl: 

Z.,(100, 120) 
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aller  Zahlen  zwischen  100  und   120  berechnen^  welche  zu  15  tefle^ 
fremd  sind.     Hier  sind  die  Teiler  d  von  15 

1,        3,        5,    15, 

die  zugehörigen  Werte  von  sa 

1.  -1,  -1,  1, 

und  da  fiir  diese  Teiler  der  Reihe  nach: 


I  ^  I  =  120,  40, 24,  8;    [^^  =  100, 33,  20, 6 


[fi 


ist,  so  erhalt  man  die  folgende  Darstellung: 

;Ci5(100, 120)  =  (120  — 100)  —  (40  —  33)  —  (24  —  20)  +  (8  —  6)  =  11, 

und  in  der  That  sind  die  innerhalb  dieser  Grenzen  liegenden  zu  15 
teilerfremden  Zahlen  die  11  folgenden: 

101,  103,  104,  106,  107,  109,  112,  113,  116,  118,  119. 

Wir  wollen  diese  Formel  benutzen,  um  die  Anzahl  aller  Prim- 
zahlen unterhalb  einer  beliebig  gegebenen  Grenze  N  zu  beredmeiL 
Es  seien 

(4)  Pu  P,,     •  •  Pr 

alle  diejenigen  Primzahlen ,  welche  <  )/jV  sind.  Wahlen  wir  dann 
speziell 

so  müssen  die  in  dem  Intervalle  (V^  -  •  •  N)  liegenden  zu  n  relatifen 
Primzahlen  notwendig  absolute  Primzahlen  sein,  denn  wäre  eine  solcte 
Zahl  r  das  Produkt  auch  nur  von  zwei  Primfaktoren,  so  müfste  jeder 
von  ihnen  notwendig  <C  YN  sein,  also  in  der  Reihe  (4)  vorkommen, 
d.  h.  r  und  n  hätten  einen  gemeinsamen  Teiler.     Also  ist: 


fi   li 


d/n  d/n 


die  Anzahl  aller  Primzahlen  in  dem  Intervalle  (ViV  •  •  •  N),  Nach  der 
allgemeinen  Formel  ist  nun  die  Anzahl  Xni^yV-^)  ^^^  ^"  **  ^^^^ 
fremden  Zahlen  in  dem  Intervalle  (()  •  •  •  Yn) 

d/n 

also  genau  gleich  jener  zweiten  Summe;  aber  diese  Anzahl  ist  gleici 
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ns,  da  jede  Zahl  r  <,yif  mit  Ausnahme  der  Zahl  1  mindestens  eine  der  v 
imzahlen  p^  <  j/iNT   enthalten  mnfs.     Also  ist: 

immt  man  also  zu  ihnen  noch  die  v  Primzahlen  Pif  P29  ' ' '  P^  unter 
N  hinzu  und  rechnet  aufserdem  die  Zahl  1  als  Primzahl  mit^  so 
giebt  sich  der  Satz: 

Die  Anzahl  aller  Primzahlen,  welche  in  der  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  jV 

vorkommen,  ist: 

d/n 

wenn  die  Summation  auf  die  Divisoren  d  des  Produktes 
n  =  p^p^  •  •  •  Py  flJ^^r  zwischen  1  und  YW  liegenden  Primzahlen 
erstreckt  wird. 

Mese  elegante    und   sehr    brauchbare    Formel    ist   eine   der   wenigen 

enauen,  die  wir  über  die  Primzahlen  kennen. 

Wir  woUen  als  Beispiel  die  Anzahl  aller  Primzahlen  aufsuchen, 

reiche  kleiner  als  50  sind.     Euer  ist: 

iV^=50,     [>/iVl  =  7,    also    n  =  2  •  3  •  5  •  7  =  210, 
B  sind  also  die  Teiler  d  von  n  der  Reihe  nach: 
d-1;    2,    3,    5,     7;    6,  10,  14,  15,  21,  35;  30,  42,  70, 105; 210, 

-j    sind: 

*--l;-l,-l,-l,-l;+l,+l,+l,+l,+l,+l;-l,-l,-l,-l;+l 
j]=50;  25,  16,  10,     7;     8,     5,     3,     3,     2,     1;     1,     1,     0,     0;     0, 

^  ergiebt  sich  also  die  gesuchte  Anzahl  gleich: 

+50— (25  +  16  + 10  +  7)  +  (8+5  +  3  +  3  +  2  +  l)  —  (l  +  l)  =  17, 

Qd  in  der  That  lehrt  ein  Blick  auf  die  Tabelle  a.  S.  67,  dafs  die 
3  Primzahlen 

1,  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47 

ieiner  sind  als  50. 

Es  sei  zweitens  iV^=  120,  also  .  [l/F]  =  10,  n  =  2  •  3  •  5  •  7. 
ier  sind  die  Werte  von  d  und  b^  offenbar  dieselben  wie  vorher,  man 
halt  daher  aus  den  obigen  Reihen  für  die  gesuchte  Anzahl: 

+  ^*-' •[?]  =  *+ 120 -(60 +  40 +  24 +  17) 

f  (20  +  12  +  8  +  8  +  5  +  3)  -  (4  +  2  +  1  +  1)  =  31, 
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und  in  der  That  kommen ,  wie  die  soeben  erwähnte  Tabelle  Idirt,  zu 
den  16  vorher  betrachteten  Primzahlen  noch  die  15  folgenden: 

53,  59,  61,  67,  71,  73,  79,  83,  89,  97,  101,  103,  107,  109,  113 

zwischen  50  und  120  hinzu. 

Ersetzt  man  in  der  Formel  (5)  die  ganzen  Zahlen  F-j  |  durch  die 

Brüche  -^  ,   welche  sich  ja  von  jenen  nur  um  einen  positiven  echten 

Bruch  unterscheiden,  so  erhält  man  den  folgenden  angenäherten  Wert 
für  die  Anzahl  aller  unter  N  liegenden  Primzahlen: 

WO  sich  das  Produkt  rechts  auf  die  v  unter  yW  liegenden  Prinuahkn 
ft  j  ' ' '  Pt  erstreckt. 

Diese  Annäherung  ist  schon  für  kleine  Werte  von  N  eine  sekr 
gute.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für  die  beiden  vorher  behandelten  ¥äk 
N  ='  50  und  N=^  120  statt  der  genauen  Anzahlen  16  und  31  beif. 

4  +  "0    Ifl^lf?  =  15,6     bzw.     4  +  120  .  ;-|li-;  =  31,4, 

beide  Male  ist  also  der  Fehler  noch  kleiner  als  -^-     Man  kann  aael 

leicht  ein,  wenn  auch  verhältnismäfsig  sehr  grofses  Intervall  angeben, 
innerhalb  dessen  der  bei  dieser  Annäherung  gemachte  Fehler  liegen 
mufs.     Ersetzt  man  nämlich  in  der  Summe: 


^^'^~M]+2m-- 


die  gröfsten  Ganzen  alle  durch  die  entsprechenden  Brüche  selbst,  « 
wird  bei  jedem  einzelnen  Gliede  ein  Fehler  begangen,  der  positiv  oder 
negativ,  aber  absolut  genommen  stets  kleiner  als  Eins  ist.  Also  lieg* 
der  Gesamtfehler  zwischen  +  A  und  —  A,  wenn  A  die  Anzahl  allff 
jener  Glieder  ist;  da  aber  für  diese  Anzahl  offenbar: 

.4  =  1 +,  +  "(-;.)  +  . ..  =  2^ 

ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Anzahl  aller  Primzahlen  unter  -V  i« 
Näherungsformel : 

wo  £  ein  unbekannter  positiver  oder  negativer  echter  Bruch  ist;  & 
Grenze  des  Intervalles  der  Unbestimmtheit  ist  also  gleich  2  ,  ^^ 
V  die  Anzahl  aller  Primzahlen  unterhalb  yN   bedeutet. 
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§2. 

Wir  wollen  jetzt  die  im  §  1  dieser  Vorlesung  a.  S.  299  gestellte 

fgabe  in  dem  Falle  lösen,  dafs  der  Bereich  der  zu  untersuchenden 

Bmente  (i,  A:)  durch  ein  beliebiges  Rechteck  AB  CD  begrenzt  wird, 

(sen  Seiten  der  Horizont^laxe  und  der  Yertikalaxe  in  dem  Schema 

Je))  parallel  laufen;  wir  bezeichnen  also  durch 

%(Ä,  D) 

j  Anzahl  aller  Elemente  (i,  k)  innerhalb  des  Rechteckes  AB  CD, 
ilche  äquivalent  t  sind,  für  welche  also  i  und  h  den  gröfsten  gemein- 
men  Teiler  t  haben,  und  suchen  diese  Anzahl  für  ein  beliebiges 
ächteck  AB  CD  und  für  einen  beliebigen  Wert  von  t  zu  bestimmen, 
h  bemerke  gleich,  dafs  wir  diejenigen  Systeme  (i,  fc),  welche  eventuell 
if  den  äuTseren  Begrenzungsseiten  BD  und  CD  liegen,  dem  Recht- 
sk  zuzählen  wollen,  dagegen  wollen  wir  diejenigen  Elemente  nicht 
litrechnen,  welche  sich  auf  den  inneren  Seiten  AB  und  AC  befinden. 

Zunächst  erkennt  man,  dafs  wir  ims  bei  dieser  Frage  auf  den  Fall 
eschiünken  können,  dafs  die  erste  Ecke  A  des  Begrenzungsrechteckes 
lit  dem  ersten  Elemente  (1,  1)  zusammenfällt,  welches  mit  0  be- 
eielmet  werden  mag.  Kennt  man  nämlich  für  einen  beliebigen 
*nnkt  P  jene  Anzahl  2lf(0,  P),  so  wird,  wie  die  nebenstehende  Figur 
hne  weiteres  ergiebt,  die  Anzahl  %{Aj  D)  durch  die  Gleichung: 

1)      %,{A,  D)  =  «,(0,  D)  -  %{0,  C)  -  21,(0,  B)  +  «,(0,  A) 

legeben,  denn  jedes  System  (i,  Tc)  mit  der  Invariante  t  wird  in  dem 
^gregate  rechts  dann  und  nur  dann,  und  zwar  einmal  gezählt,  wenn 
8  in  dem  Rechteck  ABCD  liegt; 
«gegen  hebt  es  sich  in  den  An- 
tillen rechts  fort,  wenn  es  in  einem 
er  drei  anderen  Partialrechtecke 
orkommt.  Femer  erkennt  man 
acht,  dafs  jene  Formel  (1),  falls 
IfiCi)  ein  inneres  Rechteck  ist, 
öch  dann  noch  richtig  bleibt,  wenn 
Jan  in  jenen  Rechtecken  (0,  P) 
öe  vier  Seiten  dem  Inneren  des  Rechteckes  zuzählt.  Will  man  dies  nicht, 
)  braucht  man  das  ganze  System  ((ik))  nur  noch  mit  einer  nullten  Hori- 
mtalreihe  (0,  0),  (0,  1),  (0,  2)  •  •  und  entsprechend  mit  einer  nullten 
ertikalreihe    (0,  0),  (I,  ()),  (2,  Oj  •  •  •    zu    rändern,   und  den    Anfangs- 

Kroneckur,  Zahlentbeorie.   I.  2ü 


Fig.  2. 
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punkt  jetzt  nach  dem  Elemente  (0,  0)  zu  verlegen.     Wir  wollen  im 

Folgenden  diese  letztere  Annahme  machen. 

Es  habe  jetzt  der  Pimkt  P  die  Koordinaten  (x  =  iw,  y  =  n),  wobei 

m  und  n  wieder  beliebige  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  sein  konn^ 

Da  das  System  ((t,  k))  symmetrisch  ist,  so  können  wir  tn^n  annehmen, 

weil  sich  die  Anzahl  8t/ (0,  P)  bei  einer  Vertauschung  der  Zeilen  und 

Kolonnen  nicht  ändert.     Wir  können  die  zu  lösende  FundamentaUof- 

gabe  jetzt  also  folgendermafsen  aussprechen: 

Wie  grofs  ist  die  Anzahl  8C/(0,  (m,  w))  aller  Zahlensysteme  (i^ij, 

für  welche 

l^t<;w;     1  <ik<^n]     m  ^n 

ist,  und  die  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  t  besitzen? 
Man  findet  diese  Zahl  durch  eine  Betrachtung,  welche  der  a.  S.  300 
durchgeführten  durchaus  anlog  ist,  hier  also  nur  angedeutet  zu  werden 
braucht. 

Sollen  die  beiden  Zahlen  i  und  k  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler 
t  haben,  so  müssen  sie  sicher  Multipla  von  t  sein,  und  da  in  der  Reiiie 

1,  2,  •  •  •  m  genau  1^1 ,  in  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  n  genau  1^1  VieUwhe 

von   t   enthalten   sind,   so   ist   die  Anzahl  aller  Zahlensysteme  (i,  i)i 
welche  innerhalb  (0,  (m,  n))  überhaupt  den  Teiler  t  haben,  genau  gleich 

1  TIiTp  ^^^  ^^^^  kann  hier  t  ganz  beliebig  gewäMt  sein,  denn  jenes 

Produkt  wird  ja  von  selbst  Null^  wenn  /  gröfser  als  w  oder  n  ist,  da 

dann  \l\  oder  echte  Brüche,  die  in   ihnen  enthaltenen  gröfsten 

ganzen  Zahlen  also  Null  sind.  Um  aber  diejenigen  Systeme  zu  finden, 
deren  gröfster  gemeinsamer  Teiler  t  ist,  mufs  man  von  jenen  zunächst 
alle  diejenigen  Systeme  (i,  k)  abziehen,  für  welche  i  und  Ä*  beide  durci 
pt  teilbar  sind,  wenn  p  irgend  eine  bestimmte  Primzahl  bedeutet;  naci 
dem  soeben  benutzten  Satze  ist  aber  die  Anzahl  dieser  Systeme  gleici 

So  ergiebt  sich  die  Diiferenz: 

R][n-2B][;T]. 


UüUd 


in  welcher  die  Summation  auf  alle  Primzahlen  erstreckt  werden 
da  alle  Produkte  von  selbst  Null  werden,  für  welche  pt  >  m  ist.  k 
diesem  Ausdrucke  sind  aber  wieder  alle  diejenigen  Systeme  (i,  k)  zwei- 
mal abgerechnet  worden,  in  denen  i  und  k  einen  gemeinsamen  Teiler 
ppi  besitzen,  wo  p  und  p'  irgend  zwei  von  einander  verschiedene 
Primzahlen  sind.  Fügt  man  daher  die  Anzahl  aller  dieser  Systeme 
Jiinzu,  ergiebt  sich  genau  ebenso: 


)  «.(<>,('«,«))= 2^  43- [3' 
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LTJ  LTj  ""  ^  bü  LpiJ  +  -2;^  Liii^'d  LpFtJ' 

;h  analoges  Weiterschliefsen  erhält  man  znletzt  für  die  gesuchte  An- 
.  den  Ausdruck: 

«.(».<■«-»')- [f]  [t] -2  [^  Ki +-5^  b7i]  [??7] -•' 

p  Pfp 

man  überzeugt  sich  wiederum  leicht  a  posteriori  von  der  Richtig- 
.  dieser  Gleichung;  ist  nämlich  ein  Element  (iyk)  ^^  A^  und  enthält  X 
au  V  von  einander  verschiedene  Primfaktoren,  so  erkennt  man 
au,     wie    a.   S.   301,    dafs    jenes    Element    bei     dieser    Zählung 

-  V  -\-  ^^^~   ^  —  . . .  =  (1  —  1)"  Male  gerechnet  wurde.    Unter  Be- 

zung  der  Zahlen  £^  kann   dieser  Ausdruck   kürzer  so   geschrieben 
rden: 

00 

d  zwar  kann  diese  Summe  unbedenklich  über  alle  unendlich  vielen 
hlen  Ä-  =  1,  2,  •  •  •  ausgedehnt  werden,  da  alle  Glieder  verschwinden, 

r  welche  iS  <  1  oder  k  >  ]  ^  1  ist.     Man  kann    daher  jene    Summe 

endlicher  Form  auch  folgendermafsen  schreiben: 

•)         «.(0.  <"•.»»- 2 '.[ara- 

Es  sei  z.  B.  m  =  50,  w  =  60,  t  =  1.     Dann  ist: 

«,(«,  ,60,  m  -  [?]  ■  [?]  -  [,^]  •  K]  -  [Ä]  [Ä]     . 

r  50  "[    r^o  -1 r  60_-j    r  eo^n       r    60    n    r    60    n 

=  56  —  (12  +  4  +  1  +  1)  +  1  =  39; 

giebt  also  in  jenem  Rechtecke  genau  39  Zahlensysteme  (i,  k),  deren 
5fster  gemeinsamer  Teiler  gleich  7  ist. 


§3. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gefundene  Anzahl  ?l/(Ö,  (tn,  n))  wollen 
•  jetzt  abschätzen,  um  dann  zu  untersuchen,  welcher  Grenze  sie  sich 
lert,  wenn  die  Seiten  des  begrenzenden  Rechteckes  unendlich  grofs 
•den.     Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  in  dem  Ausdrucke  (2**)  die 

20* 
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in  ihm  auftretenden  gröfsten  ganzen  Zahlen  \^\  und  fj^  1  durcK  die 

zugehörigen  Brüche.     Setzt  man  nämlich  allgemein: 

Gm"! m  j.         rn"j n_ ., 
H}~kt        ^*'     \jki]~kt        ^*' 

so  sind  dj^  und  d^^'  der  Erklärung  des  Gaussischen  Sjeichens  gemab 
nicht  negative  echte  Brüche^  und  man  erhält  dann  für  jene  Anzahl  den 
Ausdruck: 


m 
1 


«'(0,  im, «))  =  2!  h(rt  -  **)  fö  - «»») 


(1) 


k 


*=1 


^*****'- 


Die  erste  Summe  schreiben  wir  anders:     Da  nämlich  identisch: 


m 
T 


(2) 


*=»1 


^ 
*• 

^1-fi 


ist^  und  da  nach  der  Bemerkung  a.  S.  264  Nr.  (1^)  för  jedes  z  >  1 

^!k i_ 

^  k"         vi 

ist,  so  ergiebt  sich  für  diese  erste  Summe  in  (2) 


OD 


n 


«7 


weil  nach  der  a.  S.  259  gemachten  Bemerkung  ^^  p-  =  —  ist.  Hier- 

1 
nach  kann  unsere  Gleichung  (1)  einfacher  so  geschrieben  werden: 

(3)  «,(0,  (m,  «))  =  ^  •  ^,  -  R, 

WO  das  Restglied  JR  den  folgenden  Wert  hat: 


00 


m 
T 


(3-)    iZ  =  '^ 


+ 

.1       1^ 


7/i 


[t] 


h't 


n 


*i*t 


m 


Wir  wollen  diesen  Rest  nicht  genau  berechnen,  sondern  nur  sswei 
Grenzen  angeben,  zwischen  denen  R  notwendig  liegt;  wir  werden  dann 

sehen,  dafs  das  Verhältnis  mit  wachsendem  m  unendlich  klein  wird, 
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1  mit  Hilfe  dieser  einen  Thatsache  kann  der  Grenzwert  von 
0,  (w,  n))  für  w  =  oo  leicht  gefunden  werden.  Ich  zeige  nun  durch 
e  Abschätzung  der  einzelnen  Summen,  aus  denen  R  besteht ,  dafs 
es  Restglied  zwischen  den  beiden  Grenzen: 


) 


'  t  ' 


;en  mufs.     Es  ist  nämlich  zunächst 


in  folgt  aus  der  Gleichung  (1)  a.  S.  258 


00 


6  • 

ynk)<Jfix)dx, 


Is  f(x)  eine  Funktion  ist,  welche  mit  wachsendem  Argumente  ab- 
umt.    Aber  aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  fiir  f(x)  =  -j  und  für 


=  00 


11^         idx 


ao 


Y    erhält  man  endlich,  da  /   -^  =  —  ist. 


Mit  Hilfe  derselben  Fundamentalformel  (4)  kann  man  auch   die 
eite  und  dritte  Summe  in  R  abschätzen.     Offenbar  ist  nämlich: 


m 


2 


■] 


B  man  leicht  erkennt,  wenn  man  in  (4)  a  =«=  1,  6  =  \~Tv  ^^^  "^  '~' 
zt.    Ersetzt  man  also  noch  rechts  f-  -    durch  den  gröfseren  Bruch  — , 

1  beachtet  man,  dafs  die  dritte  Summe  in  dem  Ausdrucke  (3^^)  von 
0[anz  gleich  gebildet  ist,  so  folgt: 

[i 


und 


m 

T 


2^1  <.  +  <(=) 
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.  En<llieh  besteht  für  die  vierte  Summe  offenbar  die  Ungleicktmg: 


(5^)  ^  ^.*.*/ 


*"*"* 


7 


<:?i-["]<T- 

Setzt  man  die  so  ^fandenen  Grenzen  (5),  (5*),  (5^)  fÖr  die  vier  Sum- 
men in  jß  ein,  so  findet  man,  dafs  i{  in  der  That  innerhalb  der  beiden 
in  (3^)  angegebenen  Grenzen  liegt. 
Wir  wollen  nun  das  Verhältnis: 

«,(0,(m,n)) 

Mt  =    

der  Anzahl  der  zur  Klasse  Kt  gehörigen  Elemente  in  dem  Recht- 
eck (0,  {my  n))  zu  der  Anzahl  mn  aller  in  ihm  enthaltenen  Elem^ 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  mittlere  Anzahl  der  Elemente  (ijk)f^i  Ib 
unserem  Rechteck  (0,  (m,  n))  bestimmen. 

Ersetzt  man  den  Rest  R  durch  seinen  Ausdruck  (3^),  so  erhüi 
man  für  jenes  Verhältnis  den  Wert: 

«-i-^±;H-^'-+(i+i)(i+'^)+ii, 

^  t 

wo  das  in  gewundenen  Klammem  stehe'hde  zweite  Glied  hier  wie  im 
folgenden  immer  eine  zwischen  den  beiden  Grenzen  liegende  Zahl  b^ 
deutret,  welche  dem  positiven  und  dem  negativen  Vorzeichen  entsprechffl. 

Ersetzt  man  noch,  was  offenbar  erlaubt  ist,  -  durch  die  gröfsere  oder 
ihr  gleiche  Zahl    -  ,  so  erhält  man  schliefslich : 

^-.'.•,'+iis^.+:-(ä+?'(?))i- 

Schon  dieser  Ausdruck  würde  für  die  zunächst  zu  ziehende  Folgerung 
genügen.  Um  ihn  aber  noch  weiter  zu  vereinfachen  bemerke  ich,  dat 
für  m  >  2t 

..L  <!  +  !' 

ist,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt.     Dann  ist  also  a  fortiori: 

M<  =  ^.-7T±Tl«  +  „7*  +  ^nT)|- 

Ersetzt  man  endlich  noch       A ?  durch  —  M-ri»  was  ebenfalls  sich« 

erlaubt  ist,  sobald  m  die  Grenze  e^t  überschreitet,  da  dann: 
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wird,  so  erhält  man  für  Mt  den  folgenden  eleganten  Ausdruck: 
(6) 


m 


3(^(0,  (wn))          6       1     ,     3«  ,„, 
^t  = =      2  •  7,-  H -J   , 


mn 


wo  f  einen  positiven  oder  negativen  ecJiten  Bruch  bedeutet. 

Lassen   wir   nun    die    Seiten  m   und   n   über  jedes   Mafs   hinaus 


Zffi 

wachsen,  so  nähert  sich  — ,  also  auch  das  ganze  zweite  Glied  sehr 

rasch  unbegrenzt  der  Null,  und  es  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  Verhältnis   der  Anzahl   der   Elemente    («,  k)  ^^  t   innerhalb 

des  Rechteckes  (0,  (w,  n))  zu  der  Anzahl  aller  Elemente  nähert 

sich    mit    wachsendem 

0 


m    und    n    unbegrenzt 


dem  Werte  -^-tf,  und 


zwar  sind  die  bei  die- 
sem 6  renzü  bergange 
vernachlässigten  Glie- 
der höchstens  von  der 

Ordnung   

Wir  wollen  endlich  jenen 


Fig.  3. 


asymptotischen  Wert  für  ein  ganz  beliebiges  Rechteck  AB  CD  be- 
rechnen, dessen  Gegenecken  A  und  D  bezw.  die  Koordinaten  (w,  n) 
und  (m',  n)  besitzen.  Nun  ergiebt  sich  aus  (6)  für  die  Anzahl 
?l((0,  (w,  w))  für  ein  beliebiges  Rechteck  (0,  A),  falls  n'^m  ist. 


(7) 


?l/(0,  (m,  w>)  =  ^^^j  •  mn  -\ — —  l 


nH 


t 


WO  noch,  was  offenbar  zulässig  »ist,  —  durch  -     ersetzt  wurde.     Be- 

rechnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Anzahlen 

91,(0,  (m>'}),     %{0,(m,n)),    91,(0,  m»),     91,(0,  (i^i,  n)) 

für  die  vier  Rechtecke   (0,7)),  (0,(7),  (0,  jB),  (0,  J.),  so  ergiebt  sich 
aus  (7)  für  die  gesuchte  Anzahl  91,(^4,  D)  der  Wert 

9l,(^,  D)  =  -ji^,  {nin  —  mn  —  m'n  +  mn)  -f-  B 

=  ;^,  {ni  —  m)  {n  —  n)  +  JR, 

Wo    72   aus  den   soeben    angegebenen  RestgUedem   für   alle  jene   vier 
Heehtecke  gebildet  ist.     Ersetzt  man   aber  in  jenem  Aggregate  für  B 

alle  echten  Brüche  b  durch  -f-  1,  bezw,  —  1  und  alle  Produkte  -rl  y 

ciurch   das  gröfste  unter  ihnen,  also  durch  -rl-r-,  so  erhält  man  für 

z     z 

-4, (-4,  7))  den  Ausdruck: 


312  Vierundzwanzigste  Vorlesung. 

wenD  ft  =f  w' — m  und  v  =  n  — n  die  Seitenlängen  des 
AB  CD  bezeichnen,  und  hieraus  folgt,  wenn  man  diese  Gleichung  dvrdi 
(Av  dividiert  und  dann  zur  Grenze  m'=n=(X)  übergeht,  wahrend 
m  und  n  gegebene  endliche  Werte  behalten: 

da  bei  diesem  Grenzübergange  das  zweite  Glied  gegen  Null  konyergiert^ 

n'J«' 
und  zwar  ist  der  hierbei   begangene  Fehler  von  der  Ordnung 

Wir  können  aber  auch  von  der  Bedingung  absehen,  dafs  der  Anfiings- 
punkt  J.  =  (w,  n)  im  Endlichen  bleiben  soll;  auch  er  kann  vielmehr 
ins  Unendliche  rücken,  nur  müssen  die  Seitenlängen  fi  und  v  des  be- 
trachteten Rechteckes  so  grofs  angenommen  werden,  dafs  der  Quotient 

sich  der  Grenze  Null  nähert. 

Wählt  man  speziell  ^  =  1,  so  lehrt  unsere  Formel,  dafs  die  mitt- 
lere Anzahl  aller  teilerfremden  Systeme  (/,  A-)  innerhalb  des  Bechtecb 

AH  CD  gegen  die  Grenze  -j,  also  näherungsweise  gegen    -  konvergiert^ 

wenn  der  Punkt  D  auf  irgend  einem  Wege  ins  Unendliche  rückt;  oder 
die   Wahrscheinlichkeit,    dafs    zwei   beliebig  herausgegriffene   Zahlen  i 

und  /'  relativ  prim  sind,  ist     ^  • 

Hätten  wir,  wie  dies  Dirichlet  in  seinen  Vi^lesimgen  öfter  getlum 
hat,  unsere  Aufgabe  von  vornherein  als  ein  Problem  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung gefafst,  so  hätten  wir  das  vorher  gefundene  Resultat 
sehr  viel  einfacher  finden  können,  doch  mufs  gleich  hinzugefügt  werd«u 
dafs  diese  Dirichletsche  Herleitung  nicht  als  ein  strenger  Beweis  an- 
gesehen werden  kann. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  zwei  belie- 
bige Zahlen  /  und  k  relativ  prim  sind,  dafs  also  (/,  k)  r^  1  ist,  sei 
gleich  w,  so  lehrt  eine  einfache  Überlegung,  dafs  die  Wahrscheinlidi- 
keit  tVt  dafür,  dafs  zwei  Zahlen  i  und  A:  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  i 

haben,  gleich     ,    sein    mufs,    denn    in    diesem  Falle    mufs   ja    i  =  iji 

k  =  k^t  und  (/j,  Ä\)  ~  1  sein,  d.  h.  die  Anzahl  dieser  Systeme  ist  der 
fi  ^  Teil  von  der  Anzahl  aller  teilerfremden  Systeme  (/,  k\  Die 
Summe 


y^ti\  =  w-^  l. 


aller  dieser  Wahrscheinlichkeiten  mufs  aber  offenbar  gleich  der  Gewifr 
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10  gleich  Eins  sein,  denn  diese  Summe  giebt  ja  die  Wahrsehein- 
dafür,  dafs  jene  beiden  Zahlen  überhaupt  einen  gemeinsamen 
besitzen,  und  hieraus  folgt  also  für  w  die  Gleichung: 

1  6 

dieser  Deduktion  liegt  aber  von  vornherein  die  des  Beweises 
;e  Voraussetzung,  dafs  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  zwei 
grofse  Zahlen  i  und  k  relativ  prim  sind,  überhaupt  existiert, 
8  das  Verhältnis  der  Anzahl  der  primitiven  Systeme  (i,  k)  zu 
ahl  aller  Systeme  sich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  wenn 
ih\  der  betrachteten  Systeme  unendlich  grofs  wird,  und  dafs 
renze  analytisch  darstellbar  ist,  dafs  also  mit  ihr  gerechnet 
kann.  Streng  genommen  lehrt  also  die  Dirichletsche  Deduktion 
j  jene  Wahrscheinlichkeit,  falls  sie  überhaupt  eodstierty  notwendig 

-,    sein   mufs.     Dafs   die   von    uns   gegebene   Deduktion    keine 

rinzipieUe  Voraussetzung  macht,  ist  ein  sehr  wesentlicher  Vor- 
jelben. 

§4. 

elementaren  arithmetischen  Funktionen,  wie  die  Anzahl  9(n) 
heiten  modulo  w,  oder  die  Anzahl  Ad{^%)  aller  Teiler  von  w, 
ie    Anzahl    aller    Primzahlen    unterhalb    n    u.  a.  m.,     unter- 

sich  dadurch  sehr  wesentlich  von  den  einfachsten  Funktionen 
lysis,  dafs  sie  mit  wachsendem  n  zwar  im  allgemeinen  ebenfalls 
zu-  oder  ständig  abnehmen,  dafs  sie  aber  in  der  Umgebung 
r  Stellen  grofse  Wertschwankungen,  ein  plötzliches  Herabsinken 

ebenso  rasches  Wiederansteigen  der  Funktionswerte  zeigen, 
fällt  z.  B.  die  Funktion  Ad{n),  die  Anzahl  aller  Teiler  von  n, 
sie  im  allgemeinen  mit  wachsendem  w,  und  zwar  ziemlich  rasch, 
h,  dennoch  stets  auf  den  kleinsten  überhaupt  möglichen  Wert 
=  2  zurück,  sobald  w  eine  Primzahl  wird;  ebenso  erhält  q>(n) 
ien  relativ  sehr  grofsen  Wert  n  — :  1 ,  wenn  das  Argument  n 
em  Zunehmen  gleich  einer  Primzahl  wird.  Wie  unregelmäfsig 
jse  Funktion  sich  ändert,  zeigt  die  folgende  Tabelle,  welche 
Argumenten  zwischen  100  und  125  entsprechenden  Werte  von 
giebt: 

=  1(X),  101,  102,  103,  104, 105, 106, 107,  108, 109, 110, 111,  112 
=    40,100,    32,102,    48,    48,    52,106,    36,108,    40,    72,    48, 

=  113,  114, 115, 116, 117,  118,  119, 120, 121,  122, 123, 124, 125 
=  112,    36,    88,    56,    72,    58,    96,    32,110,    60,    80,    60,100. 
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Bei  dieser  grofsen  Regellosigkeit  der  Funktionswerte  läfst  es  sich 
voraussehen,  dafs  es  gewöhnlich  sehr  schwer  und  umständlich  sein  wird, 
eine  solche  arithmetische  Funktion  gei^iaxi  analytisch  darzustellen,  &Ib 
diese  Darstellung  überhaupt  gegeben  werden  kann. 

Diese  merkwürdige  Thatsache  führte  nun  naturgemäfs  zu  der  Fiage, 
ob  sich  diese  Unregelmäfsigkeiten  in  den  Wertefolgen  einer  arithme- 
tischen Funktion  nicht  ausgleichen,  wenn  man  den  Darchschnitt  einer 
längeren  Reihe  auf  einander  folgender  Funktionswerte  betrachtet,  und 
ob  nicht  bei  dieser  Art  der  Betrachtung  das  wahre  Gesetz  für  die  Wert* 
änderungen  jener  zahlentheoretischen  Funktionen  frei  von  diesen  m^ 
zufälligen  sprungweisen  Andenmgen  deutlich  hervortreten  wird,  dt  jene 
extremen  Schwankungen,  eben  weil  sie  nur  Ausnahmefälle  bilden,  des 
durchschnittlichen  Wert  nicht  wesentlich  beeinflussen. 

Diese  Fragestellung  führt  nun  von  selbst  zu  der  Untersudiiing 
der  Mittelwerte  arithmetischer  Funktionen,  und  zwar  ergiebt  sidi,  n» 
dies  gleich  vorweg  zu  nehmen,  das  schöne  Resultat,  dafs  man  auf  dien 
Weise  eine  wunderbar  einfache  und  deutliche  Einsicht  in  die  Nato 
einer  solchen  scheinbar  ganz  regellosen  Funktion  imd  in  das  Gesefa 
ihres  Wachsens  und  Abnehmens  erhält. 

Für  eine  und  dieselbe  Funktion  kann  man  nun  für  einen  belie- 
bigen sehr  grofsen  Wert  von  n  zwei  verschiedene  Mittelwerte  findo^ 
von  denen  der  erste  den  Verlauf  der  Funktion  in  dem   ganzen  Inter- 
valle von  1  bis  n,  der  zweite  ihren  Charakter  in  der  Umgebung  von  • 
allein  charakterisiert.    Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  folgend« 
annehmen,   dafs  die  Funktion  f\n)  nicht   blofs  für  alle   ganzzah%B8, 
sondern   auch  für  alle  dazwischen   liegenden   reellen  Werte  von  x  ^^. 
finiert,  und  dafs  f(x)  für  alle  endlichen  Werte  von  x  stetig  und  difrj 
renzierbar  ist;  eine  Annahme,  welche  offenbar  immer  erfüllbar  ist 

Ist  nun  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  stellt  der  Ausdruck: 

/•(i)  +  A'2)  +  •  •  •  +  /•(>0 

n 

das  arithmetische  Mittel  aller  Funktionswerte  in  dem  Intervalle  (l-i 
und  der  Grenzwert: 


(1) 


3/(A»))  =  lim^(^-^+/(?)J-:+^> 


«:=:« 


den  mittleren  Wert  der  Funktion  f{n)  überhaupt  dar,  falls  ein  sol 
Grenzwert  existiert,  was  jedesmal  erst  nachzuweisen  ist.     Ist 

F{n)  =  /•(!)  +  /•(2)  +  . .  .  +  /^(n) 

die    zu   f{n)    gehörige    sogenannte    sunmiatorische  Funktion,  so 
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=  —  *  ,  es  wird  also  dieser  erste  Mittelwert  durch  den  ein- 


n 
Lusdruck: 


itf  (/•)  =  lim  ^  =  lim  ^(*) 


X 


ut. 

>en  dieser  Zahl  M(f)  kann  man  nach  Gauss  (Disq.  arithm. 
—303)  einen  anderen  Mittelwert  angeben,  welcher  uns  den  mitt- 
ert  einer  Funktion  f(n)  in  der  Umgebung  einer  einzelnen  Stelle 
für  unbegrenzt  wachsendes  v  darstellt,  und  dieser  soll  der 
he  Mittelwert  genannt  und  durch  9K(/')  bezeichnet  werden. 
et  man  nämlich  das  arithmetische  Mittel 

v  +  l 

ndweichen  (v  -f-  1)  aufeinander  folgenden  Funktionswerten,  so 
sser  Quotient  den  mittleren  Funktionswert  von  f  in  dem  Inter- 
ft  4"  v)  ^*r;  setzen  wir  also  für  ein  gerades  v: 


•    •    • 


t  man  in  dem  dann  sich  ergebenden  Ausdruck: 

f{n-k)  +  /Xn -k  +  1)  +  . . . J- /;(n)  +_•  •  •_+  fin  +Jc) 

2Ä:+1 

:lereü  Wert  von  /'(m)  in  der  Umgebung  (n  —  fc,  •••,»  +  *)  ^^^ 

sen  wir  jetzt  die  die  Umgebung  von  n  bestimmende  Zahl  1c 
,  so  werden  die  in  den  2  k  -\-  1  Funktions werten  /"(A)  in 
;retenden  Unregelmäfsigkeiten  mehr  und  mehr  kompensiert; 
kann  man  k  nicht  beliebig  zunehmen  lassen;  wird  nämlich 
I  n  zu  grofs,  so  kann  jenes  Intervall  (n  +  k)  nicht  mehr 
Umgebung  der  Stelle  n  angesehen  werden.  Wir  lassen 
50 wohl    k    als    auch    n    selbst    unbegrenzt  wachsen,    aber   so, 

gegen  n    unendlich    klein    wird,    dafs    also    die   Verhältnisse 

k 
1  +       der  beiden  äufsersten  Intervallgrenzen  zu  n  sich  nur  un- 
wenig von  der  Einheit  unterscheiden.    Nähert  sich  dann  dieser 
b   einem    bestimmten   nur   von   n   abhängigen    Grenzwerte,    so 
wir  den  Ausdruck: 

=  lim   Um^^'^-*>-+-+fW+-+A»L+i)  („„l  =  o) 

.     _  2^4-  1  \       »        / 


n=x  k=x> 


ussischen  Mittelwert  der  arithmetischen  Funktion  f(fi)  für  den 
jfsen  Wert  n.    Bei  dieser  Definition  bleibt  es  aber  unbestimmt. 
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in  welchem  Verhältnis  k  gegen  n  unendlich  klein  wird;  >^-'inrin 
sehen,  dafs  die  Bestimmung  hierüber  jedesmal  durch  dif  Kabir  der 
gegebenen  Funktion  von  selbst  gegeben  wird. 

Wendet  man  dieselbe  Überlegung  auf  den  Ausdruck  (2)  an,  so 
hat  man  hier  zu  den  Grenzen  |it  =  oo  und  v  =  oo  überzugehen,  mit 
der  Mafsgabe,  dafs  die  Gröfse  v  des  Intenralles  gegen  fi  unendlich  Uein 
werden  mufs.  Ersetzen  wir  noch  fi  durch  fi  4~  1^  ^^  t'  -|-  1  dunh  i^ 
wodurch  der  Grenzwert  nicht  geändert  wird,  so  erhalten  wir  für  den 
Gaussischen  Grenzwert  den  Ausdruck: 

m{f(i.))  =  lim   lim  .  ^(>'  +  l)+-+f(»  +  >) 

wo  F(n)   wieder   die    summatorische  Funktion  zu  /*(«)  bedeutet  und 

wo  auf  der  linken  Seite  n  =  a  -\-  —  durch  f»  ersetzt  ist. 

Ist  die  zugehörige  analytische  Funktion  F{x)  far  grolse  Werte 
von  X  differenzierbar,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Mittelwertsatze  der 
einfachere  Ausdruck: 

gK(/-(^))  =  lim^^'*  +  *'^-^-^-'*^=    lim   F\ik-^8v\ 

wo  6  einen  unbekannten  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Führt  nuffl 
dagegen  an  Steile  der  summatori  sehen  Funktion  F{n)  den  erstöi 
Mittelwert  M{n)  aus  (1)  ein,  so  folgt: 

3K(/-(.„))  =  (>»  +  v.>M(a  +  .)-,3/(,)  _  j,f(^  +  ^)  +  ^  Mi^+^m^ 

und    falls  auch   diese  Funktion  in  jenem  Intervalle   diflFerenzierbw  ist^ 

so  folgt: 

SW(|ii)  =  M{iL  +  v)  +  fiM'di  +  dv)  ifxMi 

ist  M(fi)  speziell  eine  solche  Funktion,  dafs  för  unbegrenzt  wachsendes 
|[t,  V   und   abnehmendes  ilM'(\l  -^  öv)  gegen    das  erste  Glied  ve^ 

schwindet,  so  ergiebt  sich  mit  beliebiger  Annäherung: 


§5. 
Die  Bestimmung  der  zu  f\x)  gehörigen  summatorischen  Funktion 
F{x)  kann  in  vielen  Fällen  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  durch  (fe 
Eulersche    Summenformel  ausgeführt  werden.     Ich   möchte   an  dieser 


%  6.   Die  Eutereche  Summenfonnel.  Sil 

bUe  nur  an  die  Herleituug  jener  berühmten  formet  erinnern,  obnt 
ie  Aber  zu  beweisen,  ds  dies  Sache  der  Integralrechnung  ist*). 

Setsen  wir  der  Ein- 
ehlieit  wegen  die  be- 
ichtete Funktion  f{x) 
i  dem  Intervalle  0,  ■  -  ■  «  -^ 
Is  nicht  negativ  voraus, 
>  stellt  das  Integral 


ff(x)dx 


Y 

y 

\ 

k 

V 

«, 

R, 

f. 

'. 

«, 

fl. 

eometrisch   den   Inhalt    des   durch    die    Kurve    y  ^=-  f{x)    begrenzten 
lädieniitfickeB  OABC  dar;  dagegen  giebt  die  summatoriBche  Punktion: 

F(»)  -  /■(!)  +  «2)  +  •■■+/■(»)  -2  C*  +  !>-•■)  /■('  +  1) 

-  K,  +  Ji,  +  ■  ■  ■  +  B. 
ie  Somme  der  n  Rechtecke  Hk,  welche  aus  den  Ordinaten  f{k) 
nd  den  dazwischen  liegenden  Teilen  der  Abscissenaxe  gebildet  sind, 
ene  Somme  F(n)  wird  also  näherongs weise  durch  das  Integral  dar- 
!B8tellt.  Untersucht  man  nun  unter  Anwendung  des  Mittelwertsatzes, 
'eldier  Fehler  bei  dieser  Darstellung  gemacht  wird,  so  erhält  man 
ben  die  Eulersche  Qleichung: 

/■(!)  + «2) +  ...  +  /•(«) 

-  c  +Jf{£)dx + i  /■(,)  +  i  r  (»)  -  ^^  rw  i 

1 
icT  bedeutet  C  eine  von  f{x)  abhängige  Konstante,  welche  jedesmal 
^rechnet  werdm  mufs,  und  t  einen  nnbekannten  positiven  echten 
VBcb,  und  es  ist  vorausgesetzt,  dafs  die  Funktion  f{x)  nebst  ihren 
ier  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervalle  (1,  ■  -  -  n)  endlich  und  stetig 
t,  und  dafs  femer  f""{sr)  in  jenem  Intervalle  keine  Zeichenändernng 
■«hrt. 

Wir  wollen  diese  Gleichung  nur  auf  die  Bestimmung  der  Reihe 
~j-  2  +  Y  "H  ■ '  ■  H"  *^'"  *'°  beliebig  grofses  n  anwenden,  da  wir 
te  hier  erlangte  Resultat  im  folgenden  notwendig  brauchen  werden. 
t  diesem  Falle  ist  also: 


*)  T^'.  z.  B.  SchlSmilch,  Compendium  der  höheren  Analyaix.  V.  Aii8. 


J.  I, 
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m=ir,    n^i=-l,    r»  =  -S, 


f""{T)  ^ 


\ 


.-*  ■ 

die  Bedingungen  für  die  Anwendbarkeit  der  Eulerschen  Sammenfonnd 
sind  also  alle  erfüllt,  und  man  erhält  aus  ihr  die  folgende  Gleichung: 


1  +  V  +  4-  + 


+  1  =  0  +  ?«  +  ^- 


2n 


12  n 


1  + 


6411* 


Um  die  von  n  unabhängige  Konstante  C  zu  finden,  schaffen  wir  h 
auf  die  linke  Seite  und  gehen  dann  zur  Grenze  för  w  ==  oo  tber. 
Dann  ergiebt  sich  für  C  die  einfache  Gleichung: 


C^Umjl  +  i-+-    -f-i-H 


n=:ao 


d.  h.  C  ist  der  Wert,  um  den  sich  die  Summe  der  reeiproken  ZaUei 
von  1  bis  n  von  In  unterscheidet,  wenn  n  unbegrenzt  wächst   Enetat 


man  hier  -j-  durch 
k 


k  —  \ 


z      dzy    so   kann    der   in    Klammem 


Ausdruck  rechts  so  geschrieben  werden: 

1 


1  n 


dz 


/ 


dy 

y 


und  durch  die  Substitution: 


z  =  \  — 


1  —z 


dz='  — 


d| 


1  —  g  =  — , 
geht  er  über  in: 

/-?  f  ('- ('- .!)V/7=/¥('-('-4)V./> 

n  10  1 

Geht  man  hier  zur  Grenze  n  =  oo   über  und  beachtet  dabei 

dafs    unser   Integral    für    unbegrenzt    wachsendes    n   konvergiert.,  oBtj 

zweitens,  dafs: 


n 


lim  (i — -^y 


ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Konstante  C  der  Ausdruck: 

^=ßH'- '-')  -ff  -/V  «  -f^' 

0  10  1 

wenn  wir  nun  den  ersten  Integranden   in  eine  Pot.enzreihe  entwich 
und    dann    gliedweise    integrieren,    und    den    zweiten    durch  die  Sbl 
stitution : 
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ransformieren^  so  folgt: 

1 


e 


c—1 ^-4.-i ^-1 ^  r^s 

^~^         22!     '33!         44!     '  jTj' 

0 

Jas  hier  an  zweiter  Stelle  stehende  bestimmte  Integral: 

c 


0 

För  eine  beliebige  obere  Grenze  c  wird  bekanntlich  der  Integrallogarith- 
aaus  genannt  und  durch  li(c)  bezeichnet;  derselbe  spielt  gerade  in  der 
Sahlentheorie  eine  wichtige  Rolle.  Man  erhält  also  für  die  Zahl  C, 
irelche  die  Eulersche  Konstante  heilst^  die  für  die  numerische  Berech- 
aung  äuTserst  bequeme  Formel: 


v*-l 


ud  ans  ihr  ergiebt  sich 

C  =  0,5772156649  ■  •  • . 

§6. 

Die  Bestimmung  des  mittleren  Wertes  einer  arithmetischen  Funk- 
ion f(k)y  d.  h.  des  Grenzwertes: 

M(fin))  =  lim  Al)  +  /-(2)  +  ---  +  An)  _  ^^  Fjn) 

^Mim  in  vielen  Fällen  auf  wunderbar  einfache  Weise  ausgeführt  werden, 
her  nur  unter  der  notwendigen  Voraussetzung,  dafs  man  bereits  ander- 
»•«itig  wisse,  dafs  für  f(k)  ein  Grenzwert  existiert,  d.  h.  dafs  der  Quo- 

ient  —  -    mit  wachsendem  n  einer  von  n  unabhängigen  Grenze   zu- 

fciebi 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  endliche  Dirichletsche  Reihe: 

1 

eiren  Koefficienten  die  Werte  f{k)  der  zu  untersuchenden  arithme- 
^chen  Funktion  sind,  und  die  wir  uns  bis  zu  einem  beliebigen 
K  -j-  ly^  Gliede  ausgedehnt  denken.  Da  für  jeden  positiven  Wert 
Dn  0: 
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ist^  so  ist  jene  Reihe 


t-f-'2mfß-'- 


Auf  diese  Reihe  wenden  wir  nun  eine  Transformation  an,  weldie 
wohl  zuerst  von  Abel  und  zwar  mit  sehr  grofsem  Erfolge  benutzt 
worden  ist.     Sind  nämlich: 

2n  -{-2  beliebige  Gröfeen,  so  folgt  aus  der  Identität: 

*  =  i 
die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung 

1  1 

m 

in  welcher  die  Abelsche  Umformung  enthalten  ist. 
Setzen  wir  nun  in  dieser  Gleichung 

OD  jb+l 

1 

und  setzen  wir  das  erste  Element  Bq  =  0,  so  ergiebt  sich  aus  te 
rechten  Seite  von  (2)  unter  Benutzung  von  (1*)  die  folgende  Danto- 
lung  unserer  Reihe: 

Die  erste  Summe  rechts  können  wir  nun  als  ein  einziges  Integrd 
schreiben,  wenn  wir  au  Stelle  der  Zalilenreihe  F(k)  eine  Funktion  Sw: 
einfühi-en,    welche   in   jedem    der    Intervalle    (/;  •  •  •  Ä* -f- 1)    durcli  w; 
Gleichungen : 

(ö)  x^{x)  =  F{k)  p,;'.+3 

deliniert  sein  soll.     Für  alle  ganzzahligen  Werte  von  x  ist  also 
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)  m  -  ^ 

ich  dem  Mittelwerte  M(f{k))]  für  alle  dazwischen  liegenden  Werte 
dagegen  %{x)  =  — —]  in  jedem  einzelnen  Intervalle  (it^a:<Ä-f- 1) 

lert  sich  also  die  Funktion  %(x)  stetig,  aber  unmittelbar  vor  dem 
^hligen  Argumentwerte  macht  sie  einen  Sprung,  dessen  Gröfse  g, 
enbar  gleich 

<;,  =  Imx  (g(*)  -  gOk  -  d»  =  mil|:^ZLL)  =.  ^), 

0  im  allgemeinen  von  endlicher  Gröfse  ist;  jedoch  nehmen,  falls  die 
ofien  fQc)  endlich  bleiben,  diese  Zahlen  g^  mit  wachsendem  k  un- 
{renzt  ab. 

Setzen  wir  die  Punktion  FQc)  auf  der  rechten  Seite  von  (4) 
ter  das  Integralzeichen,  und  führen  wir  dann  die  Funktion  %(x)  ein, 
geht  diese  Gleichung  über  in: 


-'S 


'%{x)dx   ,      F(n) 


af  {n+iy 

der  Integrand  ^-^  für  ein  positives  a  nur  an  einer  endlichen  An- 

1  von  Punkten  Unstetigkeiten  von  endlicher  Gröfse  besitzt,  so  folgt, 
8  das  rechts  stehende  Integral  endlich  und  differenzierbar  ist,  und 
iselbe  gilt  für  den  Grenzwert  jenes  Integrales  für  n  =  cx) ,  sobald 
r  der   absolute  Wert   von  FQc)   unterhalb   einer   endlichen   Grenze 

aT)t,  denn  alsdann  ist  ja:   |  x^{x)  |  <S',  |  5(^)  I  "^  ~;  ^^^  ^  ®^^ 

sc 

Bitives  e: 

I    r^{x)dx  I  rjx_  _  ^ 

\J       af       \^^J  0?+'-  z' 

1  1 

z.  b.  w. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  man  wisse,  dafs  M(f{n))  =  — —  mit 

chsendem  n  gegen  einen  endlichen  Grenzwert  C  konvergiert,  so 
ä  also 

n 


)  ^=,0  +  8, 


,  wo   dn  mit   wachsendem  n  unendlich  klein  wird.     Dann  besteht 
)  wegen  (5*)  für  unsere  neue  Funktion  ^{x)  eine  Gleichung: 
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(6")  ^(x)  =  C  +  S(x), 

WO  wir  von  der  Funktion  d(x)  nur  wissen,   dab  sie  fOr  endliehe  x 

endlich  und  dafs 

lim  d{x)  =  0 

ist.  Setzen  wir  diesen  Wert  von  %(x)  in  die  Gleichung  (6)  eio^  und 
multiplizieren  sie  mit  e  —  1,  so  ergiebt  sich  weiter: 

1 

Das  erste  Integral  besitzt  den  einfachen  Wert 
(?•)  Ce(l  -  (n  +  l)'-0 ; 

um  das  zweite  naherungsweise  zu  berechnen,  teilen  wir  das  Inte- 
grationsintervall  in  zwei  Teile  (1  •  •  •  A)  und  (A  •  •  •  n  +  1);  dann  können 
und  wollen  wir  X  von  vom  herein  so  grofs  annehmen,  dab  d{x)  in 
dem  ganzen  Intervalle  (A  •  •  •  oo),  also  a  fortiori  auch  innerbD) 
(A  •  •  •  «  +  1)  seinem  absoluten  Werte  nach  unterhalb  einer  beliebig 
kleinen  Gröfse  r  bleibt.  Ist  dann  a  eine  solche  positive  Zahl,  d&b 
I  d(a;)  I  in  dem  ersten  Intervalle  (1  •  •  •  A)  kleiner  ist  als  a,  so  ergiebt 
sich  für  das  zweite  Integral: 

(8)    '/  ^     •/  ^     V  ^'     ^  *•     ^  ^ 

Hieraus  folgt,  dafs  das  ganze  zweite  Integral  zu  Null  wird,  wenn  man 
zuerst  n  unendlich  grofs  werden,  und  dann  ;?  g^g^ii  Eins  konvergieren 
läfst.     In  der  That  ist  ja  wegen  (8) 

1 

da  nun  der  erste  Bruch —  für  is  =  1  gegen  den  wahren  Weit 

—  lg  A  konvergiert,  während  das  letzte  Glied  bei  jenen  Grenzflbtf* 
gangen  in  ö'r  übergeht,  so  wird  die  rechte  Seite  von  (8*)  in  der  Th»t 
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mdlich  klein.    Dasselbe  gilt  aber  auch  von  dem  letzten  Gliede  in  (7), 
in  es  ist  wegen  (6*) 


<"+')•      ..-.(.+i)- 


d  die  rechte  Seite  geht  fdr  n  =  oo  in  Null  über^  solange  noch  jer  >  1 
eibt.  Da  nun  dasselbe  auch  von  dem  zweiten  Gliede  in  (7*)  gilt,  so 
pebt  sich  schlielslich  aus  (7),  wenn  man  zuerst  zur  Grenze  n  =  oo 
id  dann  zur  Grenze  0=1  übergeht: 


lim  lim  (.  -  1)  V^  =  C=  lim  0^1+m±^ 


am  nach  (6*)  ist  ja  C  =  lim  — ^  •     Man  erhält  also  den  folgenden 
iteressanten  Satz: 

Besitzt  die  arithmetische  Funktion  f{K)  überhaupt  einen  Mittel- 
wert^ so  konvergiert  die  zugehörige  Dirichletsche  Reihe  "^  •— 
für  j?  >  1,  und  das  Produkt 

konvergiert  für  ^=»1  gegen  einen  bestimmten  Grenzwert, 
welcher  gleich  dem  Mittelwerte  von  f{}i)  ist. 

Ich  bemerke  noch,  dafs  dieser  Satz  auch  dann  noch  richtig  bleibt, 
enn  jener  Mittelwert  C  unendlich  grofs  sein  sollte,  da  in  diesem  Falle 
6  zugehörige  Dirichletsche  Reihe  ebenfalls  über  jedes  MaDs  hinaus 
achst,  denn  dann  folgt  ja  aus  (5*),  dafs  %{x)  für  grofse  x  unendlich 
ird.  Nimmt  man  also  an,  dafs  von  einem  genügend  grofsen  Werte  % 
I  S(^)  beständig  gröfser  ist  als  f$(|),  so  ist: 


•  — 1' 


(bt  man  also  in  (6)  n  =  oo  und  unterdrückt  den  zweiten  Summanden 
ichts,  so  ergiebt  sich  die  Ungleichung: 

l 


^  1 


— 1  ' 


H)  ist  der  Grenzwert  der  linken  Seite  für  z=^\  gröfser  als  3(6),  er 

'  also,  da  |  beliebig  grofs  gewählt  werden  kann,  in  der  That  unend- 

h  grofs. 

Da  man  nun  in  vielen  FäUen  den  Grenzwert  von 

21» 
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(^-■^)y/-3 


1 

für  z  =\  leicht  bestimmen  kann;  so  würde  dieser  Satz  ein  sehr 
branchbares  Mittel  zur  Bestimmung  der  Mittelwerte  liefern^  wenn  seine 
Anwendbarkeit  nicht  die  Voraussetzung  der  Existenz  dieser  Mittel- 
werte involvierte.  Da  wir  diesen  Existenzbeweis  aber  nur  sehr  selten 
auf  einfachere  Weise  geben  können^  so  werden  wir  uns  dieses  Satzes 
nur  zur  Verifikation  der  gewonnenen  Resultate  bedienen,  und  in 
der  nächsten  Vorlesung  andere  Methoden  zur  Bestimmung  der  mittleren 
Werte  auseinandersetzen ,  welche  von  jeder  unbewiesenen  Voraus- 
setzung frei  sind. 

Für  die  einfachste  Dirichletsche  Reihe 

1 
ergiebt    sich  unmittelbar,    dafs    sie    für    z  =  \   wie    -— ^  unendlich 

wird,  was  wir  früher  auf  anderem  Wege  bewiesen  hatten,  denn  fär 
diese  Reihe  ist  /*(ä;)  =  1,  also  der  Mittelwert  der  Koefficienten 

1 

also  ist  in  der  That 

w.  z.  b.  w. 

Als  eine  zweite  einfache  Anwendung  dieses  Satzes  suchen  wir  den 
Mittelwert  der  arithmetischen  Funktion 


ftj,_f)_]j(._i) 


zu  bestimmen,  welche  das  Verhältnis  aller  Einheiten  modulo  A  zu  allen 
modulo  Ä:  inkongruenten  Zahlen  angiebt. 

Wir  hatten  für  die  Funktion  9?(A:)  auf  S.  267  die  folgöade  Glei- 
chung gefunden: 

CO  *  /?  \  * 

1  1  1 

Geht  man  hier  auf  beiden  Seiten  zur  Grenze  z  =  1  über,  nachdem 
man  diese  Gleichung  mit  z  —  1  multipliziert  hat  und  beachtet  man 
dabei,  dafs: 
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00  00 


lim    V-i-=VJL  =  »' 
,=1  -^  ä1+'        -^  ä«  6 

d 

lim(.-l)  V-l  =  l 

,   80   ergiebt   sich  aus  (9)  und  (10)  eine  Gleichung,   die  man  o£fenr 
r  so  schreiben  kann: 

it  Benutzung  unseres  allgemeinen  Theoremes  ergiebt  sich  also  der 
jrkwürdige  Satz: 

Besitzt  die  arithmetische  Funktion  ^^  überhaupt  einen  Mittel- 
wert, konvergiert  also  die  Summe 

för  unbegrenzt  wachsendes  n  gegen  einen  von  n  unabhängigen 
Grenzwert,  so  ist  derselbe  gleich  -^» 

Wir  wollen  auf  die  Folgerungen  aus  diesem  Resultate  erst  dann 

igehen,  wenn  wir  es  direkt,  d.  h.  ohne  jene  unbewiesene  Annahme 

rgeleitet  haben.     Wir  wollten  nur  zeigen,  wie  einfach  jene  Fragen 

beantworten  sind,  wenn  man  darauf  verzichtet,  sie  ganz  streng  zu 

}en. 


Fünfundzwanzigste  Vorlesung. 

Die  arithmetiBchen  Funktionen  Ton  Zahlensystemen  und  ihre  Mittelwerte.  —  An- 

Wendungen:   Die  mittleren  Werte  der  Funktionen  tp(n)  und  ^^.   —  Ober  die 

arithmetischen  Funktionen ,  welche  von  den  Divisoren  einer  Zahl  abhängen  and 
über    die    Mittelwerte    derselben.    —    Die    grOfseren    und    kleineren   DiTiBoren 

einer  Zahl. 

§  1- 

Wir  woUen  die  in  der  vorigen  Vorlesung  begründete  Theorie  jetit 
auf  die  wirkliche  Bestimmung  der  mittleren  Werte  einiger  arithmeti- 
schen Funktionen  anwenden.  Wir  stützen  uns  dabei  zunächst  auf  die 
in  §  1  und  §  2  jener  Vorlesung  abgeleiteten  Resultate  über  die  Zahlai- 
systeme  ((«,  k))  und  geben  diesen  eine  solche  Form,  dab  sie  selbst 
als  einfache  Beispiele  zu  der  Theorie  der  Mittelwerte  erscheinen.  Zu 
diesem  Zwecke  dehnen  wir  unsere  Theorie  auf  die  Betrachtung  der 
arithmetischen  Funktionen  von  Zahlensystemen  aus. 

Es  sei  f(iy  k)  eine  arithmetische  Funktion  der  beiden  gansen 
Zahlen  i  und  k,  sie  sei  also  eindeutig  bestimmt^  wenn  i  xmd  k  beliebig 
gegeben  sind.  Wie  wir  nun  in  der  vorigen  Vorlesung  die  Funktion 
f{i)  entweder  in  einem  Intervalle  (1,  •  •  •  n)  oder  in  einem  anderen 
(fi,  •  •  •  fi  +  v)  betrachteten  und  beide  Male  das  arithmetische  Mittel: 

— und        *'^^- — 


n  V 


aller  Funktionswerte  in  jenem  Intervalle  aufsuchten,  ebenso  betrachten 
wir  jetzt  das  arithmetische  Mittel  aller  Funktionswerte  f(i^  k)  in  einem 
zweidimensionalen  Gebiete  (i\  /•;);  imd  zwar  erhalten  wir  die  einfachste 
Verallgemeinerung  jener  beiden  Mittelwerte,  wenn  wir  für  jenes  Gebiet 
beide  Male  ein  Rechteck  wählen,  dessen  Seiten  der  horizontalen  und 
der  vertikalen  Axe  parallel  sind. 

Betrachten  wir  zunächst  /*(e,  k)  für  alle  Wertsysteme: 

(1,1),   (1,2),  (l,n) 

(w,  1),  (w,  2), (»»,  n) 


* 
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ir  ein  beliebiges  m  und  n,  so  erhalten  wir  in  dem  Ausdracke: 

J"  J'/(»,*) 

len  gesuchten  Mittelwert  für  f(iy  k)  in  jenem  Rechtecke  (i?).  Legen 
nr  dagegen  das  allgemeine  Rechteck: 

Ot+l,^'+l), (^+l,^'  +  v') 

(9t)=  i  i 

•  ■ 

0*  +  v,  ft'  +  1), (;»  +  V,  ft' +  v') 

zn  Grunde,  so  erhalten  wir  in  dem  Quotienten: 

den  Oauss'schen  Mittelwert  von  /*(»,  i)  in  der  Umgebung  (SR)  von  irgend 
einem  in  9i  liegenden  System  (i,  i)  unter  der  notwendigen  Voraus- 
setzung^ dafs  jenes  ganze  Gebiet  (91)  als  klein  gegenüber  der  Gröfse 
yon  n  und  (i'  angesehen  werden  kann. 

Lassen  wir  nim  in  beiden  Fällen  das  betrachtete  Rechteck  in 
«einen  beiden  Dimensionen  unbegrenzt  wachsen  und  konvergieren  jene 
beiden  Mittelwerte  dann  gegen  bestimmte  Grenzwerte^  so  sind  diese 
Verallgemeinerungen  des  allgemeinen  und  des  Gaussischen  Mittel- 
wertes für  Funktionen  von  zwei  Argumenten  f(iy  k),  Ln  zweiten  Falle 
mnis  man  aber  die  Seiten  v  und  v'  in  der  Weise  wachsen  lassen^  dafs 
sie  bezw.  gegen  ft  imd  ft'  klein  bleiben.  So  ergeben  sich  also  die 
beiden  Mittelwerte: 

M{f)  =  lim   ^""^ 


_  « ^      tntt 


^ni,  *) 

aRm=    lim      Um   <«)__.  lim-  =  üm^  =  0, 

/u,^  =3  00   y,y  =soo        '^ '^  r  r 

Wählen   wir  speziell  f(i,  k)   gleich   1    oder   gleich   0,  jenachdem 
und  k  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  t  haben  oder  nicht,  so  geben 
ie  über  die  beiden  Rechtecke  B  bezw.  SR  erstreckten  Summen 

(«) 


.J1 
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offenbar  die  Anzahlen  der  in  12  bezw.  91  befindlichen  Systeme  {%,  V)  f^  i 
an,  und  nach  den  im  §  3  der  letzten  Vorlesung  bewiesenen  Salzen 
nähern  sich   also   die  beiden  Mittelwerte   M{f)    und   9R(/*)  mit  un- 

begrenzt  wachsendem  R  und  9t  derselben  Grenze^  nämlich  —rp-    Nach 

der  am  Schlüsse  des  §  3  gemachten  Bemerkung  war  der  im  zweiten 
Falle  bei  dem  Grenzübergange  gemachte  Fehler  nach  der  früheren  Be- 

Zeichnung  von  der  Ordnung  ,   nach  der  hier  benutzten  also  tob 

der  Ordnung  yi±J!L4??_±J2^  wenn  wir  unter  (i  die  grofsere  der 
Zahlen  ^  und  ft'  verstehen.     Dieser  Quotient   kann   aber  durch 

einfacheren  ^^  ersetzt  werden^  weil  sich  das  Verhältnis  jener  beiden 
Zahlen: 

^^^i^r^  -  (1  +  7)  G  +  ^) 

mit  wachsendem  u  dem  Grenzwerte  Eins  nähert,  da  lim  —  =^0  wird. 
Ist  endlich  v^v\  so  folgt,  dafs  der  hier  begangene  Fehler  kleiner,  ab 

ist;  es  müssen  daher  v  und  v'  so  im  Verhältnis  zu  fk  und  fi'  gewählt 
werden^  dafs  die  drei  Quotienten: 

>'        ^7'        ~^ 

unendlich  klein  werden.  Diesen  Bedingungen  wird  z.  B.  durch  die 
Annahmen: 

genügt,  da  diese  Brüche  dann  der  Reihe  nach  gleich: 

1  1  IfJL 


werden. 


fi*  jii^  jii^ 


§2. 

Wir  benutzen    nun   das   im   vorigen   Abschnitte   gefundene  allge- 
meine  Resultat,   um   die   mittleren   Werte    der   beiden   arithmetisdien 

Funktionen  q){n)  und  -—  aufzusuchen,  und  zwar  werden  wir  uns  hier 

und  im  Folgenden  ausschlielslich  mit  dem  Gauss'schen  Mittelwerte  be- 
schäftigen, da  der  andere  nur  als  Mittel  zum  Zwecke  anzusehen  ist. 
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Zu   diesem   Zwecke   betrachten   wir   in   dem  Systeme   {(i.  Je))   ein 
eieck: 

(1,1) 

(2, 1),  (2,  2) 

(3, 1),  (3,  2),  (3,  3) 


(n,  1),  (»,  2),  (»,  3),  •  •  •  (n,  n), 

reiches  einem  beliebigen  ganzzahligen  n  entspricht,  und  suchen  die 
iDzahl  aller  teilerfremden  Systeme  (i,  k)  f^  l  innerhalb  desselben,  d.  h. 
rir  bestimmen  die  Anzahl  der  teilerfremden  Systeme  (»,  k),  für  welche 

it.  Da  aber  allgemein  in  der  i^  Zeile  jenes  Dreieckes,  also  unter 
en  Elementen  (i,  1),  (i,  2),  •  •  •  (i,  i)  genau  q>(i)  primitive  Systeme 
orhanden  sind,  so  ist  die  gesuchte  Anzahl 


n 


ergänzen  wir  nun  jenes  Dreieck  zu  einem  Quadrate  von  n*  Ele- 
lenten,  indem  wir  allgemein  in  der  ^  Zeile  die  Elemente  (i,  i  + 1), 
f,»-|-2),  •••(»,  n)  hinzufügen,  und  suchen  wir  jetzt  die  Anzahl  aller 
3Üerfremden  Systeme  (t,  Je)  in  diesem  Quadrate,  so  war  diese 

-i  n*  +  Ssnln. 

ie  sich  aus  der  Formel  (7)  S.  311  für  t=l  und  für  m  =  n  ergiebt. 
^ese  Anzahl  ist  nun  genau  das  Doppelte  der  vorher  gesuchten  Zahl 
(n),  denn  da  das  quadratische  System  ((t,  Je))  symmetrisch  ist,  so 
itspricht  jedem  Elemente  (f.  Je)  ^^  1  unterhalb  der  Diagonale  ein  eben- 
)lches  oberhalb  derselben,  während  von  den  Diagonalelementen  (i,  i) 
üt  einziger  Ausnahme  des  ersten  kein  einziges  primitiv  ist.  Wir 
Aalten  also  fQr  A{n)  die  Gleichung: 

n 

1)  A(n)  =  2^  9»  (t)  =  ^  n»  +  Y  enln, 

1 

.  h.  es  ergiebt  sich  f&r  den  Mittelwert  von  g)(n)  in  dem  Bereiche 
I,  ■  ■  ■  n)  die  einfache  'Gleichung: 

M((p(,n))  =  -^ ^  n-  ^  +  y  £i». 
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Wir  berechnen  jetzt  weiter  den  Gaussischen  Mittelwert  von  9(11) 
in  der  Umgebung  (n  —  /;,•••  n  +  Ä;)  der  Stelle  n;  nach  der  Fonnd 
(3)  a.  S.  315  ist  derselbe: 

und  nach  (1)  ergiebt  sich  abo: 

=  i|(2«-l)  +  JJ  =  y  +  B', 
WO  das  Restglied  B'  durch  die  Gleichung: 

gegeben  ist^  und  s'  und  e''  positive  oder  negative  echte  Brüche  bfr* 
deuten. 

Wir    wollen   nur   die   Grolsenordnung    des   Restgliedes  B'  Mr 

3 

stellen:  dazu  können  wir  das  Glied «  fortlassen,  b'  und  a"  dmti 

+  1  bezw.  —  1  ersetzen,  auTserdem  im  Nenner  2k  -{- 1  durch  2^ 
im  Subtrahendus  n  —  Je  —  1   durch  n  —  k  ersetzen,  und  eidlich  im 

dann    auftretenden   Zahlenfaktor     -  fortlassen,   weil   durch   alle  diese 

Veränderungen  der  absolute  Betrag  des  Restes  vergröfsert  oder  nur  um 
Gröfsen  höherer  Ordnung  verkleinert  wird.  Dann  ergiebt  sichfärlT 
der  einfachere  Ausdruck: 

{n  +  k)l{n  +  k)  +  {n  —  k) l(n -  k)  ^^ir^t  _  j,v\    i    ^  »*  +  ^ 


-2T  +  f'(i-.-)  +  '— J 


1  — 

n 

Entwickelt  man   endlich  die   beiden  Logarithmen  nach  Potenzen  von 

— ,   so   erkennt  man ,  dafs  die  beiden  letzten  Glieder   mit  der  ersten 

k  . 

Potenz  von  —  beginnen;  das  Restglied  iJ'  kann  also  in  der  Form  ge- 

schrieben  werden: 

T?'       .        nln    .       ^    k 

wo  fj  und  ^2  positive  oder  negative  echte  Brüche  und  a  und  ß  geeiput 


§  2.   Der  Mittelwert  von  tp  (n).  331 

i  wählende  endliche  Eonstanten  bedeuten;  man  erhält  also  für  den 
isnchten  Mittelwert  den  einfachen  Ausdruck: 

•)  a»(,,(n))  =  y  +  «,«^  +  *,^~ 

Geht  man  jetzt  zur  Grenze  ( »  =  oo,  —  =  0  j  über,  so  sieht  man, 

&  Ä;  im  Verhältnis  zu  n  nicht  ganz  beliebig  klein  gewählt  werden 
um,  wenn  die  beiden  hier  auftretenden  Bestglieder  gegen  das  erste 
lendlich  klein  werden  sollen.  Am  besten  wäre  es,  wenn  k  so  be- 
immt  werden  könnte,  daft  jene  beiden  RestgUeder 

nln  j  k 

-y-         und         — 

k  n 

wa  Yon  gleicher  Ordnung  würden.     Dann  mülste  aber  i*  von  der 
rdnung  ri^ln,  also  k  von  höherer  Ordnung  als  n  selbst  sein,  es  würde 
80  durch  3Ä(9)(n))  nicht  der  Mittelwert  von  q)(n)  in  der  Umgebung 
f  Stdle  n  dargestellt. 
Um  ein  möglichst  gutes  Resultat  zu  erzielen,  setzen  wir: 

I  wählen  also  die  Umgebung  von  n  zwar  verhältnismäTsig  grofs 
gen  n,  aber  doch  noch  gemäfs  den  oben  gestellten  Anforderungen, 

,  daCs   lim  —  =  lim  ,-  ==  0  wird.     Dann  werden  die   beiden  Rest- 

ieder  in  (2)  bezw.  von  der  Ordnung  (In)^  und   p;   dieses  letztere 

etglied  kann  dann  also  gegen  das  erste  vernachlässigt  werden,  und 
in  erhält: 

>  9R(9>(n))  =  y  +  ?5Gn)»; 

ftlr  sehr  groISse  Werte  von  n  hat  abo  fp(n)  die  durchschnittliche 

Grölse  — y,  d.  L  ziemlich  angenähert  die  öröfse  yn. 

Es  ist  interessant  zu  sehen,  dafs  dieser  mittlere  Wert  schon  bei 

hältnismälsig  kleinen  Zahlen  n  eine  recht  gute  Annäherung  giebt. 

ihlt  man  z.  B. 

n  =  112,        k=12, 

wird,  wie  eine  kleine  Rechnung  unter  Benutzung  der  a.  S.  313  ge- 
•enen  Tabelle  lehrt: 

aR(9(112))  =  ^^^  =  ^  =  67,68, 
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während       •  112  =  67,2  ist;  der  begangene  Fehler  ißt  als^  schon  hi» 


kleiner  als  y* 


§3. 


Wir  wollen  jetzt  den  Mittelwert  der  Funktion: 

■m-j) 


n 


p/n 


in  gleicher  Weise  berechnen,  jetzt  aber  unabhängig  von  der  im  §  6 
der  vorigen  Vorlesung  gemachten  Voraussetzung,  daJjs  ein  solcher 
Mittelwert  wirklich  existiert.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  die 
Anzahl  ^[^(O,  (m,  n))  aller  in  einem  beliebigen  Rechtecke 

((1, 1),  (1,  n),  (m,  1),  (m>  n)) 

befindlichen  Systeme  (f,  k)  ^^  l  auf  zwei  verschiedene  Arten,  und  finda 
dann  den  gesuchten  Mittelwert  durch  Gleichsetzung  jener  beiden  Besot 
täte.    Nach  der  Formel  (6)  a.  S.  311  ist  jene  Anzahl: 

(1)  Sil  (0,  (m,  n))  =  ^mn'{'  Senlm . 

Betrachten  wir  nun  zweitens  die  n  in  einer  beliebigen  Ä*^  Zeile  stehen- 
den Systeme: 

(2)  (k,  1),  •  • .  Qc,  Je);  (k,  A  +  1),  ■ . .  (k,  2ky,  (k,2k  +  l), (Ml 

so  sind  unter  den  k  ersten  (A;,  1),  •  •  •  (ife,  Ä)  genau  fp(k)  teilerfremd« 
Systeme  enthalten,  ebenso  unter  den  k  folgenden  (Z:,  Z;  +  1),  •  •  •  {hjU\ 
da  diese  ja  den  k  ersten  äquivalent  sind,  u.  s.  w.     Also  zerfallt  die 

Reihe  (2)  in  [^  1  Partialreihen  von  je  k  Elementen,  von  denen  jede 
(p{n)  Einheitssysteme  enthält,  und  zu  ihnen  tritt  dann  noch  eine  klei* 
Anzahl  (^*7  f  jcl  ^  +  1)?  •  '  '  {^7^)f  welche  die  letzte  unvollstandip 
Partialreihe  bilden,  imd  in  welcher  die  Anzahl  der  Einheitssysteme 
^  q)(k)  ist.  Mithin  ist  die  gesuchte  Anzahl  für  eine  der  m  Horizontal- 
reihen  unseres  Rechteckes  gleich: 

WO  dj^  nicht  negativ  und  höchstens  gleich  Eins  ist.  Ersetzt  man  noci 
P^l  durch  -|-  —  tf^',  wo  0^d^'<l  ist,  imd  setzt  man  dann  dj  —  tf/==^i' 
SO  wird  jene  Anzahl: 


n 


9(Ä:) 


k 


-  +  h9>Q^)> 
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►  jetzt  €j^  zwischen  —  1  und  +1,  die  letzte  Grenze  eingeschlossen, 
gen  kann.  Bilden  wir  nun  die  Summe  dieser  Anzahlen  für  alle 
Horizontalreihen  und  setzen  diese  der  in  (1)  gefundenen  Gesamtzahl 
jich,  so  ergieht  sich  schliefslich : 

m  m 

n^^-^  ^ €j^q>{k)  =  ^,  ww  +  3sn  Igm, 
1er  durch  Division  mit  mn: 

0  das  Restglied  B  den  folgenden  Wert  hat: 


m 


Hl  aber   in   diesem  Ausdrucke  für  die  zweite  Summe  nach  der  im 
origen  Abschnitte  gefundenen  Formel  (1): 


m  tn 

*=1 


7/« 


ity  so  ist  das  zweite  Glied  von  i2  absolut  genommen  nicht  gröfser  als: 
»\  8     f»    ,    8     Igm 

nd  da  n  sonst  in  (3)  und  (3*)  nicht  vorkommt;  so  kann  man  w  von 
oniherein  so  grols  annehmen,  dafs  das  ganze  zweite  Glied  in  (3*)  von 

iedrigerer  Ordnung  wird  als  ^— ,  so  dafs  es  in  B  einfach  fortgelassen 

'erden  kann.     Dann  ergiebt  sich  also  für  den  Mittelwert  von  -^^  in 
em  Intervalle  (!,•••  m)  der  einfachere  Ausdruck: 

')  J^{T)  =  l  +  3'!^. 

äer  wenn  man  mit  dem  Nenner  m  herauf  multipliziert: 


m 


^*)  ^^  =  :^-»>*  +  3«lgm  (-i<.<+i). 


Aus  dieser  Gleichung  können  wir  nun  leicht  den  Gaussischen 
ttelwert  der  Funktion  ^^  in  der  Umgebung  (m  —  l,  - '  -  m  -\-  l) 
er  beliebigen  Stelle  m  berechnen;  es  ist  nämlich  wieder: 


B 
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wo  jetzt  12  aus  den  beiden  Bestgliedem  gebildet  ist,  welche  man  in 
dem   Ausdrucke  (4*)   erhält,   wenn   dort  w  bezw.  durch  m  + 1 
m  —  l  —  1  ersetzt  wird;  es  ist  also: 

Auch  hier  kann  man  wie  a.  S.  330  s^  und  £,  durch  1  und  —  1,  m  —  I  — 1 
durch  m  —  Z,  femer  2J  +  1  im  Nenner  durch  21  und  endlich  denMuIr 

tiplikator  ^  d^^<^h  2  ersetzen.    Es  kann  also  B  auch  folgendennftbei 

bestimmt  werden: 

<2'    ^'     ^  ^7   ^^ ^  =  Tlg(w*— P)  =  4^  +  -j-lg^l-j;i|, 

1 j j  = j  —  Y-T  +  '"  fiir  einen  genllgeiMi 

kleinen  Wert  von  —    beliebig  wenig   von  dem  Anfangsgliede  iinter- 
scheidet,  so  kann  man  B  auch  die  Form  geben: 

wo  z.B.  die  Klammer  [—%]  hier  wie  stets  im  Folgenden  einen  Ausdruck 

von   der  Gröfsenordnung  —^  bedeuten  soU,  d.  h.  eine  öröfee  von  der 

Form  ß  '  -jf  in  der  ß  eine  nicht  näher  bestimmte  aber  endliclie  Grofs« 
ist.     Dann  erhält  unser  Mittelwert  den  einfachen  Ausdruck: 

Auch  hier  kann  man  die  Intervallgrenze  l  nicht  in  einem  solchen 
Verhältnis  zu  m  annehmen,  dafs  beide  Bestglieder  von  gleicher  Ord- 
nung  unendlich    klein  werden,  denn  dazu   müTste  P  =  m*lgw, 
l  gröfser  als  m  angenommen  werden.     Wir  wollen 

l  z=z  Ym  •  lg  w  ] 

wählen;  dann  verschwindet  — ^  =  —7-  gegen  -^  =  -— ,  und  manerMlt   ; 


die  Formel: 


m-         ..A    -  -  i         |/^' 


Für    einigermafsen   grofse  Werte   von  m  ist  also   der  mitÜei« 
Wert   der  echten  Brüche   ^—   gleich     ,,    oder   nahezu  gleiA 


m      ^  7t' 
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g 

~ ,  doch  mufs  man  auch  hier  das  Intervall  (m  —  J,  •  •  •  w  +  0 
yerhaltnismäfsig  grofs  gegen  m  annehmen. 

Dieser  Satz  stimmt  mit  dem  a.  S.  325  gefundenen  überein;  hier 
st  er  aber  vollkommen  streng  bewiesen ,  und  wir  erhalten  auch  die 
)rdnang  des  begangenen  Fehlers. 

§4. 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  genauer  mit  den  Mittelwerten  der- 
enigen  zahlentheoretischen  Funktionen  beschäftigen^  welche  von  den 
reilem  der  ganzen  Zahlen  abhängen;  wir  werden  z.  B.  die  mittleren 
i¥erte  für  die  Anzahl  der  Divisoren,  für  ihre  Summe,  ftlr  die  Summe 
hrer  Logarithmen  berechnen  u.  a.  m.  Die  genauen  Ausdrücke  aller 
lieser  mittleren  Werte  können  aus  einer  einzigen  sehr  allgemeinen 
Formel  abgeleitet  werden,  zu  deren  Begründung  ich  zunächst  übergehe. 

Es  seien  wieder,  wie  a.  S.  274    . 

f(k),    g{h),    h{k) 

aUeniheoretische  Funktionen,  von  denen  speziell  gQc)  die  Eigenschaft 
lat,  daljs 

si  Dann  war  gezeigt  worden,  daüs  von  den  beiden  Gleichungssystemen : 
»  m  ^'y  B,g{d)h{d') 

dd^n 

€des  eine  Folge  des  anderen  ist. 

Es  sei  jetzt  N  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene  positive  Zahl, 
^d  es  mögen 

F(N),    G{N),    H(N) 

liezu  f{k),  g(k),  h(k)  gehörigen  summatorischen  Funktionen  bedeuten, 
^  dals  also  z.  B. 

i^W  =/•(!) +/-(2)  +  ---+/-([i^]) 

«t,  und  die  entsprechenden  Gleichungen  für  G(N)  und  H(N)  be- 
gehen; dann  sind  jene  summatorischen  Funktionen  nicht  blofs  für  alle 
SBQzzahligen,  sondern  auch  für  alle  dazwischen  liegenden  gebrochenen 
rferie  von  N  definiert,  sie  behalten  in  dem  ganzen  Intervalle  zwischen 
»  awei  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  h  und  i  +  1  ihren  Wert 
tnd   ändern    sich    nur    sprungweise,    sobald    das  Argument  N   einen 


,^ 
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ganzzahUgen   Wert   überschreitet.     Ist   dann  N  eine   beliebige  guze 
Zahl^  so  ist  z.  B.  der  Quotient: 

F(N)        T^ 


N  N 

der   Mittelwert   der   arithmetischen   Funktion  f(Jc)    für    das   IntemB 
(1,  2,"'N)  und  das  Entsprechende  gut  für  G(N)  und  jSr(iV^). 

Ich  zeige  nun^  dafs  für  diese  drei  summatorischen  Funk- 
tionen die  beiden  mit  (1)  und  (1*)  Yollig  analogen  Oleichungssysteme 
bestehen: 


{s^iA-m 


(2)  H(N)  ^yjm  Gi8') 

(2')  F{N)  =ys,gid)H(d') 

Summieren  wir  nämlich  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (1*)  fir 
alle  Werte  Yon  n  =  1,  2,  •  •  •  [JT],  so  ergeben  sich  die  öleichungen: 

S(N)^^  yf(d)g(d')     =2m9iv) 

im 
F{N)  =2  yB,g{d)h{d')^^B^g{i,)h{y). 

Summiert  man  also  auf  der  rechten  Seite  zuerst  in  Bezug  auf  ft  von 
1,  2,  •  •  •  \N]  und  dann  für  jedes  ^  in  Bezug  auf  v  von  1,  2,  •  •  •  I -j> 
d.  h.  in  Bezug  auf  alle  ganzen  Zahlen  v,  für  welche  ^v  <  iV^  ist,  so 
gehen  jene  Gleichungen  über  in: 

oder  bei  Einführung  der  summatorischen  Funktionen  G( — j  und  Hyrj 
für  die  inneren  Summen  ergeben  sich  in  der  That  die  Gleichungen* 

welche  in  (2)  und  (2*)  übergehen,  wenn  ft  und  —  durch  d  und  ö 
ersetzt  werden. 


,     ^ 
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Wir    werden    jene    beiden   Formeln    (2)    und    (2*)   nur    in    dem 
»eziellen  Falle  anwenden^  dsSa  für  jedes  k 

t;  da  dann  die  zugehörige  summatorische  Funktion 

G(N)=^g(k)=[N] 
1 

ird,  80  erhalten  wir  aus  (1),  (1*)  und  (2),  (2*)  den  sehr  allgemeinen  Satz: 

Ist  f(k)  eiije  beliebige  arithmetische  Funktion,  und  ist  fdr  jedes 
ganzzahlige  n 

djn 

80    bestehen   zwischen    den   summatorischen  Funktionen  F{N) 
und  S{N)  die  Gleichungen: 

IN] 

Ist   also  z.  B.  f{k)  =  1,  so  ist  h(n)  ^=  ^f((l)  gleich  der  Anzahl 

d/n 

ler  Teiler  von  n,  und  der  Quotient      j^     liefert  für  ein  beliebiges 

UTizzahliges  N  den  Mittelwert  jener  Anzahl  für  das  Intervall  (1,  •  •  •  -N^); 
I  femer  f(k)  =  k,  so  ist  h(n)  gleich  der  Summe  aller  Divisoren  von 

und  — ^   gleich   dem  Mittelwerte  jener  Divisorensumme   in  dem- 

Iben  Intervalle,  und  die  allgemeine  Formel 

ilche  aus  (3*)  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  N  hervorgeht,  giebt  ein 
ifaches  Mittel,  um  jenen  Mittelwert  in  jedem  einzelnen  Falle  genau 
berechnen. 
Wir  werden  im  Folgenden  für  f{k)  stets  eine  positive  Funktion 
&  k  wählen;  dann  finden  wir  aus  (3^)  leicht  einen  angenäherten 
ert,  nämlich  eine  obere  Grenze  für  den  gesuchten  Mittelwert  M(h(n)), 

hreiben  wir  immlich  in  ihr  statt  der  gröfsten  Ganzen    -^    jedesmal 

1  Bruch  -j-  selbst,  so  vergröfsem  wir  die  rechte  Seite,  es  ist  also 
her: 

Kronecker,  Z«hleiitheorie.   I.  22 
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(4)  M{Mn))<^(f. 

d  =  l 

Wollten  wir  aber  M(h{n))  gleich  der  rechts  stehenden  Summe  setzen, 
so  würde  der  begangene  Fehler  im  allgemeinen  noch  sehr  grofs,  näm- 
lich von  der  Grölsenordnung  der  iV^-gUedrigen  Summe 

1 

sein;  in  vielen  Fällen  ist  aber  jener  Fehler  von  derselben  Ordnung, 
wie  die  zu  berechnende  Gröfse  selbst,  und  dann  ist  die  Formel  (4)  fclr 
die  näherungsweise  Berechnung  jenes  Mittelwertes  völlig  unbrauchbar. 
Wir  müssen  also  jenen  Fehler  zu  verkleinem  suchen. 

§5. 

Man   kann   diesen  Zweck   auf  eine  geradezu  wunderbar  einfade 
Weise  erreichen,  aber  es  gehörte  ein  Gedanke  dazu,  der,  so  einfach  er 
ist,  doch  eine  der  wichtigsten  arithmetischen  Methoden  enthalt.    Gauss 
war   wohl   der   erste,   der  diesen  Gedanken  ausgesprochen  hat,  zwar  , 
nicht   in    seinen  veröffentlichten   Schriften,    wohl  aber  findet  er  sich, 
wenn  auch   in  etwas   dunkler  Form,  in   seinem  Nachlafs.     Man  rnnls 
nämlich    die  Teiler   d  einer  beliebigen  Zahl  w  in  zwei  Gruppen  {ä^ 
und  (dg)  scheiden ;  in  die  erste  Gruppe  rechnen  wir  die  kleineren  Divi- 
soren von  w,   d.  h.  die  Teiler  d^  <  l/w,    in   die   zweite   die   gröfeeren 
rfg  >  ]/w;  sollte  speziell  n  =  ^i^  eine  Quadratzahl  sein,  so  müssen  wir, 
wie    dies    gleich    näher   ausgeführt    werden  wird,   diesen  einen  Teiler 
^  =  )/n  mit  seinem  halben  Gewichte  zur  ersten,  mit  seiner  anderen 
Hälfte  zur  zweiten  Gruppe  rechnen. 

Ist   nun  wieder  fQt)  eine  beliebige  arithmetische  Fimktion  von  1, 
so  setzen  wir  ganz  entsprechend  den  Gleichungen  (3)  a.  S.  337: 

wo  die  Summationen  jetzt  nur  über  alle  gröfseren  bezw.  alle  kleifleren 
Divisoren  zu  erstrecken  sind,  und  wo,  falls  n  =  u*  eine  QuadratzaU 
sein  sollte,  in  jeder  von  beiden  Summen  der  Summand  -^/"(ft)  auftntt 
Ist  dann  zunächst  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  N  Sj^{N)  die  sum* 
matorische  Funktion  von  h^(n)  für  das  Intervall  (1,  •  •  •  N),  so  ist  also: 

A^  iV 

1  n  =  l      dy/n  (*) 
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für  ein  beliebiges  Tc  f(k)  so  oft  auftritt,  als 

setzt  man  also  l  =^h  -}-  r,  so  giebt  der  Eoefficient  q(Jc)  auf  der 
hten  Seite  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  Ungleichung: 

Dieselbe  besitzt  aber  offenbar  die  Lösungen: 

r  =  0,l,...[^]-Ä, 

1  da  die  erste^  r  =  0^  nur  halb  zu  rechnen  ist,  so  ist  ihre  Anzahl 
h.  es  ist: 

)  die  Summation  nur  bis  v  =•  [Yn]  zu  erstrecken  ist,  da  für  alle 
öüseren  Werte  von  k  kl>  N  sein  würde. 

Wir  können  diesen  Ausdruck  in  sehr  eleganter  Weise  umformen^ 
am  wir  an  Stelle  von  f(k)  die  summatorische  Funktion  F{k)  ein- 
hren.     Setzen  wir  nämlich 

m=^F(k)-Fik-i), 

)bei  F(P)  =  0  anzunehmen  ist,  und  auberdem 
geht  der  Ausdruck  (1)  für  Hi{N)  über  in: 

fii  W  =  2"  (f  -  *)  (^(*)  -  i^(Ä  -  D)  +  2  Y  •  f(^)' 

*  =  1  '  1 

er  wenn  man  beachtet,  dafs  die  letzte  Summe  zwischen  den  beiden 
enzen  +  y  (^  fQ^j)  ü^gt,  also  gleich  -|-F(i/)  gesetzt  werden  kann, 

'I^{N)  =  2 Fik)(^-k)  -^ F(k-1)(^  -h)  +  -^F(v). 

11 

(-l-r.<4.1) 

setzt  man  aber  in  der  zweiten  Summe  k  —  1  durch  k,  und  lafst  dann 
•  mit  -F(0)  =  0  multipliziertes  Anfangsglied  fort,  so  ergiebt  sich: 

y  V  —  1 

(N)  ^2F(k)  (^  -  k)  -^Fik)Lf^  -  (k  +  1))  +  |FW, 

1  1  "^ 

22* 
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oder  wenn  man  in  der  zweiten  Summe  auch  bis  v  siunmiert^  dieses 
letzte  Glied  aber  wieder  abzieht  und  dann  beide  Summen  mit  einander 
vereinigt: 

Der  Koefficient  von  F(y) 

«  =  ^-(»'  +  l)  +  T 
ist  ein  zwischen  +  V  ^^^  —  "^  liegender  Bruch:  da  nämlich 

V  +  1  =  [Yn]  +  1 

zwischen  YW  und  1^+  1  liegt;  so  erhält  man  eine  untere  und  eine 
obere  Gh-enze  für  «,  wenn  man  v  +  1  einmal  durch  V^+  1,  das  andere 
Mal  durch  YN  und  auüserdem  s  durch  —  1  bezw.  +  1  ersetzt  Also 
ist* 

^ (yjr+i)--<«<-^->^+~  =  -; 

VN+i      ^^  ^       2  -  Yn       ^  2        2' 

die  untere  Grenze  wird  noch  verkleinert,   wenn  man  in  ihrem  ersten 

Gliede  N  durch  N  —  1  ersetzt,  wodurch  sich  ein&ch  die  Ghrenze  —  y 

ergiebt. 

Mah  erhält  also  für  ffi(N)  die  folgende  elegante  Gleichung: 

V  V 


1  ^        •        '  1 


Es    sei    jetzt   zweitens    H^i-^"^)   ^^®    summatorische    Funktion   für 
//^(w);  daim  ist: 


iV  N 


1  n  =  l     dx/n 

wo   in  die  letzte  Summe  jeder  Summand  f(l)  so  oft  aufzunehmen  ist, 

als 

Jd  £  N  (/>*) 

ist;  nur  für  ein  Je  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  [Y^]  giebt  es  solche  komple- 
mentäre Faktoren  l,  und  für  ein  bestimmtes  Je  dieser  Reihe  sind  für  / 
der  Reihe  nach  die  Zahlen: 

/,,    t  +1,    ^-  +  2,  • .  ■  [4] 
ZU  wählen,  mit  der  Mafsgabe,  dafs  für  l  =  Je  nur  ^f(Je)  aufzunehmen 
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Summieren  wir  also  aber  alle  znlassigen  Tc,  so  ei^ebt  sich: 

bren  wir  wieder  in  die  innere  Summe  die  summatorische  Funktion 
r)  ein,  so  wird: 

[t]  ' 

ik-fl  *=1 

0  ergiebt  sich  fOr  S^(N)  die  einfache  Formel: 

Addiert  man  die  beiden  Formeln  (1*)  und  (P),  so  ergiebt  sich  für 
in  §  1  betrachtete  summatorische  Funktion  H{N)=H^(N)  +  H^{N) 
folgende  einfache  Ausdruck: 

die  Summation  jedesmal  von  1  bis  v  =  [Y^^  zu  erstrecken  ist. 
Die  so  sich  ergebenden  Formeln 


1 


8  denen    sich    durch  Division  mit  N  die  Mittelwerte  der  arithme- 
chen  Funktionen: 


di/n 


) 


h{n)=^nd,) 


d^/n 


d/n 

dem  Intervalle  (1,  •  •  •  i\r)  ergeben,  unterscheiden  sich  nun  von  der 
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im  vorigen  Abschnitte  gefundenen  Gleichung  (3®)  ganz  wesentlich  dA- 
dorch;  dafs  hier  die  Sununationen  nicht  von  1  bis  N,  sondern  nur  Ton 
1  bis  [YN]  zu  erstrecken  sind,  und  wir  werden  im  Folgenden  sehen, 
dafs  allein  aus  diesem  Grunde  jene  Summen  mit  sehr  yiel  groüserer 
Genauigkeit  angenähert  berechnet  werden  können. 

Wir  wollen  diese  Fnndamentalformeln  (1),  (1*)  und  (P)  nun- 
mehr auf  eine  ganze  Reihe  von  SpezialTallen  anwenden,  und  so  eine 
grofse  Anzahl  von  sehr  eleganten  Resultaten  in  Bezug  auf  die  Mittel- 
werte arithmetischer  Funktionen  erschliefsen. 


Sechsundzwanzigste  Vorlesung. 

T  Mittelwert  für  die  Anzahl  der  Divisoren.  —  Folgerungen  aus  diesem  Resul- 
Ä.  —  Die  Summe  der  Divisoren.  —  Die  Summe  der  reziproken  Teiler.  —  Die 
mme  der  Logarithmen  aller  Teiler.  —  Der  OberschuTs  der  Teiler  von  der  Form 
4n  -f  1  ^ber  die  von  der  Form  4n  —  1  und  der  Mittelwert  dieser  Anzahl. 

§1. 

Wir  setzen  in  den  am  Ende  der  yorigen  Yorlesnng  abgele^eten 
rmeln  (1),  (1*)  und  (1^)  zunächst 

/•(*)  =  !; 

in  werden  die  Funktionen  h^(n)  und  ^^(n)  in  (3*)  gleich  der  An- 
l1  der  kleineren  bezw.  gleich  der  der  gröfseren  Divisoren,  und  die 
den  ersten  Formeln  in  (3)  liefern  die  Mittelwerte  jener  beiden  Au- 
len in  dem  Intervalle  (1,  •  •  •  N),  Da  aber  bei  jeder  Zerlegung 
=  rfi  •  d,  einer  der .  Faktoren  ein  kleinerer,  der  andere  ein  gröfserer 
80  ist  hier  h^{n)  =  h^(n),  also  auch  Hi{N)  =  H^{N)]  wir  brauchen 
diesem  Falle  also  nur  eine  jener  beiden  Summen  zu  berechnen. 

Wir  benutzen   zur  Berechnung   von  Si{N)   die  Formel  (1)   des 
igen  Abschnittes;  aus  ihr  ergiebt  sich: 


i.m-20]-''+i) 


1 


T  wenn  man 


[t]  ==  T  -  ** 


st,  WO  dj^  einen  nicht  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  so  wird: 

1  1 

n  nun  die  Gröfse  von  II^{N)  abzuschätzen,  schreiben  wir  diese  Glei- 
ong  in  der  folgenden  Form: 
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1 

dann  ist  das  Restglied 

«-i;'.-(i-'^?-")<v^-(f-^. 

und  da  offenbar  N  ^  [VF]*  ist,  so  folgt,  dafe  |  B  |  <  VF  ist    Also  iriri: 
(2)  H,{ir)  =  N'^^-^-6VN.  (-.<.<« 

Nach  der  a.  S.  318  bewiesenen  Eulerschen  Formel  ist  nun: 

im 


1 


WnV 


wo  C  die  Eulersche  Eonstante  und  8'  ein  unbekannter  positiver  echter 
BruÄh  ist.     Ersetzt  man  also  [VF]  durch  "j/F —  8,  so  folgt: 

Setzt  man  also  diesen  Wert  in  (2)  ein,  so  ergiebt  sich: 
H,{N)  =  |/iV+  |(2C-  1)  +  <J'yF(l  +  -^  +  . . .) 

Ordnet  man  die  rechte  Seite  nach  Potenzen  von  Y^  ^^"^^  berück- 
sichtigt nur  die  Glieder  von  der  Ordnung  -r— ,  indem  man  beachtet, 

dafs  in  der  Taylorschen  Reihe  für  genügend  grolse  Werte  von  A'  die 
Summe  aller  folgenden  Glieder  kleiner  wird  als  das  nächstvorhergehende 
Glied,  so  erhält  man: 

^.  (^)  =  f  «^  +  -  (2C  - 1)  +  )/.v(<y'  -ö-c) 


1 


wo,  wie  bereits  a.  S.  334   erwähnt  wurde,    |— ^=1   ein  Glied  von 


der 
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rdnnmr  von  —= ,  d.  h.  von  der  Form  — ;?=   bedeutet,   wenn  p    eine 

abekannte^  aber  unterhalb  einer  endlichen  Orenze  liegende  Zahl  ist. 
a  nun  endlich: 


*•    - "     <2 


2 


\S'  —  d  —  6\<2,        **'  — Y  ^l**'l  + 
t,  so  kann  S^(N)  folgendermalsen  geschrieben  werden: 

o  a  und  ß  unbekannte  positive  oder  negative  echte  Brüche  bedeuten. 
Verdoppelt  man  diese  Anzahl  und   berücksichtigt   man   nur   das 
estglied  höchster  Ordnung,   so  erhält  man  für  die  Summe  der  An- 
tillen aUer  Teiler  in  dem  Intervalle  (1,  •  •  •  ^  den  Ausdruck: 

:)     H{N)  =  H,{N)  +  H^{N)  =  NIN  +  N(2C—  1)  +  yYN, 

o  y  eine  Gröfee  bedeutet ,  welche  für  jedes  noch  so  grofse  N  end- 
ih  bleibt,  und  durch  Division  mit  N  erhält  man  für  die  mittlere  An- 
lil  aller  Divisoren  in  dem  Intervalle  (1,  •  •  •  N): 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hülfe  der  Gleichung  (4)  den  Gaussschen 
ittelwert  der  Anzahl  aller  Teiler  in  der  Umgebung  der  Stelle  N  be- 
chnen.  Nach  der  a.  S.  316  bewiesenen  Formel  ist  derselbe  gleich 
^m  Grenzwerte  des  Quotienten: 


^=0O,       Ä=0O,       —  =  0. 

ildet  man  aber  jenen  Quotienten  mit  Hülfe  von  (4),  so  ergiebt  sich 
nächst: 

)  \[{N+k)l(N+h)-NlN+h{2C-l)+[YNTk}  -[VN]]. 

Hn  ist  zunächst  wegen 

1    k 


YN+lc  =  yN(l  +  ^-^  +  ^.) 


^  Differenz  jener  beiden  Restglieder  wieder  von  der  Ordnung  YN, 
d  da  femer: 
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{N+k)l{N-]-k)  —  NlN^{N+k)lN—NlN+{N-\-h)l{l-\-^)    | 

w 

ist,  so  ergiebt  sich  nach  Diyision  mit  Tc  fOr  den  gesnditen  Hittelwert 
der  Anzahl  aller  Divisoren  (5)  der  einfache  Aasdmck: 

Der  mittlere  Wert  für  die  Anzahl  aller  Teiler  einer  Zahl  ist  ako 
gleich  (Z  JV  +  2  (7),  vorausgesetzt,  dafs  wir  die  (Jrolse  k  des  Intenalles 
{Nj  •  •  •  ^  -|~  ^)  S^S^^  ^  so  annehmen,  dalj9  die  beiden  Quotienten 

möglichst  klein  werden.    Am  besten  wählen  wir  Ic  so,  daJjs  beide  Quo- 
tienten gleiche  Gröfsenordnung  erhalten,  d.  h.  wir  nehmten: 

Tc  von  der  Ordnung  2V^* 

an;  dann  erhalten  -^  und  J-^r—  beide  die  Ordliung  ^    ^;  es  ergiebt  siel 
also  das  Resultat: 

Die  mittlere  Anzahl  aller  Teiler  einer  Zahl  N  ist 

IN  +  2C=IN+  1,154431  . . ., 

sie   wächst  also  wie  lg  Nj  und  dieser  Mittelwert  ist  genau  bis 

auf  einen  Fehler  von  der  Ordnung  -r — ,  wenn  die  betrachtete 

VN  3    . 

Umgebung  von  N  von  der  Gröfsenordnung  N    ist 

Wählen  wir  z.  B. 

N  =  100000000  =  10«,      k  =  1000000  =  10«, 

so   ist  die  mittlere  Anzahl  der  Divisoren  aller  Zahlen  in  dem  Inter- 
valle von  100  BUlionen  bis  101  Billionen  gleich 

MO«  +  2(7  =  8  .  UO  +  2C  =  19,5752  . . ., 
und  der  hier  begangene  Fehler  ist  höchstens  gleich  ^ =  iöö^  ^'^ 

er  beträgt  höchstens  eine  Einheit  der  zweiten  Dezimalstelle. 

Ist  speziell  iV=  3*  gleich  einer  Potenz  von  3,  so  ist  die  Anzahl 
ihrer  Divisoren  offenbar  gleich  (A  +1)?  ^^  ^.ber 

A  =  ^^=  (0,9102... )ii^ 
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,  80  ist  Ä  +  1  jenem  Mittelwerthe  ZiV-f-  2(7  annähernd  gleich.  In 
jsem  Falle  ist  also  die  wirkliche  Anzahl  der  Divisoren  von  N  nahezu 
eich  dem  Mittelwerte  dieser  Anzahl. 

§2.' 

Ehe  ich  znr  Bestimmung  des  Mittelwertes  für  die  Summe  der 
ivisoren  übergehe^  mochte  ich  an  das  soeben  gefundene  Resultat 
lige  Bemerkungen  anknüpfen. 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  haben  ergeben^  dafs 
den  beiden  Dirichletschen  Reihen: 

)  ^m     und     ^M±^, 

1  1 

denen  ^(ä)  die  Anzahl  aller  Divisoren  von  k  und  C  die  Eulersche 
instante  bedeutet ,  die  Eoefficienten  Mittelwerte  besitzen^  und  dafs 
ese  einander  gleich  sind.     In  der  That  folgt  ja  aus  (4'')  des  §  1: 

1 
id  für  die  zweite  Reihe  ergiebt  sich  leicht: 

N  N 

')    ^2(}gh  +  2G)==-^^\gk  +  2G  =  \gN-\-2C-l-}-d^-^ 
1  1 

.,  (0<*<1), 

u    Hieraus  folgt^  dafs  in  der  Differenz  der  beiden  Reihen  (1): 

5  KoefGcienten  f(k)  ebenfalls  einen  Mittelwert  und  zwar  den  Mittel- 
>rt  NuU  haben.  Aus  dem  im  §  6  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung 
wiesenen  Satze  folgt  also,  dafs  der  Grenzwert 


lün(.-l)V^ 


,=1  ^    k' 

istiert  und  den  Wert  Null  hat.  Falls  also  jene  Reihe  (2),  welche 
:  z>  1  konvergiert,  für  ss  =^\  unendlich  grofs  werden  sollte,  so 
rd   sie  jedenfalls  von  niedrigerer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich 
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grofs.  Wir  wollen  jetzt  aber  direkt  zeigen,  dafs  diese  Reihe  fBrf=l 
gar  nicht  unendlich  grofs  wird,  sondern  gegen  einen  endlichen  Gran- 
wert  konvergiert,  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  zeigen,  daGs  die  beida 
Dirichletschen  Reihen  (1)  für  die  Umgebung  der  Stelle  (^  =  1)  in 
gleicher  Weise  unendlich  grofs  werden. 

Für  die  erste  Reihe  hatten  wir  im  §  4  (V)  der  zweiundzwanzigsten 
Vorlesung  die  folgende  Gleichung  gefunden: 

OD  /        00  \   8 

Femer  hatten  wir  den  Wert  der  rechts  stehenden  Dirichletschen  Reibe 

OD 

^—  bis  auf  eine  Einheit  genau  bestimmt,  es  war  nämlich: 

1 

1 

WO  S  einen  unbekannten  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Eine  ge- 
nauere Betrachtung  dieser  Reihe,  auf  die  ich  an  dieser  Stelle  nicU 
eingehen  will,  lehrt  nun,  dafs  für  jedes  j?  >  1  jene  Reihe  eine  stetige 
differenzierbare  Funktion  von  z  ist  und  dais 

1 

ist,  wo  C  wieder  die  Mascheronische  Konstante  ist,  und  9)(^)  =  C'  +  '" 
mit  seinen  Ableitungen  für  z  =  \  endlich  bleibt     Also  ist: 

1 

wo  die  fortgelassenen  Glieder  für  ;2r  =  1  endlich  bleiben. 

Genau   dieselbe  Entwickelung    gilt   aber   für  die  zweite  Reihe  in 
(1).     In  der  That  ist: 


OC       .        _         .  _  OB 


1  1 

Femer  folgt  aus  der  allgemeinen  Gleichung  S.  258: 


OD  * 


(4)  = 
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)U  das  in  eckigen  Klammem  stehende  unbestimmte  Integral  für 
=  oo  verschwindet,  wenn  z  um  noch  so  wenig  gröfser  ist  als  Eins, 
machtet  man  also,  dafs: 

-L,^e-<— '•''»  =  l-(.-l)lg2  +  ... 

id  entwickelt  jetzt  die  rechte  Seite  von  (4)  nach  Potenzen  von  z  —  1, 
folgt: 

2 

>  die  fortgelassenen  Glieder  für  z  =  1  endlich  bleiben*),  d.  h.  es 
;,  wie  bewiesen  werden  sollte: 

^  \gk+^C  ^        1  ,    _2C_ 

^  jf  (r  -  1)«  "T"  ^r  —  1  "•    *       • 

1 

Wüfste  man  also,  dafs  die  arithmetische  Funktion  if{k),  also  auch 
8  Funktion  f(k)  in  (2)  einen  Mittelwert  besitzt,  so  würde  aus  dem 
eben  erwähnten  Satz  jetzt  direkt  folgen,  dafs  dieser  Mittelwert  von 
Ife)  gleich  Null  ist,  dafs  also  die  Funktionen  ^(Ä)  und  (Igk  -^^  2C) 
öiche  Mittelwerte  haben,  und  aus  der  Gleichung  (1*)  würde  sich  so 
ch  der  mittlere  Wert  für  di«  Anzahl  der  Divisoren  ergeben.  Dieser 
ichweis  konnte  aber  bisher  noch  nicht  gegeben  werden,  und  daher 
der  im  vorigen  Abschnitte  gegebene,  von  jeder  Voraussetzung  freie 
u^hweis  bei  weitem  vorzuziehen. 

Wir  zeigen  endlich  noch  direkt,  dafs  die  soeben  behandelte 
richletsche  Reihe: 

f(k)  _   ^ il>{k)  —  lgk^2C 


Zj    k*  Z  ib* 


ch  über  den  Wert  £?  =  1  hinaus,  nämlich  bis  zu  dem  Werte  ^  =  y 
1  konvergiert. 

Zu  diesem  Zwecke  transformieren  wir  die  endliche  Reihe  (2) 

2 


m 

k' 


t  Hülfe    der  a.  S.  320   angegebenen  Abelschen  Umformung,   indem 
f  dort  in  der  Formel  (3) 


*    Dasselbe  Resultat  kann  auch  durch  Differentiation  der  Gleichung  (3^)  ab- 
tuet werden.  H. 
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1 

setzen.    Setzen  wir  endlich  das  noch  nicht  definierte  Bq  »=  0,  so  wird 
jB^  —  B^_^  =  f(k),  und  jene  allgemeine  Gleichung  geht  über  in: 


oder  da  nach  dem  Mittel wertsatze: 

11  e 


ist^  so  ergiebt  sich: 


(0<«i<l) 


'        — ■  F(N) 


Nun  ist  für  jeden  Wert  von  n  wegen  (!•)  des  §  2  und  (4)  des  §  1: 

1  1 

=  H(n)  -  (n  Ign  +  n(2G-  1)  +  d.  Ign) 

=  (nlgM  +  n(2C  — l)  +  y^y;r)— (nlgn  +  n(2C— l)  +  l+*>) 

wo  auch  a^  ebenso  wie  y^  und  d^  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  unter- 
halb einer  endlichen  Grenze  bleibt. 

Substituiert  man  also   diesen  Wert  für  F(k)  und  F{N)  in  (5*! 
und  beachtet,  dafs  dann  das  Restglied: 

{N+iy     {N+iy 

mit  wachsendem  N  unendlich  klein  wird,   sobald   nur  e  um  beliebig 

wenig  gröfser  ist  als  ^ ;  so  ergiebt  sich  für  den  Grenzwert  der  Rel^ 

(5*)  für  N=oo: 


00         -  ,-  .  00  /-—  OD 


A;^  -^(A:  +  ,^y+i  -^    ,  +  1 


r? 


wo   6  (Je)  für  beliebig  grofse  Werte  von  k  stets  unterhalb  einer  end-  1 
liehen  Grenze  bleibt.    Nach  dem  allgemeinen  Satze  über  die  DiricUet-  ■ 
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len  Reihen   konvergiert  somit   diese,   also   auch   die   orsprüngUche 

ihe  gleichmäfsig,  sobald  j?  +  y  >  1>  sobald  also  z  grofser  als  -^  ist. 

Hätten  wir  diesen  Satz  direkt  beweisen  können ;  sa  könnten  wir 
ch  aus  ihm  leicht  den  Mittelwert  für  die  Anzahl  der  Divisoren  er- 
itteln;  jedoch  ist  bisher  dieser  direkte  Beweis  stets  vergeblich  ver- 
ebt worden,  es  ist  dies  einer  der  Fälle,  wo  die  Arithmetik  mehr 
rmag,  als  die  Analysis,  wo  sie  imstande  ist,  ihrerseits  die  Analysis 
fordern. 

§3. 

Um  jetzt  die  Mittelwerte  fßr  die  Samme  der  gröfseren  und  der 
eineren  Divisoren  zu  berechnen,  setze  ich  in  den  allgemeinen  Formeln 
*)und  (1*)  a.  S.340  und  341: 

)  /'(Ä)«*,      also      J'(*)  =  *4±»>; 

xm.  erhält  man  zuerst  aus  (1*)  für  die  Summe  S^iN)  der  kleineren 
ivisoren  aller  Zahlen  1,  2,  •  •  •  N  den  Ausdruck: 

1  1 

er  da  bekanntlich: 

V  yik{k+l)  ^v{v  +  l){v  +  2) 

'  ^       1-2  1-2-3         ' 


•setzt  man  hier  v  durch  Y^ —  ^  ^^^  berücksichtigt  nur  die  Glieder 
chster  Ordnung  in  ^,  so  erhält  man  fiir  S^{N)  die  Darstellung: 

)  H,iN)  =  lN^  +  eßN, 

»  ß  eine  leicht  angebbare  endliche  Eonstante  bedeutet  und  €  zwischen 
1  und  +  1  liegt.    Also  ist  der  mittlere  Wert  für  die  Summe  aller 
eineren  Divisoren  in  dem  Intervalle  (1,  2,  •  •  •  N): 

Entsprechend  ergiebt  sich  aus  (P)  a.  S.  341  fQr  die  Summe  aller 
>fseren  Divisoren: 
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(4)  ^m-i:mir]+')-:$'-^+i'W- 

oder  bei  Benutzung  von  (2): 

-T2[^]0]  +  l)-(f  +  T'  +  Ä)- 

Wir  wollen  diese  Summe  berechnen  unter  Vernachlässigung  yon  Glieden, 
deren  Orölsenordnung  NIN  oder  niedriger  ist.  Schreibt  man  wieder 
YN —  d    statt    V,    so    kann    man    die    drei    letzten    Glieder  dnrcl 

-N*  ersetzen.     Femer  ist: 

6 

,    ,  |[l]([T]+0-|(T-'.)(f +'.•) 

(4*)  *  1 

1  1  1 

wo  dj^  und  d^'  =  1  —  dj^  beide  zwischen  Null  und  Eiiis  liegen. 

kann  die  Summe  (4*)  durch   IP  ^  j^  ersetzt  werden,  weil  die  bei 

1 
fortgelassenen  Summen  ihrem  absoluten  Betrage  nach  unterhalb 

V 

N^  1=  yNIN-] und     YN 

1 

liegen.    Nun  ist  aber  für  den  ersten  Teil  von  (4*) 

(4.)  ^•i:-j.-^(i:i-i'i.)-^"e'-^i'i' 

1  \  1  rpi    /  »4-1 

und  da  nach  einer  oft  benutzten  Formel: 


.V 


gesetzt  werden  kann,  so  geht  (4^)  über  in: 

V  8 

(4-)  -^'2i  =  iV*  •  ^  -  i\^^  +  {iV}. 

1 

Substituiert  man  diesen  Wert  in  (4),  so  ergiebt  sich  endlich: 
(5)  H,{N)  =  ^  -  Y^V^+  ß-^i^- 
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fittelwert  für  die  Summe  aller  gröfseren  Divisoren  in  dem  Inter- 
1,  2,  •  •  •  ^  wird  also: 


^S,(N)  =  N^-^YN+ß\gN, 


iurch  Addition  der  Gleichungen  (3)  und  (5)  bezw.  (3*)  und  (5*) 
,  man  fttr  die  Summe  aller  Divisoren  die  Gleichungen: 


«« 


H{N)  =  IP^'i.  +  ßmgN 


j^H{N)  =  N^^  +  ß\gN. 


iVir  berechnen  endlich  die  Gaussschen  Mittelwerte  9Ä(S.  (n))  und 

,  (n))  fQr  die  Summen  der  gröfseren  und  der  kleineren  Divisoren 

aem  Intervalle  (w  —  Je,  •  •  •  w  +  Ä),   dessen  Ghröfse  2  k  unendlich 

gegen  n  ist. 

Ersetzt  man  zunächst  in  (3)  N  bezw.  durch  n-\-h  und  n  —  (Ä  +  1); 

giebt  sich: 

i.  A 

<^d,^^JJ  —  2k +1  ~S  2k +1 

,    gift(n  +  ^)-g,fe(n-A;~l) 
"^  2k  +  l 

s 
ie  Funktion  x^  stetig  ist,  so   ergiebt  sich  nach  dem  Mittelwert- 

for  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite: 

1.  i  1 


3  2Ä;+1 

1 


=  (n  +  |)»  =  ««(l  +  |) 


2    yn 

;    eine    zwischen    —  (k  -\-  1)    und    +  ^    liegende  Zahl   bedeutet; 
3  erste  Glied  ist  also  gleich: 

Bweite  Glied  ist  von  der  Gröfsenordnung  -r-,  wie  man  unmittelbar 
nt,  wenn  man  es  in  der  Form: 

.  .,ft(.+i)-.ft(.-^i) 

o necker,  Zahlentheorie.   I.  23 


354  Sechsundzwaiiyjgste  Vorlesimg. 

k 
schreibt,  und  beachtet,  dafs  lim  —  =  0  wird.     Also   ergiebt  si 

folgende  Resultat: 

(6)  2R(S^(n))=yS-+{:^)  +  {|). 

Für  die  grdjiieren  Divisoren  ist  analog: 
fll?r<?  i*.\\       H,(n  +  k)-H,(n-k-l)  _if*    (n  +  fc)'-(n-t-l)' 


s 


_   2^  (n  +  k)^-  (n  — fc  — 1)'     ,    ft  (n+Ä;)?(n+Jb)~fe(ii~<;  ~l)Z(ii-t-l). 
3  2k +  1  *  2k +1  ' 

das  Restglied  ist  Yon  der  Ordnung  -^,  denn  man  kann  es  in*  der  Fom: 

fc  1 

schreiben,  wo  der  zweite  Faktor  bei  dem  Grenzübergange  für  n  und  i 
oflFenbar   endlich   bleibt.     Da   femer   das  erste  Glied  auf  der  rechten 

Seite  der  letzten  Gleichung  offenbar  gleich  js{2n —  l)  =  n-  — —  j^ 

und  das  zweite,  wie  oben  bewiesen,  gleich  n*  +  |~7="f  ^^f  ^  ^' 
giebt  sich  für  den  Mittelwert  der  gröfseren  Divisoren  der  Gleichung: 

(G")  9K(S^(n))  =  n'^-V7^-{.\^]  +  ['fy 

Addiert  man  die  beiden  Formeln  (6)  und  (6*)  und  beachtet  dabei,  dafe 
alsdann  die  Glieder  von  der  Ordnung   { -r- }   gegen  die  von  der  Ordnung 

{ -  ^  I  fortgelassen  werden  können,  so  ergiebt  sich  für  den  Mittelwert 
der  Summe  aller  Divisoren: 

Um  hier  eine  möglichst  grofse  Annäherung  an  die  Mittelwerte  zu  er- 
halten, wählen  wir  die  Intervallgröfse  k  wieder  so,  dafs  die  vernach- 
lässigten Glieder  in  (G),  (6°^)  und  (6^)  nahezu  von  gleicher  GÄ 
werden,  d.  h.  wir  wählen  in  (6)  für  die  kleineren  Divisoren: 


3  ^  £ 

Ä-  =  n*  ,     so  dafs     — —  =:=  —  =  n*  . 


yn  k 

in  (G*)  und  (G^)  für  die  gröfseren  Divisoren  und  für  alle  Divisoren: 
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Je  =  n^  yiuy     so  dafs     —-=:  =  —  ^  n*  Vlgw 

yn  k 

t.    Dann  ergeben  sich  die  beiden  Sätze: 

Der  Gtiussisclie  Mittelwert  für  die  Summe  der  kleineren  Divi- 
soren ist: 

und  diese  Annäherung  wird  erreicht,  wenn  die  Intervallgröfse 

die  Ordnung  von  n*  hat. 

Der  Gaussische  Mittelwert  für  die  Summe  der  gröfseren  Divi- 
soren ist: 

und  diese  Annäherung  wird  erreicht,  wenn  die  Intervallgröfse 

die  Ordnung  n*  j/Tn  hat.  Der  Mittelwert  für  die  Summe  aller 
Divisoren  ist  mit  der  gleichen  Genauigkeit  und  für  dieselbe 
Gröfse  des  Intervalles: 

In  beiden  Fällen  ist  die  absolute  Gröfse  des  möglicherweise  ge- 
wehten Fehlers  sehr  grofs,  sie  ist  aber  klein  im  Verhältnis  zur  Gröfse 
J  hier  sich  ergebenden  mittleren  Wertes. 

§4. 

Aus  dem  Resultate  des  letzten  Abschnittes  ziehen  wir  zunächst 
2h  eine  interessante  Folgerung.     Ist 

Zerlegung  einer  beliebigen  Zahl  n  in  ihre  Primfaktoren,   so  war: 


~9'wv0    p;*+v 


il  ^^-^  =  11  n  —  2>^  M  ist.     Es  besteht  also  die  Identität: 

h 

k 

23* 
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Berücksichtigt  man  aber  jedesmal  nur  die  Glieder  höchster  Ordnung^ 
so  waren  die  Mittelwerte  von  q>(n)  imd  von  S^(n)  bezw.  gleich  -j-«i* 

und  — 2  •     Wäre  also  der  Satz  richtig^  dafs  der  Gaossische  Miitelwat 

eines  Produktes  gleich  dem  Produkte  der  Mittelwerte  seiner  Fdrtoren 
ist,  so  müfste  in  (1)  der  Mittelwert  der  rechten ,  also  auch  der  der 
linken  Seite  bis  auf  Glieder  niedrigerer  Ordnung  gleich: 


(t»")(S). 


d.  h.  gleich  n^  sein.     Da  nun  auf  der  linken  Seite  der  Mittelwert: 

aK(n«)  =  n«  +  (n  +  l)«  +  --'  +  (n  +  <>-l)' 

der  Funktion  n^  bis  auf  Glieder  von  niedrigerer  Ordnung  wiederum 
gleich  n'  ist,  so  würde  sich  aus  der  Identität  (1*)  der  Schluls  ziehea 
lassen,  dafs  der  Gaussische  Mittelwert  der  arithmetischen  Funktion: 

(2)  xw=]7(i-^)» 

wenn  p*  jedesmal  alle  in  n  enthaltenen  Primzahlpotenzen  dorchlioi^ 
gleich  Eins  sein  mufs. 

Dieser  Satz  über  den  Mittelwert  eines  Produktes  ist  aber  im  all- 
gemeinen nicht  richtig,  imd  thatsächlich  ist  9J{(x(^))  au<^  etwas  kleuier 
als  Eins.  Wir  wollen  diesen  Wert  jetzt  direkt  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  entwickeln  wir  in  der  summatorischen  Fimktion  von  i{n]: 

die  einzelnen  Produkte  rechter  Hand,  dann  folgt: 


N  t/ 


-''-227^r..+2^      -^ 


1        «»•i/«^l  1     «».    ^v.i'l  Pf 


wo  die  Summationen  im  Inneren  über  alle  in  n  enthaltenen  verschie- 
denen Produkte  von  Primzahlpotenzen   zu  erstrecken  und  alsdann  von 

N 

1  bis  N  zu  summieren  ist.  In  der  ersten  Summe  ^^  ^^  "T+i  ^^ 
dann  eine  bestimmte  Primzahlpotenz  .  so  oft  auf,  als  es  Zahlend 
in   der  Reihe   (1,  2,  •  •  •  jN)   giebt,   welche  durch  p%  aber  nicht  durch 
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'^^  teilbar  sind;  diese  Anzahl  ist  aber  offenbar  gleich: 

enn  sie  ist  gleich  der  Anzahl  aUer  Multipla   von  p^  vermindert  um 
ie  Anzahl  aller  Multipla  von  j)""^^;  jene  erste  Summe  ist  also  gleich: 


-^([p']    [p*+J)p''+^ 


ro  die  Summation  auf  alle  Potenzen  p"  von  allen  Primfaktoren  p 
rstreckt  werden  kann^  da  ja,  falls  p^  '>  N  sein  sollte,  der  betreffende 
Loefficient  von  selbst  verschwindet. 

N 

In  der  zweiten  Summe    /,    ^,  •  — -rz -ri  tritt  ein  bestinmites 

^^^l**  — Xi — TXT   ^^   ^^   *^;   ^s   es  Zahlen  n  in  dem  Intervalle 

1,  •  •  •  N)  giebt,  welche  durch  das  Produkt  p^'p'^  teilbar  sind,  aber 
:einen  von  diesen  beiden  Primteilem  öfter  als  v  bezw.  v  Male  ent- 
lalten;  man  erkennt  aber  leicht,  dafs  diese  Anzahl  gleich: 

rt)  denn  jede  einzelne  dieser  vier  Zahlen  giebt  die  Anzahl  aüer  Mul- 
ipla  bezw.  von 

J')       pV,      Z+V"',      pV+S      i>'+^p'*'+* 

i  jenem  Intervalle  an,  und  man  überzeugt  sich  sofort,  dafs  ein  Mul- 
plum  von  p^p'  in  dem  Aggregate  (3)  dann  und  nur  dann,  und  zwar 
Jimal  gezahlt  wird,  wenn  es  nicht  zugleich  auch  durch  eins  der  drei 
ideren  Produkte  (3*)  teilbar  ist.    Also  wird  jene  zweite  Summe  gleich: 


; 


ad  sie  kann  ebenfalls  auf  alle  Primzahlpotenzen  ausgedehnt  werden. 
i  derselben  Weise  kann  man  die  dritte  Summe  umformen  u.  s.  w.; 
>iiiit  erhält  man  die  Oleichung: 


Jche,  beiläufig  bemerkt,  offenbar  kürzer  so  geschrieben  werden  kann: 
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^w-^I'ffl^ 


Um  einen  angenäherten  Wert  für  X{N)  zu  erhalten,  ersetzen  wir 

N 
die  in  den  Brüchen  ; —  enthaltenen  gröfsten  ganzen  Zahlen  durch 

i>  V  •  •  • 
diese  Brüche   selbst   und   wir   wollen   den  hierbei  begangenen  Fehl» 

durch  C  bezeichnen.    Die  so  sich  ergebende  Summe  kann  dann  folgellde^ 

mafsen  geschrieben  werden: 

p 

oder  da 

ist,  so  erhalt  man  für  X(^N)  den  folgenden  Wert: 

(4)  X(JO  =  nTI  (l  - Pif+i)  +  ^-  (-»<'^+'' 

P 

Um   eine  obere  Ghrenze  für  den  Fehler  C  zu  finden  beachten  wir^ 
dafs  wir  bei  jedem  einzelnen  Gliede     ; —   — r-j — ^rr?  einen  ''^^^ 

negativen  echten  Bruch  vernachlässigt  haben;  wir  vergröfsem  also 
diesen  Fehler,  wenn  wir  alle  jene  echten  Brüche  positiv  und  gleich  Eins 
wählen:  also  ist  sicher: 


d.  h.  es  ist,  da 

p«      '       |}8      I  pt p} 

ist,  a  fortiori: 


^!</7(l  +  y^;,) 


Das  rechts  stehende  Produkt  ist  endlich  und  liegt  unter  einer  leicht 
angebbaren  Gröfse.  In  der  That,  man  kann  stets  eine  positive  Zahl  f 
so  bestimmen,  dafs  für  alle  Primzahlen  p  mit  Ausnahme  einer  end- 
lichen Anzahl: 

1  -J ? <  -    ^         =  1  -^ ^- I ^ ^  . . . 

^  P''  —  V^  i_  ^  y +/    "^  p2(i-f  y)    ' 
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;  dieser  Ungleichung  wird  nämlicli  sicher  genügt,  wenn: 

K): 

p  —  2py—l>0 

genommen  wird.   Für  alle  Primzahlen  >  5  kann  also  y  =  -^  gewählt 

— 
srden,  weil  dann  in  der  That 

mÜY  ist.    Also  ist 

m+?^)</7r^<2T 

30  sicher  eine  endliche  Gröfse;  dasselbe  gilt  also  auch  yon  der  Eon- 
ante  C  in  der  Gleichung  (4). 

Auch  der  EoefGcient  yon  N  in  dieser  Gleichimg  ist  eine  endliche 
>sitive  Eonstante  q,  deren  Wert  etwas  kleiner  als  %  ist.  Zum  Be- 
eise  dieser  Thatsache  zeige  ich,  dafs  man  eine  positive  Zahl  ß  so 
«timmen  kann,  dafs  f&r  alle  Primzahlen  jp 


Ä  Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  ist  offenbar  f&r  jede  Prim- 
hl  erfSllt.    Damit  auch  die  rechte  bestehe,  muls  ß  so  gewählt  werden, 

Is 

p»+^  >  2)>(p +,  1), 
K): 

P> If— 

,  und  dieser  Bedingung  wird  wegen  l  (l-\ )  <  —  sicher  genügt, 

nn  /}  >  -T-  für  jedes  Py  d.  h.  wenn  /*  ^  ötö  gewählt  wird.  Thut 
m  aber  dies,  und  multipliziert  dann  in  der  obigen  Ungleichung  über 
e  Primzahlen  p,  so  erkennt  man,  dafs  das  Produkt 

'  «•=J7(i-p(^)) 

ischen 

;t;  es  ist  also  wirklich  endlich,  und  etwas  kleiner  als  %. 
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Aus  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 

X{N)  =  Nq  +  C 

ergiebt  sich  aber  der  gesuchte  Mittelwert  3K(x(w))  in  dem  Intervalle 
(n  —  k,  •  •  •  M  +  Je)  oflFenbar  gleich: 

wenn  q  die  in  (5)  definierte  Konstante  ist,  und  C^  und  (7,  die  beidei 
zu  (n  +  K)  und  (w  —  k  —  1)  gehörigen  Fehler  bedeuten;  damit  ist  die 
aufgestellte  Behauptung  yollständig  bewiesen. 

Dieselbe  Methode  kann  man,  wie  zum  Schlüsse  noch  bemerkt 
werden  mag,  benutzen,  um  auf  einem  anderen  Wege  den  schon  vorher 
bestimmten  Mittelwert  von 


^(,)_^)_jj(i-i) 

j»/« 


zu  finden.    In  der  That  ergiebt  sich  hier  ganz  ebenso  f&r  die  suinma- 
torische  Funktion: 


N  N 


1  1         p/n     ^  ^' 

-i(i-2}+25^.— ■) 

11  =  1    ^  p/n    ^         P,p'ln^^  ^ 

=N-  y  f-i  •  - + y\—^  -- 

^^  Lp  j    p    '  ^  IppJ  vp'  ' 

und  bei  Fortlassung  der  Gaussischen  eckigen  Klammern  ergiebt  sich 
als  angenäherter  Wert  von  0(N) 

es  ist  also: 

0(jv)  =  J  iyr  +  c, 

WO  aber  die  Bestimmung  des  Korrektiousgliedes  C  hier  erheblich 
schwieriger  ist,  als  vorher;  wir  brauchen  hierauf  nicht  weiter  ein- 
zugehen. 
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§5. 

Als  eine  weitere  Anwendung  unserer  allgemeinen  Theorie  unter- 
suchen wir  den  Mittelwert  für  die  Summe  der  reciproken  Teiler-, 
hierzu  müssen  wir  setzen: 

dann  werden: 

dl/n       ^  <k/n       • 

und      ^^  ■  und      *^      werden  gleich  den  gesuchten  Mittelwerten  für 

die  kleineren  und  für  die  grolseren  Teiler  von  N, 

Setzen  wir  zur  Bestimmung  von  Si(N)  in  der  Formel  (1)  a.  S.  339 

/(Jfe)  =  -jT  und  aufserdem  wieder: 

rNi    ,1         N       j,     ,     1         N    ,     h 

so  ei^ebt  sich: 


1 
V 


1  1 

und  da  nach  (4*»)  a.  S.  352: 


1 

ist,  während  v  =  YN —  ä  und 

1  1 

ist,  so  ergiebt  sich  für  Sj^(N)  der  Ausdruck: 

(1)  H,(N)  =  N.'^-2yW+[]gN]. 

Für  die  größeren  Divisoren  war  nach  Nr.  (3)  a.  S.  341 

B,iN)=^{F(^)-F(k))  +  ^Fiv). 

Setzt  man  hier  für  die  summatorische  Funktion  F(k)  ihren  Wert: 
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und  beachtet,  dafs  sich  dann  in  der  Somme  rechts  jedesmal  die  Enler- 
sche  Eonstante  forthebt,  so  erhält  man  nach  ein£Eichen  Umformmigen: 

L*J     (-i<»,t'<i) 

-'  Zt  +  y^^  +  t-t;- 

1 

Wir  berechnen  den  Wert  von  H^  {N)  ebenfaUs  nur  bis  auf  GUeder 

r  N"}  N 

von  der  Ordnung  lg  N^  dann  können  wir  lg  -n-     durch  lg  -r- =lg  2V— Igi 

ersetzen   und   alle   übrigen  Glieder   fortlassen,   denn   von   den  beiden 
Summen: 


^i-ig.+ 


1 

V 


hat  die  erste   offenbar  die  Ordnung  lg  Ny  während  die  zweite  wegen 
der  Ungleichung: 

ra>[#]>' 

unterhalb  Eins  liegt.     Thun  wir  dies,  so  ergiebt  sich  filr  E^(l^)  der 
einfache  Wert: 

V 

H,{N)  =^vlgN-2^lgh+  [IgN] , 

1 

oder  da  wegen  (1^)  a.  S.  347: 

V 

y\gh  =  v\gv-v-\-{\gN)  =lvlg2V-y^+|lg^l 


1 

ist,  so  ergiebt  sich  endlich: 

(2)  H,{N)  =  2YN+[\^N\. 

Durch  Addition  von  (1)  und  (2)  erhält  man  für  die  Summe  dh 
reciproken  Teiler 

(3)  H,{N)=^N-'^^[\gN]. 
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erbei  tragen^   wie  man  sieht^  die  kleineren  Divisoren  weitaus   den 
öfsten  Teil  znr  Gesamtsumme  bei. 

Um  nun  die  Gaussischen  Mittelwerte  3Ri(n),  9Äj(n)  und  3Ro(w)  in 
r  Umgebung  (n  —  /:,  •  •  •  n  +  Ä)  von  n  zu  finden^  bilden  wir  wieder 
t  Hülfe  von  (1),  (2)  und  (3)  die  DiflFerenzen: 

^,(w  +  A;)  — -ff^Cn  —  A;  —  1) 


2k+l 


(.=0,1,2) 


d  formen  sie  durch  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  um.    Dann  er- 
3bt  sich  aus  (1): 


'q W  =  y  —  ^  2irM ^ 2F+i 

>nn  das  Restglied  ist  von  der  Ordnung  j-r- 1;  wie  aus  der  Identität: 

«1  lg(n  +  fe)  +  tt,  lg(n  —  (k+  D) 
2k+l 


^+1 


^mittelbar  folgt.     Da  nun 

^y  SO  erhält  man  die  Gleichung: 

•)  SR. (»)  -  i-  -  ^  +  { A j  +  (fc!)  • 

Führt  man  dieselbe  Betrachtung  bei  der  Gleichung  (2)  durch,  so 
talt  man  ohne  jede  weitere  Rechnung: 

•)  S».(„)-A+[ij  +  j%5| 

^d  aus  (3)  ergiebt  sich  endlich: 

^')  9Ko(")=t'+{^1- 

Wählt  man  die  Gröfse  k  des  Intervalles  in  (!•)  und  (2*)  von  der 
'Tdnung  n*  )/lgw,  so  sind  die  vernachlässigten  Glieder  beide  von  der 
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(o<e<i) 


Ordnung  ^^     In  (3*)  braucht  man  k  nur  so  zu  wählen,  dab: 

lim    ^lgn  =  0 

wird.  Dies  wird  z.  B.  bekanntlich  für  k=^  n^  erreicht,  wenn  q  einen 
noch  so  kleinen  positiven  Bruch  bedeutet.  Es  ergeben  sich  also  die 
Sätze: 

Die  mittleren  Werte  für  die  Summen  der  reciproken  Ueiiieröi 

und  gröfseren  Divisoren  sind  bezw.  gleich: 

(4)  ^.(«)  .  -  _  -L  +  j  t»  j 

(4.)  a».(«)  -       ^  +  j'^-j , 

und  der  Fehler  wird  von  dieser  Ordnung,  wenn  die  Intervaü- 

gröfse  k  von  der  Ordnung      \^   genommen   wird.      Für  alle 

n* 
Teiler  ist  der  entsprechende  Mittelwert: 

für  die  Intervallgröfse  k  =  n^. 

Vergleicht  man  die  in  (4),  (4*),  (4^)  gefundenen  Mittelwerte  mit 
den  in  (7),  (7*)  und  (7^)  a.  S.  355  bestimmten  für  die  Summen  der 
Divisoren  selbst,  so  erkennt  man,  dafs  die  Gleichungen  bestehen: 

3R(fif.  (n))  =  n9Rs,(n) 

m(S^J.n))  =  nüKi(«) 

da(s  diese  Relationen  erfüllt  sein  müssen,  ist  beinahe  evident,  dennß^ 
jede  Zahl  n  bestehen  ja  die  Gleichungen: 

dl/n  d,/n        ' 

dj/n  dy/n 

d/n  d/n 

jedoch  sind  die  Genauigkeitsintervalle  bei  den  beiden  Resultaten  nicht 
dieselben. 
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§6. 

Wir  berechnen  jetzt  den  Mittelwert  für  die  Summe  der  Loga- 
Innen  der  kleineren  bezw.  der  grölseren  Divisoren  von  n,  oder,  was 
sselbe  ist,  wir  suchen  den  mittleren  Wert  der  Logarithmen  von 
m  Produkte  jener  Teiler,     ffierzu  müssen  wir  setzen: 

m = lg  k, 

dafe  die  zugehörige  summatorische  Funktion  FQc)  nach  (P)  a.  S.  347 
n  Wert  erhält: 

k 

)  F(k)=^.lgh  =  k\gk  —  k-\-l  +8,lgk,  (ö<J;t<i) 

1 

nn  wird  von  selbst: 

dl/n  d^/n 

h.  h^{n)  und  h^(n)  sind  die  Summen  der  Logarithmen  der  kleineren 
zw.  gröfseren  Divisoren,  und  aus  den  beiden  summatorischen  Funk- 

men: 


1 

V 


)  =2V^¥--2'*lg*  +  Y-2''8*         (-»-'+') 


1 

9 


^.(-P0='2'(^(t)--^(*))  +  i--^W 

hält  man  unmittelbar  die  Mittelwerte  der  arithmetischen  Funktionen 
(n)  und  h^in)  für  das  Intervall  (1,  •  •  •  N). 

Wir  wollen  jene  beiden  Mittelwerte  nur  genau  bis  auf  Gröfsen  von 
T  Ordnung  N  berechnen,  obwohl  wir  die  Rechnung  ohne  Schwierig- 
it  mit  wesentlich  gröfserer  Annäherung  durchführen  könnten. 

Zur  Bestimmung  von  H^{N)  haben  wir  nur  die  drei  Summen: 


y 


11  .1 

izu werten.     Nun  ist  nach  der  oft  benutzten  Formel  (1)  a.  S.  258: 
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Iflf  ST  \o  P  1 

weil  die  Funktion  -  -  ihren  Maximalwert  -  =  —  für  a:  =  e  erreicht, 
und  Ton  da  bestandig  abnimmt.     Da  nun: 

ist,  weil  lg(y^ —  *)  =  lg  VN"  +  lg  (  1 7= )  i«*)  ^^^  ^^^  zweite  Loga- 
rithmus die  Ordnung  —=  hat,  so  ergiebt  sich  fQr  die  erste  Somme 
mit  einem  Fehler,  der  höchstens  eine  endliche  Eonstante  ist: 

(3)  2¥  =  T0g^)*+{l)- 

1 

Da    zweitens    die    Funktion    x  \g  x    in    dem    ganzen    Intervalle 
(!;•••  YN)  stetig  ist  und  wächst,  so  ist: 

^,  ÄlgA;  =  /  a;lga:  +  *vlgt/=  /  a;lga: —  /  a;lga:  +  ^vlg" 
1  1  1  1' 


=  I  xlgx  — 


(0<i<l) 
*|lgg  +  £vlgV, 


wenn  v  =  YN  —  d   ist,   und    |    einen    Mittelwert   zwischen  YN  -  ^ 
und  YN  bedeutet.     Also  ist: 

V 

^  k  lg/.-  =  [\x'  Igrr  -  Ix»]^  +  [YN\gN] 

(^)  = -i  iv  lg  iv  —  ^  2V  +  { |/iyr  lg  jv} 


der 


Da  endlich  die  dritte  Summe  ^^  lg  h  nach  (1^)  S.  347  Ton 

Gröfsenordnimg  vlgv  oder,  was  dasselbe  ist,  y^lg.Wist,  so  kann  sie 
einfach  vernachlässigt  werden,  und  man  erhält  aus  (3)  und  (4) 

(5)  n,{2P)^\N{\gN)'  -  ^N\^N  +  {N\. 

Wir  berechnen  jetzt  H^^N)  mit  der  gleichen  Annäherung  (AI- 
Substituiert  man  in  (2)  den  Wert  (1)  von  F(k),  so  ergiebt  sich  zunächst: 
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^.w-i:(m'i![^]-[i]-*'8'+*) 


1 

V 


+2>M¥\-2w 


-|-_vlg|;_V  +  l  -|_tf  Igv. 


üeser  Gleichung  kann  man  zunächst  alle  Elemente  mit  Ausnahme 
den  in  der  ersten  Summe  stehenden  einfach  fortlassen^  da  sie  von 
rigerer  Ordnung  als  N  sind;  dies  ist  für  die  vier  letzten  Elemente 
in  V  <  yW  selbstverständlich,  für  die  beiden  anderen  Summen  folgt 
3lbe  Resultat  aus  den  Ungleichungen: 

1 

V 

T^erbindung  mit   der  Thatsache,   dafs  ^^  lg  k   von   der   Ordnung 

IgJV  ist.  ' 

Femer   kann   man   in  der  ersten  Summe  die  eckigen  Klammem 

ich  fortlassen.     In  der  Thatist: 

2[f]-2T-2;'.-2T+w, 

zweite  von  diesen  drei  Summen  ist,  wie  soeben  gezeigt  wurde, 
der  Ordnung  l/JV  IgJV,  kann  also  fortgelassen  werden;   beachtet 

weiter,  dafs  in  der  dritten  Summe  — -  <  — == ,   also   ftfr  ein  jre- 
md  grofses  N  ^ 

äo  findet  man  für  diese: 

'  1 

damit  ist  die  obige  Behauptung  voll8t3>ndig   gewiesen.     Also  ist: 
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V  V  y 

=  jv(igjv-i)^i--jr^l|*-^iigi 

1  11 

1 

Nun  ist: 

V 

1 
1 

1 

Substituiert  man  also  diese  Werte^  so  erhalt  man  bis  auf  Orofsen  der 
Ordnung  JV  den  folgenden  Wert  für  H^{If): 

(6)  H,(ir)^^N(]gNy  +  (C-^)N\gN+{N]. 

Addiert  man  endlich  die  Gleichungen  (5)  und  (6),  so  folgt: 

H{N)  =  fl,  (N)  +  H,(N)  =  ~N(\gN)'  +  N\eN(C-l)  +  |M- 

also  es  ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  Mittelwert  für  die  Summe  der  Logarithmen  aller  Divisoren 
von  n  in  dem  Intervalle  (1,  •  •  •  N)  ist  gleich: 

(7)  i-(lgj^*  +  (C_l)lgiV+{l}. 

Wir    bilden  jetzt  den    Gaussischen  Mittelwert  derselben  Funktion 
für  das  Intervall  (n  —  A-,  •  •  •  w  +  Ä),  d.  h.  den  Quotienten: 

Wir  können   diesen  Quotienten  wieder  mit  Hülfe  des  Mittelwertsatzes 
einfach  berechnen.     Schreibt  man  nämlich  S(n)  in  der  Form: 
(7»)  H{n)  =  £r{n)  +  an, 

wo  also 

Win)  =  -J-  n(lgn)«  +  n  Ign (C  -  1) 
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setzen   ist,   und  beachtet   dann,    dafs  H{yi)  eine  stetige  Funktion 
n  ist,  so  ergiebt  sich: 

aK(A(«))  =  F>  +  «)  +  {^), 

X  einen  in  dem  Intervalle  ( —  (ik  +  !)>  *  *  *  4"  *)  liegenden  Mittel- 
t  bedeutet;  in  der  That  ergiebt  sich  ja  aus  (7*)  für  das  Restglied: 

u,{n  +  k)-a,{n^k-l)  _  n      '''(^  +  W""'^V  n~) 

2A:+1  k'  1  "' 

selbe  besitzt  also  die  Ordnung   \jr]  ' 
Also  wird: 

a»(A(„))  =  |(lg(n  +  «))*  +  Clg(n  +  x)  +  (C-  1)  +  [^] 

=  ](lg«)»+(71gn+  jlj. 

Genauigkeit  ist  hier,  wie  gesagt,  nicht  grofs;  wir  hätten  sie  leicht 
5hen  können. 

§  7. 

Wir  können  das  im  letzten  Abschnitt  gefundene  Resultat  nach- 
flieh  in  interessanter  Weise  verificieren.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
;hten  wir  die  Dirichletsche  Reihe: 

2"-  - 


1  ^ 


welcher  die  Koefficienten  die  zu  untersuchenden  Funktionen  h{n) 
1,  und  zeigen-  wieder,  dafs  sie  der  Reihe: 

1 

ler  Weise  äquivalent  ist,  dafs  die  Differenz  beider  Reihen  für  jer  =  1 
lieh  bleibt.  Weifs  man  dann,  dafs  die  Koefficienten  h  (w)  der  ersten 
he  überhaupt  einen  Mittelwert  besitzen,  so  folgt  genau  wie  a.  S.347  flgde., 

i  der  Gaussische  Mittelwert  von  h{n)  gleich  Y(lgw)*+  C' lg  w  ist. 
Nun  ist  für  die  erste  Reihe  offenbar: 

00  ^Ig  d  «  OD 

^d/n ^  ^  y  igw  ^  Vi.  y L^J??:. 

ler  ergiebt  sich  aus  der  a.  S.  348  aufgestellten  Gleichung  (3^): 

ironecker,  Zfthlentheorie.    I.  24 
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(3)  'S  V  =  -4  +  <'+C'(z-l)  +  . .. 

1 

durch  ein-  bezw.  zweimalige  Differentiation  nach  z: 
(3*)  yl«^=    J C 

1  ^  ' 

Setzt  man  die  so  gefundenen  Werte  für  die  beiden  Reihen  (3)  und  (3*) 
in  (2)  ein,  so  ergiebt  sich: 

wo  die  fortgelassenen  Glieder  für  z  =  l  endlich  bleiben, .  da  der  mit 

_     multiplizierte  Term  den  Koefficienten  Null  erhält. 

Andererseits  folgt  aber  aus  (3*)  und  (3^),  da&  auch  för  die  zweite 
Reihe: 

yl =  _!_  +  _£_  +  ... 

ist,  und  damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen. 

Wenn  man  die  Reihen  (3),  (3'),  (3**)  noch  weiter  entwickelte,  so 
könnte  man  durch  dieses  Verfahren  den  Mittelwert  für  die  arithme- 
tische Funktion  //(n)  genauer  bestimmen;  doch  soll  hierauf  nicW 
näher  eingegangen  werden. 

In  ähnlicher  Weise  können  und  wollen  wir  den  mittleren  Wert 
der  arithmetischen  Funktion: 


m--2'ä^«^ 


d/k 

bestimmen,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  wir  bereits  wissen,  dafs  diese 
Funktion  einen  Mittelwert  hat.  Nach  dem  a.  S.  276  bewiesenen  Satze 
wissen  wir,  dafs  diese  Funktion  fQc)  dann  und  nur  dann  von  Null 
verschieden,  und  zwar  gleich  Igj;  ist,  w^enn  k  =  jr>*  eine  Primzahlpotenx 
ist;  das  hier  sich  ergebende  Resultat  wird  uns  als«  einen  inter- 
essanten Einblick  in  die  Verteilung  der  Primzahlen  geben.  Nun  ist 
identisch: 
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dz    ^ 2L  n'  y]^        ^    n'   \^  m*        2j    (wn)* 

dd'  =  Jt  ^Tl  dik  d/h 


-2'-^ — 2 


1  1 

^  k*  2L   k'  ' 

1 

il  für  A  >  1  J^£^  =  0  ist.    Andererseits  ist  aber  nach  (3)  und  (3*) 

d/k 

ylgn  1 

_AigVl  =  ^_J^=Jf^il)! =  _!_  +  ... 

-^^  n'  z  —  1 

aber  die  Reihe    ^^7  dasselbe  Anfangsglied  besitzt,  so  folgt,  dafs 
5  beiden  Dirichletschen  Reihen: 

yi-    und    yf^ 

^  k*  ^    k* 

r  die  Stelle  jer  =  1  in  gleicher  Weise  unendlich  werden.  Besitzt 
»o  die  Funktion  /"(i)  überhaupt  einen  Mittelwert  für  das  Intervall 
»  •  •  •  n),  so  ist  er  notwendig  gleich  Eins,  oder  es  ist: 


lim  ^2^81^=1' 


3nn  in  diese   Summe  jede  Primzahl  'p  genau  h  Male  aufgenommen 
ird,  sobald 

fc.    Also  ergiebt  sich  einfacher: 

Dieser  Grenzwert  bleibt  aber  ungeändert,  wenn  man  alle  Potenzen  ^ 
irch  p  ersetzt,  d.  h.  es  ist: 

^™  i"-2  *  ^81>  =  lim  ^2l81>; 

er  was  dasselbe  ist: 

24* 
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In  der  That  ist  fÖr  alle  Primzahlen,  fQr  welche  der  Exponent  i>l 
ist,  1>*^P*  ^  w,  also  p  <  )/n;  alle  jene  Primzahlen  sind  daher  in  der 
Reihe  1,  2,  •  •  •  [)/n]  enthalten.  Ersetzt  man  aber  in  der  Summe  (5) 
alle  Potenzen  p^~^  durch  n  und  summiert  dann  über  aUe  Zahlen  der 
Reihe  1,  2,  •  •  •  [)/n],  so  wird  dieselbe  sicher  vergröfsert,  d.  L  es  ist: 

1  1 

und  da  die  rechte  Seite  mit  wachsendem  n  gegen  Null  konyergiert, 
so  ist  unsere  Behauptung  erwiesen.  Es  ergiebt  sich  also  die  wichtige 
Gleichung: 

und  aus  ihr  folgt  der  Satz: 

Der  Mittelwert  für  die  Logarithmen  aller  Primzahlen  in  dem 
Intervalle  (1,  •  •  •  n)  ist  gleich  Eins. 

Hieraus  folgt  ohne  weiteres  für  den  Gaussischen  Mittelwert: 

lim^  Igp  =  V,  ^=r=«,  ^=» 

oder  der  Satz: 

Die  Summe  der  Logarithmen  aller  Primzahlen  in  einem  Inter- 
valle (^  -f-  1,  •  •  •  ^  +  ^)  ^st  näherungsweise  gleich  der  Gröfe 
jenes  Intervalles. 


§8. 

Als    eine    letzte    Anwendung    unserer    allgemeinen    Formeln  be- 
trachten wir  die  Funktion: 

•1— *      -i-f* 


2  ' 

wo   i  =  Y—i  ist.     Hier  ist  oflFenbar  zunächst: 

f{4h  +  s)= /•(.),  n-  Je)  =  -  m      (.=M,v^ 

und  da  f(0)  =  f{2)  =  0,    f(l)  =  +  1    ist,  so  ergiebt  sich  allgemein 
für  jedes  gerade  A' 

f\2h)  =  0, 
für  jedes  ungerade  k 
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.  h.  gleich  +1,  je  nachdem  h  von  der  Form  4n  +  1  oder  4»  +  3 
t.    Für  die  summatorische  Funktion  FQc)  folgt  leicht: 

FQ()  =  1—1  +   1 1=0  (t-4A,  4A-I-8) 

F(k)  =1  1   +   1 [-1  =  1  (ilr=4Ä-f  1,    4*4-2). 

diesem  Falle  geben  also  die  Zahlen: 

dt/n  ä,/n 

>n  Uberschufs  der  kleineren  (gröfseren)  Teiler  von  der  Form  4n  +  1 

ler  die  von  der  Form  4w  +  3  an,   und  die  Funktionen  —^4^  und 

(N) 
-^    den    mittleren   Uberschufs  jener   Divisoren    in    dem   Intervalle 

,  •••-?o- 

Wir  ersetzen  mm  in  den  beiden  Gleichungen: 

\k)  durch  seinen  Wert  0  oder  1,  und  wollen  il^(N)  und  H^(N)  bis  auf 
röfeen  der  Ordnung  yW  berechnen  und  zwar  so,  dafs  wir  den  Koef- 
cienten  von  y^  abschätzen.     Es  wird  nun: 

+  aF(y) 

=  ^(l-T  +  ] ±i)  +  |  +  {l}, 

^0  u  die  letzte  angerade  Zahl  <  v  bedeutet;  die  zweite  Summe  unter- 
iheidet  sich  nämlich  von  -v  oder  auch  von  -  l/iV"  nur  um  eine  Kon- 
)aiite,   welche  absolut  genommen  kleiner  als  Eins  ist.     Da  nun  die 

• 

•ste  Summe  in  der  Form: 

rfi-i  +  i +  -i ^_f+_JL.  +  ...^ 

ira^ö  ^u  +  2       /        V^  u  +  2^       ) 

4   -^  \tt-f  2         u-f4    '  / 

schrieben  werden  kann  und  da  die  zu  —  hinzutretende  alternierende 

4 

mme  absolut  genommen  kleiner  als  ihr  Anfangsglied  ,  ,  also 
her  kleiner  als  — =  ist,  so  ergiebt  sich  für  H^^N)  der  Ausdruck: 
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Ersetzt  man  auch  in  dem  Ausdrucke  für  H^  (JV)  die  Funktionen  FiA 

und  F{k)  durch  ihre  Werte  Null  oder  Eins,  und  beachtet  dabei,  dab 
bei  der  hier  gewünschten  Genauigkeit  ^(i;)  fortgelassen,  ^Fih)  aber 

durch   yV^V'   ersetzt  werden  kann,  und  dafs: 

ist,  wenn  q^  angiebt,  wie  viele  von  den  v  Zahlen    -j-    von  der  Form 

4A  +  1  oder  4ä  +  2  sind,  dafs  also  jene  Summe  gleich  *,Vjr  ge- 
setzt werden  kann,  wo  d^  einen  positiven  echten  Brucb  bedeutet,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

Endlich  ergiebt  sich  für  alte  Divisoren: 

H{N)  =  ff.iN)  +  H,(N)  =  n(^  +  '-^  :j^) 

Bildet  man  in  der  oft  angegebenen  Weise  den  Gaussischen  mittleren 
Wert  der  Funktionen  ä^  («),  Äg  (w),  h  (w)  in  dem  Intervalle  (n  —  fc,  •  •  •  n  -f  i) 
und  wählt  man  von  vorn  herein  Ic  genügend  klein  gegen  n,  so  erhalt 
man  nach  einer  leichten  Rechnung: 

ä>i(Ä,n))  =  --.  +  |pl^.. 

Der  Überschufs  der  Anzahl  aller  Teiler  von  der  Form  4»  +  l 
über  die  von  der  Form  4w  —  1  ist  also  im  Mittel  gleich  ^> 
d.  h.  etwa  gleich    _  •    Dasselbe  ist  auch  für  den  entsprechenden 

Überschufs  bei  den  kleineren  Divisoren  der  Fall,  während  die 
gröfseren  Divisoren  beider  Kategorien  nahezu  gleich  verteilt  sind- 
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eorie  der  Potenzreste  für  einen  zusammengesetzten  und  für  einen  Primzahl- 
dul.  —  Einteilung  der  Einheiten  modulo  p  nach  dem  Exponenten,  zu  welchem 
gehören.  —  Die  primitiven  Wurzeln.  —  Theorie  der  Indices  für  einen  Prim- 
ilmodul.  —  Jacobis  ,,Canon  arithmeticus".  —  Anwendungen:  Die  Auflösung 
earer  Kongruenzen.  —  Beweis  des  Wilsonschen  Satzes.  —  Auflösung  der  reinen 

Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul. 

§1. 

Ebenso,  wie  man  bei  der  sog.  Auflösung  der  Gleichungen  eine 
gebene  Gleichung  n*®"  Grades  auf  eine  Kette  von  lauter  reinen  Glei- 
ungen  zurückzufuhren  sucht,  und  daher  zuvörderst  diese  reinen  Glei- 
ungen  und  ihre  Wurzeln  genau  zu  studieren  hat,  wollen  wir  uns 
der  Theorie  der  Kongruenzen  zuerst  mit  den  „reinen",  d.  h.  mit 
n  Kongruenzen  von  der  Form: 

)  a:"  :^  a     (mod  m) 

schäftigen.  Besitzt  diese  Kongruenz  eine  Wurzel,  so  ist  a  der  n**** 
)tenz  einer  ganzen  Zahl  modulo  in  kongruent;  wir  sagen  daher,  die 
ahl  a  ist  ein  w**'  Potenzrest  für  m.  Die  Theorie  der  reinen  Kon- 
"uenzen  und  die  Theorie  der  Potenzreste  sind  also  nicht  von  einander 
jrschieden.  • 

Wir  können  die  hier  zu  lösende  Aufgabe  sofort  als  ein  Problem 
iB  der  Theorie  der  Modulsysteme  fassen,  dehn  offenbar  besteht 
^  Satz: 

Die  Kongruenz  (1)  besitzt  dann  und  nur  dann  eine  Lösung, 
wenn  die  Gröfse  x  so  bestimmt  werden  kann,  dafs  die  Äqui- 
valenz: 

besteht. 

Die  allgemeinste  hier  sich  darbietende  Aufgabe  wäre  die,  dafs  in 
er  reinen  Kongruenz  (1)  a  eine  ganze  Gröfse  eines  beliebigen  Ratio- 
alitätsbereiches  [|,  ^,  •  •  •]  ist,  während  m  irgend  ein  Modulsyst^m  desselben 
«reiches  bedeutet-,  z.  B.  könnten  wir  a  und  m  als  ganze  ganzzahlige 
imktion    einer   Variablen    |    annehmen,    und    fragen,    ob  man  x  als 
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eine  ganze  Funktion  von  |  so  wählen  kanu^  dafs  die  Kongruenz  (1) 
erfüllt  wird.  Hier  sind  indessen  bis  jetzt  erst  sehr  wenig  Resultate 
gefunden  worden. 

Wir  wollen  uns  daher  im  Folgenden  immer  auf  den  Bereich  [1] 
der  ganzen  Zahlen  besehranken. 

Ist  der  Modul  m^^p^q^'-r*  eine  beliebige  zusammengesetzte 
Zahl,  so  besteht,  wie  wir  a.  S.  194  gesehen  haben,  die  Äquivalenz: 

(2)  (a;"  —  a,m)r^  (x"  —  a,  p^)  (x"*  —  a,  g*)  •  •  •  (a:*  —  a,  r*); 

also  ist  die  Äquivalenz  (1*)  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Kongruenz  (1) 
dann  und  nur  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  Äquivalenzen: 

(2*)    (a;"  —  a,  p^)  ~  2^7    C^"  —  ^j^)  *^^i    •  •  *    (^^  —  a^f^)'^f^ 

zugleich  bestehen;  es  gilt  also  der  Satz: 

Eine  Zahl  a  ist  dann  und  nur  dann  n^  Potenzrest  f&r  eine  zu- 
sammengesetzte Zahl  m,  wenn  sie  f&r  jede  in  m  enthaltene 
Primzahlpotenz  n^  Potenzrest  ist. 

Wir  brauchen  daher  im  Folgenden  nur  die  Kongruenzen  (1)  fSr 
den  Fall  zu  untersuchen,  dafs  m  =  p^  eine  Primzahlpotenz  ist^  wahraid 
der  Exponent  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  kann.  Wir  werden 
später  eifigehend  die  drei  .  ersten  Fälle  untersuchen,  welche  den 
Werten  n  =  2,  3,  4  des  Exponenten  von  x  entsprechen,  d.  h.  wir 
werden  die  vollständige  Theorie  der  sog.  quadratischen,  der  kubischen 
und  der  bi quadratischen  Reste  entwickeln. 

Zunächst  wollen  wir  einige  allgemeine  Sätze  aus  der  Theorie  der 
M**""  Potenzreste  für  den  Fall  beweisen,  dafs  der  Modul  eine  Primzahl  j) 
ist;  aus  ihnen  lassen  sich  die  entsprechenden  Resultate  für  eine  be- 
liebige Primzahlpotenz  ;/  leicht  ableiten. 

Ebenso  wie  für  die  Untersuchung  der  allgemeinen  reinen  Glei- 
chung x"*  —  rt  =  0  die  Kenntnis  der  w***°  Wurzeln  der  Einheit,  d.  h. 
der  Wurzeln  der  speziellen  Gleichung  .r"  —  1=0  nötig  ist,  mufs  der 
Betrachtung  der  Kongruenz  (1)  die  Untersuchung  der  Kongnienz: 

(3)  .r"  —  1  iEEH  0     (mod  m) 

vorangehen.    Wir  gehen  also  zunächst  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  über, 
indem  wir  den  Modul  m  als  eine  beliebige  Primzahl  p  voraussehen. 

Wir  hatten  im  §  1  der  dreiuudzwanzigsten  Vorlesung  die  Funktion 
x"  —  1  folgendermafsen  als  ein  Produkt  ganzer  ganzzahliger  Faktoren  dar 
gestellt: 

(3»)  x''-1=JJf^(x); 

d/n 

hier  war  allgemein  jeder  „primitive  Divisor"  tm(^)  das  Produkt  aller 
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imteiler  von  sf'  —  1,  welche  nicht  zugleich  in  einer  derjenigen 
inktionen  a/*  —  1  enthalten  sind,  deren  Exponent  ft  ein  Teiler  von  m 
;.  Der  primitive  Divisor  Fmipc)  ist  vom  Grade  ^{ni)  und  kann 
Lgendermafsen  dargestellt  werden: 

■F'm(«)=rr(*"'' -!)''• 

Es  sei  jetzt  zunächst  n=  p  —  1;  die  zu  untersuchende  Kongruenz: 

)  a^-'^  EE  1     (mod  p) 

sitzt  dann  die  p  —  1  inkongruenten  Wurzeln  x  =  l,  2,  -  *  >  p  —  1, 

h.   so  viele  als  ihr  Grad  angiebt.     Hieraus  und  aus  der  Gleichung 

*)    ergeben   sich   also    die   beiden   folgenden   Zerlegungen   modulo  p 

►n  x**"^ —  1: 

p-i 

')  x'-'-^  =  UF,(x)=JJ{x-k)    (moip). 

rsetzt  man  hier  die  Variable  x  durch  irgend  eine  Einheit  k  modulo  p^ 
>  erkennt  man,  dafs  jede  der  (p  —  1)  Zahlen  k  =  1,  2,  -  -  -  p  —  1 
iner  und,  wie  man  sieht,  auch  nur  einer  der  q)(d)  Kongruenzen 

F^{x)  =  0     (mod  p) 

pnügt,  da  ja,  wenn  auch  nur  zwei  von  jenen  primitiven  Punktionen 
^\{x)  und  F^,{x)  modulo  p  betrachtet,  denselben  Linearfaktor  x  —  k 
)e8af8en,  die  Funktion  x^~^  —  1  modulo  p  den  Faktor  {x  —  ky  ent- 
lalten  müTste,  was  mit  der  Kongruenz  (4*)  in  Widerspruch  stehen 
vürde.  Ebenso  erkennt  man,  dafs  keine  jener  Funktionen  F^{x)  einen 
^inearfaktor  modulo  p  mehr  als  einmal  enthalten  kann.  Jede  der 
p(p  — 1)  Kongruenzen  F^{x)  ezz  0  (mod  p)  besitzt  also  ebenfalls  genau 
'0  yiele  modulo  p  inkongruente  Wurzeln,  als  ihr  Grad  g){d)  angiebt. 
Wir  können  und  wollen  hiemach  die  p  —  1  inkongruenten  Einheiten 
iSr  den  Modul  p,  d.  h.  die  Zahlen  1,  2,  •  •  -  p  —  1  in  Gruppen  (G^) 
ordnen,  indem  wir  in  eine  Gruppe  alle  diejenigen  Einheiten: 

^ammenfassen,  welche  die  Kongruenz: 

F^{x)  -:EE:  0     (mod  p) 

'>«friedigen.  Die  Anzahl  der  Einheiten  der  zu  FJ^oc)  gehörigen  Gruppe 
G^j  ist  dann  genau  gleich  ^(d),  und  für  ein  variables  x  besteht  die 
Kongruenz: 

»  =  \ 
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Zwei  primitive  Funktionen  F^{x)  und  F^ix)  sind  auch  modulopbe- 
trachtet  teilerfremd^  da  sie  keine  einzige  Kongruenzwnrzel  gemeinaam 
haben,  d.  h   es  besteht  der  Satz: 

Zwei  primitive  Funktionen  FJ,x)  und  F^{x),  deren  Indices  i 
und  d  Teiler  von  p  —  1  sind,  haben  dann  und  nur  dann  einen 
gemeinsamen  Teiler  modulo  p,  wenn  sie  identisch  sind,  wenn 
also  d  =  d  ist. 

Wir  wollen  nun  die  Eigenschaften  untersuchen,  welche  den  ip{d) 
Einheiten  k^^^  einer  und  derselben  Gruppe  G^  gemeinsam  sind.  Dl 
Fj{x)  ein  Teiler  von  {xf^  —  1)  ist,  so  genügt  jede  der  ip(d)  Zahlen 
k^  auch  der  Kongruenz: 

Ä:^=l     (modi)). 

Wir  zeigen  aber  jetzt  weiter,  dafs  dies  die  niedrigste  Potenz  von  k^ 
ist,  welche  durch  p  geteilt  den  Rest  Eins  lafst.  Zu  diesem  Zwecke 
leite  ich  gleich  den  allgemeineren  Satz  ab,  welcher  den  hier  zu  beweisen- 
den offenbar  als  speziellen  Fall  enthält: 

Eine  Zahl  k^  genügt  dann  und  nur  dann  der  Kongruenz: 

wenn  m  ein  Multiplum  von  d  ist. 
In  der  That,  genügt  k^  den  beiden  Kongruenzen: 

so  genügt  dieselbe  Zahl  der  anderen: 

/.«"+,-"■  ^,  1     („,od;,), 

wo   a  und  ß   beliebige  positive   oder  auch  negative   ganze  Zahlen  be- 
deuten können.     Wählt  man  nun  a  und  ß  so,  dafs: 

ad  +  ^w'  =  ^  =  {d,  m) 
ist,  so  genügt  k^  auch  der  Kongi'uenz: 

x'  —  1        0     (mod  p) . 

Ersetzt  man  aber  in  der  Identität: 


x'-l=^F,(x) 


X  durch  Z*^,  so  erkennt  man,  dafs  eine  der  fp{()  Zahlen  F^(k^  durch f 
teilbar  sein  niufs,  dafs  also  die  beiden  primitiven  Funktionen  f^(/) 
und  F^ ix)  modulo  /)  betrachtet  einen  gemeinsamen  Teiler  x  —  i'^  be- 
sitzen.    Da  aber  d  ein  Teiler  von  t  =  (d,  m)y   also  in  d  enthalten  ist 
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und  da  d  ein  Divisor  von  p  —  1  ist,  so  ist  d  ebenfalls  einer  der 
Teiler  von  p  —  1.  Es  müssen  also  die  beiden  Funktionen  F^{x)  und 
F^{x)  eine  gemeinsame  Wurzel  modulo  p  haben,  und  dies  ist,  da  d 
tmd  d  beide  Teiler  von  (jp  —  1)  sind,  nach  dem  soeben  bewiesenen 
Satze  nur  dann  möglich,  wenn  S  =  d,  d.  h.  wenn  t  =  (d,  m)  =  d,  wenn 
also  m  ein  Multiplum  von  d  ist,  w.  z.  b.  w. 

Eine  Zahl  k,  für  welche  1c^  ehe  1  ist,  während  keine  niedrigere 
Potenz  von  k  durch  p  geteilt  den  Rest  Eins  läfst,  soll  nach  Gauss  als 
£Ufn  Exponenten  d  modulo  p  gehörig  bezeichnet  werden.  Jede  Einheit 
moduh)  p  gehört  also  zu  einem  und  nur  einem  Exponenten  modulo  p. 
Dann  lehren  unsere  bis  jetzt  gefundenen  Sätze,  dafe  die  (p(d)  Zahlen 
(kj  kj'  kj''  •  •  •)  sämtlich  zum  Exponenten  d  gehören,  und  da  sich  jede 
Einheit  modulo  p  in  einer  einzigen  Gruppe  G^  befindet,  so  ergiebt 
sich  jetzt  der  folgende  wichtige  Satz,  der  uns  eine  vollständige  Ein- 
teilung der  Einheiten  modulo  p  nach  ihrem  Exponenten  liefert: 

Jede  nicht  durch  p  teilbare  Zahl  k  gehört  modulo  p  zu  einem 
Exponenten  d,  welcher  stets  ein  Teiler  von  (p  —  1)  ist.  Zu 
jedem  Divisor  d  von  p — 1  gehören  genau  (p{d)  modulo  i) 
inkongruente  Einheiten  (kj,  kj\  •  •  •),  und  diese  sind  die  sämt- 
lichen Wurzeln  der  Kongruenz  des  g)(d)^^  Grades: 

F,{x)  =  77  (^  -  ^fl--  0     (mod  p), 

I 

wenn  F^(x)  der  zum  Divisor  d  v(Jn  p  —  1  gehörige  primitive 
Faktor  ist.  ) 

Es  sei  z.  B.  |)  =  7,  |}  —  1=6,  danii  ist 

x^-i=  F,(x)  F,ix)  I^ix)  F.ix); 

»vin  war  (vgl.  S.  286):  / 

j;(x)  =  a:*  —  a;  +  1  =  (a;  —  3)/(a;  —  5) 
F,{x)  =  x*  +  x+l~(x  —  2)'tx-4) 
F,{x)=  x+l~(x  —  6)\ 

F,{x)  =  x-\^^{x-  1)1 

^leo  gehören  3  und  5  zum  Exponenten  fe,  2  und  4  zum  Exponenten 

k  ^*  während  6  und  1  bezw.  zu  den  Exponenten  2  und  1  gehören.     In 

IWer    That     gehört    z.  B.   3    wirklich    aum    Exponenten    6,    denn    die 

Dtenzen  { 

3,  3«,  3i^^^  iß^  3« 

^ind  modulo  7  betrach,  t  be 


(mod  7), 
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3,  2,  6,  4,  5,  1, 

d.  h.  3*  ist  die  niedrigste  Potenz  von  3,  welche  durch  7  geteilt  den 
Rest  Eins  läfst. 

Ist  d  irgend  ein  Teiler  von  (p  —  1),  so  folgt  aus  der  Gleichung; 

(6)  a^-l=J7l», 

d/rf 

dafs  die  Kongruenz 

x"^  —  1^0     (mod  p) 

so  viele  inkongruente  Wurzeln  besitzt,  als  die  ip{d)  Kongruenzen: 

F^{x)eeO    (mod/)) 

zusammengenommen.  Da  aber  jede  der  letzteren  ^(ß)  Wurzeln  be- 
sitzt, und  keine  zwei  von  ihnen  eine  gemeinsame  Lösung  haben^  so 
hat  die  Kongruenz  (G)  ^9  (d)  =  d  Wurzeln.  Wir  haben  also  den  Satz: 

d/d 

Die  Kongruenz  j(^  —  1  E:^  0  (mod  p)  hat  genau  so  viele  in- 
kongruente Wurzeln  als  ihr  Grad  angiebt,  sobald  d  ein  Teiler 
von  p  —  1  ist. 

Es   sei  jetzt  1:^  irgend  eine   zum   Exponenten  d  gehörige  Zahl; 
dann  genügt  sie  der  Kongruenz: 

(7)  x^  —l   .:0    (mod/)). 
Daraus  folgt,  dafs  auch  die  d  Zahlen 

(8)  1,  K,^,...^-^ 

ebenfalls  Wurzeln  derselben  Kongruenz  sind,  denn  es  ist  ja: 

(fc^)"     -(^y     .1     (modp). 

Ferner  sind  die  d  Zahlen  dieser  Reihe  sämtlich  modulo  /)  verschieden, 
denn  wäre  z.  B.: 

A-;;--:A-^  (modp),  {r<,,  o^:<j-^), 

so  müfste  ja: 

A*^~*        1     (mod  /)) 

sein,  d.  h.  k^  gehörte  entgegen  unserer  Annahme  nicht  zum  Ex- 
ponenten d,  weil  schon  eine  niedrigere  als  die  d^,  nämlich  die  [r  —  sf 
Potenz  dieser  Einheit  kongruent  Eins  wäre.  Also  sind  die  d  Zahlen 
der  Reihe  (8)  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Kongruenz  (7),  d.  h.  es  be 
steht  für  ein  variables  x  die  Zerlegung: 

rf— 1 


.r^  -  1  -  77  (x  -  A-*)     (modp), 


A  =  0 
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nn  h^  irgend  eine  bestimmte  unter  den  ^(d)  zum  Exponenten  d  ge- 
rigen Zahlen  bedeutet. 

Aus  diesem  Resultate  ziehen  wir  gleich  eine  wichtige  Folgerung: 
IS  den  beiden  Zerlegungen  der  Funktion  x^  —  1  modulo  p 

d—l 

gt,  dafs  die  q>{S)  Kongruenzwurzeln  einer  bestimmten  primitiven 
nktion  F^{x)y  deren  Index  d  ein  Teiler  von  d  ist,  gewisse  unter  den 
Potenzen  der  Reihe  (8)  sein  müssen. 

Es  sei  nun  A-^  irgend  eine  dieser  Potenzen;  dann  kann  man  leicht 
Q  Exponenten  finden,  zu  welchem  sie  modulo  p  gehört.  In  der  That 
[  d^  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  h  und  d,  so  dafs: 

Ä  =  Sq\j     d  =  d^d^y     (Jiq,  rfo)  =  l 

Bildet  man  dann  die  Potenzen: 

ist  eine  Zahl  (k^Y  dieser  Reihe  dann  und  nur  dann  kongruent  Eins 
odulo  Pj  wenn  der  Exponent  hr  =  J^qÖ^t  durch  d  =  d^d^,  wenn  also 
r  durch  d^  teilbar  ist.  Da  aber  (A^,  d^  =  1  ist,  so  mufs  notwendig 
ein  Multiplum  von  d^  sein,  d.  h.  k\  gehört  zum  Exponenten 


rfn  = 


h 
d 


■0       (Ä,  d) 
Speziell  gehören  die  tp{d)  Potenzen 

eren  Exponenten  A  zu  d  teilerfremd  sind,  zum  Exponenten  d  selbst, 
•  1l  es  gilt  der  Satz: 

Ist  d  irgend  ein  Teiler  von  p  —  1,  k^  irgend  eine  zum  Ex- 
ponenten d  gehörige  ganze  Zahl,  so  sind  alle  zu  d  gehörigen 
Zahlen  (A-^'  kj^'  •  •  •)  als  Potenzen  von  irgend  einer  unter  ihnen 
darstellbar.     Alle  diese   und  nur  sie  sind  nämlich  in  der  Reihe 

A*  (h.d)^l 

enthalten,  wenn  der  Exponent  h  alle  tp{d)  zu  d  teilerfremden 
Zahlen  durchläuft;  est  ist  also: 

h 
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§2. 

Unter  den  Gruppen  G^  =*  (kj,  kj',  •  •  •)  der  zu  demflelben  Ex- 
ponenten gehörigen  Einheiten  modulo  p  ist  diejenige  besonders  wichtig; 
für  welche  der  Teiler  d  von  p  —  1  seinen  grofsten  Wert  hat,  also 
gleich  {p  —  1)  selbst  ist.  Wenden  wir  die  allgemeinen  Resultate  des  letzten 
Abschnittes  auf  diesen  Fall  an,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Ktze: 

Unter  den  Einheiten  modulo  p  giebt  es  genau  (p(jp  —  1),  welche 
zu  dem  Exponenten  j)  —  1  gehören,  für  welche  also  keine  niedrigere 
als  die  (p  —  1)^  Potenz  der  Einheit  kongruent  ist  Diese  Einheitoi 
werden  nach  Gauss  primitive  Wurzeln  von  p  genannt.  Ist  g  eine  dieser 
primitiven  Wurzeln,   so  sind  alle  anderen  in  der  Reihe  der  Potenzen 

g^  (*,^-i)=i 

enthalten. 

Bilden  wir  A\e  p  —  1  ersten  Potenzen  von  g 

(1)  1,  9,  ff",   ■■■9'-', 

SO  sind  diese  sämtlich  inkongruente  Einheiten  modulo  p,  während 
g'*"^,  g^y  ' ' '  wieder  kongruent  \j  g,  -  -  -  sind,  so  daCs  allgemein 

(2)  g^^^-')=g^     imoAp) 

ist.  Da  es  überhaupt  nur  p  —  1  inkongruente  durch  p  nicht  teilbare 
Zahlen  giebt,  so  folgt,  dafs  die  Zahlen  (1),  abgesehen  von  ihrer  Reihen- 
folge, den  Zahlen  1,  2,  -  -  -  p  —  1  modulo  p  kongruent  sind.  Es  er- 
giebt  sich  also   der  Satz: 

Jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  y  ist  modulo  p  einer  Potenz 
g'*  der  primitiven  Wurzel  kongruent.  Dieser  Exponent  //  von  J 
wird  nach  Gauss  der  Index  von  y  genannt  und  durch  Indy 
bezeichnet,  so  dafs  also  diese  arithmetische  Funktion  durch  die 
Kongruenz: 

definiert  ist. 

Wegen  der  Kongruenz  (2)  ist  der  Index  von  y  nur  modulo  p  —  l^ 
bestimmt,  denn  die  Kongruenz: 

(3)  r  --  /r' 

ist  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn 

(3*)  ci       ii      (mod  p  —  1) 

ist. 

Durch  die  Einführung  dieser  arithmetischen  Funktionen  erhalten 
wir  nun  das  Mittel,  alle  durch  /)  nicht  teilbaren  Zahlen  modulo  p  be- 
trachtet   als   Potenzen    einer    und    derselben   Grundzahl  g  darzustellen, 
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renaii  ebenso,  wie  man  mit  Hülfe  der  Logarithmen  jede  beliebige  Zahl 
lIs  Potenz  der  Basis  des  betreffenden  Logarithmensystemes  darzustellen 
mstande  iat.  Natürlich  gelten  daher  für  das  Rechnen  mit  den  arith- 
metischen Funktionen  Ind  y  wörtlich  dieselben  Regeln,  wie  für  die 
Logarithmen,  nur  dafs  an  die  Stelle  der  Gleichheit  die  Kongruenz  für 
den  Modul  (p  —  1)  tritt. 

Der  Index  eines   Produktes  ist  der  Summe  der  Indices  seiner 
Faktoren  modulo  p  —  1  kongruent,  d.  h.  es  ist: 

(4)  Ind  (^1  ^2)    -  Iiid  ^1  -(-  Ind  y^     (mod  ip  —  1)). 

Sind  nämlich  y^  und  y,  zwei  beliebige  Einheiten  modulo  p  und  ist: 

y.-^g'-^y^,     y^^-g'-^y-, 

80  ergiebt  sich  durch  Multiplikation: 

y^  y^  r^  g^""^  y*+^^  y«       (mod  p), 

und  da  andererseits  nach  der  Definition  der  Index 

y^yi  —  g^^^y^y^^     (mod/)) 
ist,  80  ergiebt  sich: 

^Ind(y,  y,)  ^_._  ^Ind  y,-|-Iud  y, 

und  wegen  (3)  und  (3*)  folgt  hieraus  die  zu  beweisende  Kongruenz  (4). 
Ganz    ebenso    wie   in  der  Theorie  der  Logarithmen  ergeben  sich 
ans  diesem  Satze  die  Folgerimgen: 

(4')  Ind^  =  Indy,  —  Indy,     (mod  (p  —  1)) 

(4**)  Ind  (y«)  ~J  n  Ind  y  (mod  {p  —  1)). 

Wählt  man  für  jede  Primzahl  p  eine  primitive  Wurzel  g  als 
Basis  eines  Indexsystemes  und  stellt  dann  alle  Zahlen  1,  2,  -  •  -  p  —  1 
niodnlo  p  als  Potenzen  von  g  dar,  so  erhält  man  Tafeln,  welche  bei 
allen  Untersuchungen  modulo  p  die  Rechnung  in  genau  derselben 
Weise  vereinfachen,  wie  die  Logarithmentafeln  die  gewöhnlichen  Rech- 
iiungen.  Von  diesem  Gedanken  ausgehend  hat  Jacobi  derartige  Tafeln 
filr  alle  Primzahlen  bis  1000  berechnen  lassen,  und  sie  in  einem  Werke 
bereinigt,  dem  er  den  Titel  „Canon  arithmeticus"  gegeben  hat.  Welche 
^ter  den  tp(p  —  1)  primitiven  Wurzeln  modulo  p  man  jedesmal  als 
Grundzahl  g  des  betreflfenden  Indexsystemes  wählt,  ist  für  die  Rech- 
fiüng  oflfenbar  ganz  ebenso  gleichgültig,  wie  es  bei  den  Logarithmen- 
'^feln  die  Basis  des  Logarithmensystemes  ist.  Im  Canon  arithmeticus 
•^urde  jedesmal,  wenn  die  Zahl  10  eine  primitive  Wurzel  modulo  p 
•^ar,  diese  für  g  genommen,  da  sich  hierdurch  die  Berechnung  der  be- 
treffenden Tabelle  wesentlich  vereinfachte. 
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Um  eine  Übersicht  über  die  Einrichtung  dieser  wichtigen  Tabellmi 
zu  geben  y  schreiben  wir  fUr  den  Modul  p  =s  19  und  die  primiti?e 
Wurzel  (/  =  10  die  Tafel  auf: 


Numeri 

Indioes 

Ind 

0     12     8     4     5 

C     7     8     9 

Num 

0     12     3     4     6 

6     7    8    9 

1 

10    6    12    6     3 
9    14    7    13  16    8 

11  15  17  18 
4     2     1 

1 

18  17    5    16    2 
1     6     3    13  11    7 

4    12  15  10 
14    8    9 

Die  erste  Tabelle  liefert  zu  einem  gegebenen  Index  a  die  zugehörige    \ 
Zahl  yy  d.  h.  den  Numerus  Indicis  a^  die   zweite  umgekehrt  zu  einer 
gegebenen  Zahl  y  ihren  Index  a.     Die  zehn  Stellen  in  einer  Zeile  ent-    | 
sprechen   den  Einem  der  vorgelegten  Zahl,   die  Horizontalreihen  den 
Zehnem  derselben.      So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  der  zweiten  Tabelle: 

Ind  11  =  6     und  es  ist  wirklich     10"  -.:  6       (med  19) 
Ind  18  =  9       „     „    „         „  10^  =  -=  18     (mod  19). 

Femer  folgt  z.  B.  aus  der  ersten  Tabelle: 

Num.  Ind  7  =  15,      Num.  Ind  9  =  18, 

und  es  ist  in  der  That: 

10' "15,       10»--  18     (mod  19). 

Ich  möchte  noch   hervorhebeu,  dafs  für  jedes  zu  einer  beliebigen  un- 
geraden Primzahl  p  gehörige  Indexsystem 


(ö) 


Ind  (p  -  1)  =  V^ 


ist.     Da  nämlich  für  jede  primitive  Wurzel: 

f-'-  1  "-  (/' '    -  l)  (/^  +  l)  -    ^>     (mod  p) 

ist,   so   mufs   entweder  der  erste  oder  der  zweite  Faktor  rechts  p  ent- 
halten.    Da  aber  //  n.  d.  V.   zum  Exponenten  })  —  1    gehört,  so  kann 

nicht  (/  ^    ^-.  1    (mod  p)  sein;  also  ist  notwendig: 


(5^) 


p-i 


g  -       -  —  \   ~  p  —  1     (mod  p)y 


und  hieraus  folgt  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  (5). 

Mit  Hülfe   der  Indextafelu   kann   man  eine  beliebige  lineare  Kon- 
gruenz : 

ax  r^_.  h     (mod  p) 
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für  einen  Primzahlmodul  p  leicht  auflösen.      Geht  man  nämlich  auf 
beiden  Seiten  zu  den  Indices  über,  so  folgt  aus  (4)  die  Kongruenz: 

Ind  a  +  Ind  x       Ind  b     (mod  (p  —  1)) 
Ind  X  ^  Ind  b  —  Ind  a    (mod  (p  —  1)), 

und   durch  den  Übergang  zu  den  Numeris  ergiebt  sich  der  gesuchte 
Wert  von  x, 

Ist  z.  B.  die  Kongruenz: 

7a;  =17     (mod  19) 

gegeben,  so  folgt  aus  der  zweiten  Tabelle: 

Ind  X  =  Ind  17  —  Ind  7 

=  8  —  12  =.  14    (mod  18), 

also  ist  X  ==  Num  Ind  14  =  16,  und  in  der  That  ist: 

7.16=17     (mod  19). 

Die  Darstellung  der  Zahlen  durch  die  Potenzen  einer  primitiven 
Wurzel  wollen  wir  zu  einem  sehr  einfachen  Beweise  des  Wilsonschen 
Satzes  benutzen.     Es  ist  nämlich  offenbar: 


(mod  p), 


1 .2-3  ...p  —  1=^1+2+    +P-2-^^    i     =\g  ^  ) 

oder  da  nach  (5*)  g  ^    rz  —  1  und  p  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  er- 
giebt sich: 

p-i 

,       JJ*  =  (-l/  =  -l     (modp), 
1 

wie  schon  früher  (S.  102)  auf  anderem  Wege  bewiesen  wurde. 

Die   modulo  p  inkongruenten  Einheiten,   oder,   was  dasselbe  ist, 
die  p  —  1  Potenzen: 

hatten  wir  in  Gruppen 

eingeteilt  nach  dem  Exponenten  d^,  zu  welchem  sie  modulo  p  gehören. 
Auf  Grund  des  oben  S.  381  abgeleiteten  allgemeinen  Resultates 
können  wir  jetzt  leicht  aUe  Einheiten  y^g'^  finden,  welche  zu  einem 
gegebenen  Divisor  d^  von  p  —  1  als  Exponenten  gehören.  Ersetzen 
wir  nämlich  den  dort  beliebig  gewählten  Divisor  d  von  p  —  1  durch 
p  —  1  selbst,  so  mufs: 


'0  (h,l)—\) 
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sein.  Ist  also  /)  —  1  =  ^o^oy  ^^^^  ^h'  ^^^  ^^  ^o  komplementäre  Teiler 
von  p  —  1,  so  muTs: 

(Ä,  |>  —  1)  =  rf^', 

oder  also  h  =  rd^  sein,  wobei  (r,  d^  =  1  ist.  So  ergiebt  sich  also 
der  allgemeine  Satz: 

Von  den  p  —  1  inkongruenten  Einheiten  y  gehören  alle  und 
nur  die  zu  einem  gegebenen  Teiler  d^  von  p  —  1  als  Exponenten^ 
deren    Index    mit    p  —  1     den    gröfsten    gemeinsamen   Teiler 

d^  =^      .       hat;  sie  sind  also  in  der  Form: 

enthalten;  ihre  Anzahl  ist  daher  gleich  ^{d^),  und  för  die  zu- 
gehörige primitive  Funktion  J'\{x)  besteht  für  ein  variables  j  die 
Zerlegung: 

So  folgt  z.  B.  aus  der  zweiten  Tabelle  a.  S.  384,  dafs  die  6  =  ^(9j 

folgenden  Zahlen: 

4,    5,    6,      9,    16,  17 

modulo  19  zum  Exponenten  9  gehören,  denn  ihre  Indices 

16,    2,    4,    10,    14,    8 

sind    die    einzigen,    welche    mit    18    den   gröfsten   gemeinsamen  Teiler 

2  =  ,,    haben. 

Wir    benutzen    endlich    die   Theorie    der    primitiven    Wuraeln  zur 
Untersuchung  der  allgemeinen  reinen  Kongruenzen: 

(6)  X"  Ez: ;'     fmod  p) 

für  einen  beliebigen  Primzahlmodul.  Gehen  wir  in  dieser  Kongruenz 
zu  den  Indices  über,  so  erhalten  wir  für  ^  =  Ind  ./:  die  lineare  Kon- 
gruenz: 

(6'*)  nl  r~  Ind  y     (mod  p  —  1)). 

Nach  dem  a.  S.  106  bewiesenen  Hauptsatze  besitzt  aber  eine  lineare 
Kongruenz  dann  und  nur  dann  eine  ganzzahlige  Lösung,  wenn  ie 
rechte  Seite,  also  Ind  y,   durch  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler 

d  =  in,  p  —  1) 

des  Koefficieiiten  von  §  und  des  Moduls  toill)ar  ist.  Ist  das  der  Fall, 
und  ist: 
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eht  die  Kongruenz  (6*)  über  in: 

welcher  sich  J,  da  (n^,  d^  ~  1  ist,  modulo  d^  eindeutig  bestimmt; 
lann  i^  der  so  sich  ergebende  Wert,  so  erhält  maü  für  |  die  d 
inden  modulo  p  —  1  inkongruenten  Werte: 

he  sämtlich  der  Kongruenz  (6*),  also  auch  der  Bedingung  (6)  ge- 
n,  und  da  zu  jedem  dieser  Werte  von  J  =  Ind  x  ein  einziger 
t  von  X  gehört,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Eine  Zahl  y  ist  dann  und  nur  dann  w*"'  Potenzrest  zu  p,  wenn 
ihr  Index  durch  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  d  von  n  und 
p  —-  \  teibar  ist.     Ist  dies  Fall,  so  besitzt  die  Kongruenz: 

:*;"  —  y  n^  0     (mod  p) 

genau  r?  =  (w,  jp  —  1)  inkongruente  Wurzeln. 

speziell  n  =  d  selbst  ein  Divisor  von  p  —  1 ,  so  ergiebt  sich  als 
illar: 

Eine  Zahl  y  ist  dann  und  nur  dann  d^^  Potenzrest  zu  p^  wenn 

ihr  Index  ein  Multiplum  von  d  ist;  ist  das  der  Fall,  so  besitzt 

die  Kongruenz: 

oc^  —  y  :rz  0     (mod  p) 

genau  so  viele  inkongruente  Wurzeln  als  ihr  Grad  angiebt. 

Wir  können  dieses  letzte  Kriterium  auch  in  einer  von  der  Theorie 
Indices  unabhängigen  Form  aussprechen.     Ist  nämlich: 

Ind  y  =  dg 

li  d  teilbar,  also  y^^g^Q,  und  ist  d'  der  zu  d  komplementäre 
3r  von  p  —  1,  so  ist: 

yd'  _^  gdd'Q  =  ((ßP-'^y  =  l     (mod  p) 

ist  umgekehrt: 

it  Ind  y  durch  d  teilbar,  also  y  (?*'  Potenzrest  zu  p.  Es  gilt  also 
Satz: 

Eine  Zahl  y  ist  dann  und  nur  dann  fP""  Potenzrest  zu  p,  wenn 


ist. 
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Auch  die  allgemeinere  Frage,  ob  eine  Zahl  w**"  PotMWik  ton  p 
ist,  ist  natürlich  ganz  unabhängig  davon,  welche  prinutiYe  Wund  j 
von  p  bei  dem  Indexsystem  zu  Gründe  gelegt  wird;   also  mufs  auch 
das  vorher  gefundene  allgemeine  Kriterium  ebenfalls  von  der  Wahl  von 
g  unabhängig  sein.     In  der  That,  ersetzt   man  g   durch  die  primitiYe 
Wurzel  gQy  so  wird  g  ^".g^,  wo  (r,  p  —  1)  =  1  ist,  also  wird: 

d.  h.  der  Index  von  y  für  g^  geht  aus  dem  für  g  durch  Multiplikation 
mit  der  zu  p  -^  l  teilerfremden  Zahl  r  hervor,  der  gröfste  gemein- 
same Teiler  von  Ind  y  und  p  —  1  ist  also  unabhängig  davon,  welche 
primitive  Wurzel  von  p  als  Basis  des  Indexsystemes  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Man  kann  auch  den  folgenden  allgemeineren  Satz  aussprechen, 
dessen  einfacher  Beweis  dem  Leser  überlassen  bleibe: 

Eine  Zahl  y  ist  dann  und  nur  dann  n^  Potenzrest  zu  Pj  wenn 

sie  der  Bedingung: 

p-i 

y  ^    =1 

genügt,  wo  d  =*  (n,  p  —  1)  ist;  ist  dies  der  Fall,  so  besitzt  die 
Korgruenz  x**  —  y^O  (mod  p)  genau  d  inkongruente  Wunek 


Achtundzwanzigste  Vorlesung, 

3  höheren  Kongruenzen  für  einen  Primzahlmodul.  —  Die  Bedingung  für  die 
isienz  einer  Kongruenz wurzel.  —  Erste  Herleitung  der  Bedingungen  für  die 
istenz  von  s  inkongruenten  Wurzeln  einer  Kongruenz.  —  Die  Systeme  oder 
ktrizen.  —  Der  Rang  der  Systeme.  —  Zweite  Herleitung  der  Bedingungen  für 
\  Existenz  von  8  inkongruenten  Wurzeln  einer  Kongruenz.  —  Die  recurrierenden 
ihen.  —  Ihre  Ordnung.  —  Die  Ordnung  von  ganzzahligen  recurrierenden  Reihen 
r  einen  Primzahlmodul.  —  Der  Grad  des  gröfsten  gemeinsamen  Teilers  zweier 
ganzzahliger  Funktionen  für  einen  Primzahlmodul. 

§  1- 

Ehe  wir  die  in  der  vorigen  Vorlesung  gefundenen  Resultate  auf 
isammengesetzte  Moduln  ausdehnen ,  wollen  wir  für  Primzahlmoduln 
ie  allgemeine  Frage  lösen,  unter  welchen  Bedingungen  eine  nicht  reine 
ongruenz: 

uizzahlige  Lösungen  besitzt  und  wie  grofs  die  Anzahl  ihrer  in- 
>ngruenten  Wurzeln  ist. 

Wie  bereits  früher  erwähnt  wurde,  kann  diese  Frage  stets  durch 
robieren  entschieden  werden,  da  man  ja  nur  die  p  Zahlen 
,0),  f{\\  '  •  •  f\p  —  1)  auf  ihre  Teilbarkeit  durch  p  zu  untersuchen 
■aucht.  In  neuerer  Zeit  hat  aber  Herr  Rados*)  unter  Benutzung 
nfacher  Determinantensätze  eine  sehr  elegante  Bestimmung  jener  An- 
hl  gegeben,  welche  wir  an  dieser  Stelle  auf  einem  anderen  Wege 
'Weisen  und  dann  verallgemeinem  wollen. 

Zunächst  können  wir  von  der  Wurzel  :r  ^  0  (mod  p)  absehen, 
öil  sie  dann  und  nur  dann  auftritt,  wenn  c^  durch  p  teilbar  ist.  Wir 
^gen  also  nur  nach  den  Einheiten  ^  modulo  |>,  welche  die  Kongruenz 
)  befriedigen.  Da  femer  für  jede  solche  Einheit  ^~  EZ  1  (mod  p) 
i,  so  können  wir  in  (1)  jeden  Exponenten  von  x  durch  seinen  kleinsten 
^st  modulo  p  —  1  ersetzen  und  daher  die  Funktion  f{x)  von  vom- 
Tein  höchstens  vom  (p  —  2)^^  Grade  voraussetzen;  wir  stellen  uns 
Jo  zunächst  die  Frage: 

♦)  Journal  für  Mathematik  Bd.  99  S.  268—260. 
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Unter  welcher  Bedingung  besitzt  die  Kongruenz: 

(1»)  f{x)  =  Cq  +  c^x  +  c^x^  -\ h  rp_2X-^~*  I2H  0     (mod  j)) 

eine  ganzzahlige^  durch  p  nicht  teilbare  Wurzel? 

Zur  Vereinfachung  der  nachfolgenden  Untersuchungen  wollen  wir  fest- 
setzen, dafs  eine  Zahl  r-,  deren  Index  gröfser  als  p  —  2  oder  negati? 
ist,  gleich  demjenigen  unter  den  KoefHcienten  ^o?  ^i?  *  *  *  ^p—^  ^o"  f{^) 
sein  soll,  dessen  Index  kongruent  i  modulo  p  —  1  ist,  so  dafs  also  für 
die  Koefficienten  die  allgemeine  Gleichung: 

(2)  ^,+(p-i)  =  <^i 
besteht,  mag  i  positiv  oder  negativ  sein. 

Es  sei  nun  ^  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (1*),  d.  h.  es  sei: 

(3)  m=^c,l'  =  0     (mod/)). 

Nach  der  Definitiousgleichimg  (2)  und  wegen  der  für  jede  Einheit  \ 
bestehenden  analogen  Kongruenz: 

kann  aber  die  Kongruenz  (2)  auch  folgendermafsen  geschrieben  werden: 

und  zwar  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  «;  und  da  5*  P  meht  ent- 
hält, so  ergeben  sich  aus  (3)  die  p  —  1   folgenden  Kongruenzen: 

-2i 


(»•=0,1,      P 

oder  ausgeschrieben: 

<:„      +cJ  +  r,r  +  ...  +  r,_,|''---0| 

(4*) 

• 

(mod  /)); 

c,_,  +  c,i  +  .•  g'^  + . . .  +  c,  ..r'"'--  0 . 

eine   Einheit   ^    genügt    also    dann   und  nur   dann   der  Kongruenz  \^\ 
weim  sie  die  p  —  1   Kongruenzen  (4 )  ])efriedigt. 

Wir  betrachten    nun    neben   den   Kongruenzen  (4 )  vom  {p  —  2) 
Grade  das  folgende  System  von  p  —  1  linearen  homogenen  Kongruenzen 
mit  den  p  —  1  neuen  Unbekannten  ^q,  ^j,   •  •  •  Ip—^: 

(5)  ^^\j^kk   -  ^     ('«öd  p),  0=0,1,    p-J) 

welches  aus  (4)  dadurch  hervorgeht,   dafs   die   Potenzen   |*   durch  die 
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bekannten    |^   ersetzt   werden.      Dann    besitzen   die   (p — 1)   Kon-* 
lenzen  (p  —  2)****  Gi*ades  (4)  dann  und  nur  dann  eine  Lösung,  wenn 
linearen  Kongruenzen  (5)  eine  solche  Lösung  haben,  dafs: 


2 


lo  •  li  :  5«  :  •  •  • :  lp-2  =  1  :  S  :  I   :•••:& 


.p~2 


(mod  p) 


dafs  also  allgemein: 


) 


ii^k  =  5oS.+*     (mod  p) 


Nun  folgt  aber  aus  den  Elementarsätzen  der  Determinanten- 
orie,  dafs  die  linearen  Kongruenzen  (5)  überhaupt  nur  dann  eine 
mng  aufser  der  selbstverständlichen  (tß  ez  g^  ^  •  •  •  ^  |p_2  he  0  (mod  p)) 
itzen,  wenn  ihre  Determinante: 


'i-h* 


OJ 


ij 


Cp-i 
Cp-l 


(»,*=.0,1,      .p-2) 


i   ^/,-2,    €p-i,    •  •  •    C2(p-2) 

rchp  teilbar  ist.    Wir  erhalt.en  somit  zunächst  das  folgende  Resultat: 

Die  Kongruenz  f(x)  e^  0  (mod  p)  wird  nur  dann  durch  eine 
Einheit  |  modulo  p  befriedigt,  wenn  die  aus  ihren  Koefficienten 
gebildete  Determinante  |c,.  i  ;tl  durch  p  teilbar  ist. 

ist  nun  interessant,  dafs  dieselbe  Bedingung  auch  hinreichend  ist, 
fe  also,  wenn  die  linearen  Kongruenzen  (5)  überhaupt  eine  Lösung 
ritzen,  stets  auch  eine  solche  existiert,  welche  noch  den  weiteren 
dingungen  (6)  genügt.  In  der  That,  es  sei  Ic^i^l  durch  j)  teilbar 
ä  es  mögen  w^,  w^,  •  •  •  mp-2  p  —  1  nicht  sämtlich  durch  p  teil- 
'e  Zahlen  sein,  welche  den  Kongruenzen  (5)  genügen,   so  dafs  also: 


k 


c.  ,  ,m. 


0     (mod  p) 


(;  =  0,f,.    p-l) 


Ist  dann  |  irgend  eine  der  p  —  1  inkongruenten  Einheiten  mo- 
loji,  so  ist  auch: 


p-% 
|»2^c.^^m^  =  0     (mod|>) 


(»  =  0,1,- •/>-!), 


i  durch  Addition  dieser  p —  1  Kongruenzen  folgt: 


< 


p-i 


p-2 


>5-0(2'^.+*5-^*)^(2''"'-* 


,-|-t=0 


*l-*)(2''^'^')  (">«•*  ^)' 
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'  d.  h.  es  mufs  für  jeden  Wert  g  ==  1,  2,  •  •  •  p  —  1  das  Produkt: 

(7)  (n»^4.,H,g-^  +  ...  +  m^_,6-CP-*))/'(|) 

durch  p  teilbar  sein.  Der  erste  Faktor  kann  aber  nicht  für  jede  der 
p  —  1  inkongruenten  Zahlen  durch  p  teilbar  sein^  da  sonst  die  Kon- 
gruenz des  p  —  2**"  Grades: 

Wq  +  ^h^  +  *  •  •  +  nip-'i^~  ^  0    (mod  p) 
die  /?  —  1  inkongruenten  ganzzahligen  Wurzeln 

x'^i"^     (mod|})  U--1,«,    p-i) 

besälse.  Also  mufs  für  mindestens  einen  Wert  von  |  der  zweite 
Faktor  p  enthalten,  d.  h.  5  ist  dann  in  der  That  eine  Wurzel  der  Kon- 
gruenz /"(S)  ^  0  (mod  p)y  w.  z.  b.  w. 


§2.*) 

Wir  wollen  nun  weiter  die  Frage  entscheiden,  wie  viele  inkon- 
gruente Lösungen  die  Kongruenz: 

(1)  f{x)  =  Co  +  qa:  H h  Cp-tJ^^'^  =  0     (mod  p) 

besitzt.  Wir  werden  zeigen,  dals  auch  diese  Aufgabe  vollständig  auf 
die  Betrachtung  der  Lösungen  von  den  (p  —  1)  linearen  homogenen 
Kongruenzen 

(2)  2^^,-  +  *'.--^^     (med;))  (/=o,i,..,-Ji 

zurückgeführt  werden  kann.  Wir  wollen  daher  zuerst  einige  Bemer- 
kungen über  solche  lineare  Kongruenzen  und  ihre  Lösungen  voraus- 
schicken. 

Besitzt  ein  solches  System  (2)  mehr  als  eine  Lösung  und  sind  etwa: 

ff  //  n 

niQ  ,  m^  ,  •  •  •  Wp_2 
zwei  solche  Lösungen,  so  dafs  also: 

p  —  2  jp— 2 

2  ^i-\-k^^h  =  ^N       2  ^.  +  *^"/'  ^  ^     (^^^  ^)  («=0,1,-   p-J- 

k=0  k  =  0 

ist,  und  sind  A'  und  A"  zwei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  ist  auch: 

*)  Für  das  volle  VerstHndnis  der  §§  2  und  3  ist  einige  Bekanntschaft  dafs 
mit  den  Elementen  der  Detenninant^ntheorie  erwünscht;  wir  bemerken  jedoch, 
die  Resultate  dieser  Abschnitte  später  nicht  benutzt  werden. 
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2; ',+,(>■'«>: +  l."m^')  =  0    (mody), 


k 

d.  h.  die  p  —  1  Zahlen: 

ergeben  ebenfalls  eine  Lösung,  und  das  entsprechende  ist  der  Fall, 
wenn  die  Kongruenzen  (2)  drei  oder  mehr  Lösungen  haben. 

So  besitzt  ein  solches  System  linearer  homogener  Kongruenzen 
im  allgemeinen  sehr  viele  inkongruente  Lösungen,  welche  man  aber 
alle  auf  die  soeben  angedeutete  Art  aus  einer  kleinen  Anzahl  von 
ihnen  zusammensetzen  kann.     Ein  System  von  s  solchen  Lösungen: 

ff  ff  M 

C^)  

^0  7     ^l)     %_8 

der  Kongruenzen  (2)  heilst  linear  unabhängig^  wenn  keine  unter  ihnen 
durch  die  s  —  1  anderen  in  der  eben  angegebenen  Weise  linear  und 
homogen  dargestellt  werden  kann,  oder,  was  offenbar  dasselbe  ist, 
wenn  man  nicht  imstande  ist,  s  nicht  sämtlich  durch  p  t.eilbare  Zahlen 
/i',  ft",  •  •  •  /t^*^  so  zu  bestimmen,  dafs  die  p  —  1  Kongruenzen 

(4)  /t'm/  +  /t" w/'  H h  /t^'^w^*^  =  0     (mod  p)      (*=o, i,  •  •  •  p-2) 

sämtlich  erfüllt  sind.  Kann  man  nämlich  die  Zahlen  ^^''^  so  wählen, 
und  ist  etwa  fi^'^  durch  p  nicht  teilbar,  so  ergiebt  sich  ja  aus  (4): 

'"  —  (#r  <  +  ^,  <+•••  +  '^  <-'')     (-od  p) , 

(*=0,l,-.p-2) 

d.  h.  die  s^  Lösung  unserer  Kongruenzen  ist  linear  und  homogen  durch 
die  {s  —  1)  ersten  darstellbar. 

Aus  den  Elementarsätzen  der  Determinantentheorie  geht  hervor, 
dafs  die  s  Lösungen  (3)  dann  und  nur  dann  linear  unabhängig  sind, 
wenn  nicht  alle  Determinanten  s***'  Ordnung  durch  p  teilbar  sind, 
welche  man  aus  dem  System  y^^^)  in  (3)  bilden  kann.  Ist  nämlich 
auch  nur  eine  unter  diesen,  etwa  die  erste: 

!  m^'"\  m^;^,  '-  m^^_^\  (.=1,2,    •.) 

nicht  durch  p  teilbar,  so  können  schon  die  s  ersten  Kongruenzen  von 
(4)  nur  bestehen,  wenn  alle  s  Zahlen  ft^*)  kongruent  Null  sind,  d.  h. 
jene  s  Lösungen  sind  sicher  linear  unabhängig-,  sind  dagegen  alle  jene 
Determinanten  «*•'  Ordnung  durch  p  teilbar,  so  kann  man  bekanntlich 


w. 
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ft',  ft",  •  •  •  fi^*^  stets  den  Kongruenzen  (4)  gemäfs  bestimmen,  da  sie 
alle  eine  notwendige  Folge  von  (s  —  1)  unter  ihnen  sind,  welche  ihrer- 
seits durch  die  s  Gröfsen  /t^*)  oflfenbar  stets  befriedigt  werden  können. 

Hieraus  folgt  schon,  dafs  jedes  System  linearer  homogener  Kon- 
gruenzen höchstens  so  viele  linear  unabhängige  Lösungen  besitzen 
kann,  als  die  Anzahl  ihrer  Unbekannten  beträgt,  und  femer,  dafs  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  Lösimgen  eines  solchen  Systemes  ein 
für  alle  Male  bestimmt  und  unabhängig  davon  ist,  wie  diese  unab- 
hängigen Lösungen  ausgewählt  werden. 

Es  sei  nun  5  die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Lösungen  der 
linearen  Kongruenzen  (2)  und  es  sei  (3)  ein  solches  vollständiges  System 
unabhängiger  Lösungen,  so  dafs  dann  aus  diesen  jede  andere  Losung 
(So;  Si>  •  *  •  ip— i)  vo^  (2)  linear  und  homogen,  d.  h.  in  der  Form: 

dargestellt  werden  kann.  Wir  beweisen  dann  die  Richtigkeit  des  fol- 
genden allgemeinen  Satzes: 

Die  Kongruenz: 

(5)  /'(^)  =  0     (modp) 

besitzt  genau  s  inkongruente  durch  p  nicht  teilbare  Wurzeln, 
wenn  das  zugehörige  lineare  Kongruenzensystem: 

p-2 

(6)  ^  c.  _^J^       0     (mod  p)  (/=o,  1.     p-2) 

genau  s  linear  unabhängige  Lösungen  hat. 
Wir  beweisen  diesen  wichtigen  Satz  folgendermafsen:  Es  sei 

/      (*)  (A)  (A)     \ 

im        m        •  •  •    wr        I 
yn^  ,    //fj   ,  p-2/ 

irgend  eine  der  s  unabhängigen  Lösungen  (3)  der  Kongruenzen  (2),  so 
dafs  also: 

p-2 
k  =  0 

ist,  und  I  bedeute  eine  beliebige  Einheit  modulo  p.  Multipliziert  man 
dann  wieder  allgemein  die  i^^  dieser  Kongruenzen  mit  5*  und  addiert 
dann  alle,  so  erhält  man  genau  wie  in  (7)  des  vorigen  Paragraphen 

für  jede  Einheit  ^  mufs  also  entweder  der  eine  oder  der  andere  tod 
diesen  beiden  Faktoren  durch  p  teilbar  sein.     Es  seien  nun: 

'6')  £,.£„•••?, 


§  2.   Die  unabhäDgigen  Lösungeii  eines  linearen  Eongruenzensystemes.    395 

diejenigen  Einheiten  modulo  p,  welche  die  Kongruenz  (1)  nicht  be- 
friedigen, dann  müssen  also  für  jede  von  ihnen  die  s  Kongruenzen 

[7)  2<r*-0     (mod|>) 

Für  Ä  =  1,  2,  •  •  •  s  bestehen.  Es  seien  nun  /t',  /t",  •  •  •  ft^*^  zunächst 
beliebige  Zahlen;  multipliziert  man  dann  allgemein  die  h^  dieser  Kon- 
gruenzen (7)  mit  /t<*)  und  addiert  alle,  so  ergiebt  sich  die  eine  Kon- 
gruenz: 

I     2' Sf»'*''«rr*=  A„  +  X_X'  +  ■■■  +  A_(,_,,r''-^'^-0  (mod;,), 

A  =  l    *=0 

fvo  zur  Abkürzung; 

gesetzt  ist.  Man  kann  die  s  ganzen  Zahlen  ft^*>  stets  so  bestimmen, 
lafs  auf  der  linken  Seite  von  (7*)  die  5 — 1  letzten  Koefficient^n  modulo  |) 
rerschwinden,  während  die  übrig  bleibenden  p  —  s  ersten  Koefficienten 
lo,  X—iy  '  •  •  A_(p_,_i)  nicht  alle  durch  p  teilbar  sind;  in  der  That  er- 
sieht die  erste  Bedingung  nur  s  —  1  lineare  homogene  Kongruenzen 
'ür  die  s  Unbekannten  ii^^\  welchen  stets  durch  nicht  sämtlich  ver- 
schwindende Werte  /i',  ft",  •  •  •  /i<'^  genügt  werden  kann;  wären  aber  für 
liese  auch  die  p  —  s  ersten  Koefficienten  Aq,  A_i,  •  •  •  sämtlich  gleich 
S^ull,  so  wäre  das  System  (3)  der  Lösungen  w^*^  entgegen  der  oben 
jemacht^en  Voraussetzung  nicht  linear  unabhängig. 

Denken  wir  uns  also  die  Gröfsen  fi  so  bestimmt,  und  multipli- 
zieren wir  dann,  um  die  negativen  Potenzen  von  |  fortzuschaffen,  die 
ffongruenz  (5)  noch  mit  1^  *,  so  folgt,  dafs  jede  der  t  inkongruenten 
Einheiten  ||,     •  •  |^  in  (6*)  notwendig  der  einen  Kongruenz: 

hf '  +  l-ii'-'"'  +  ■■•  +  A_o,-.-.)  -  0     (modp) 

genügen  mufs,  deren  Grad  gleich  oder  kleiner  als  /?  —  s  —  1  ist,  und 
leren  Koefficienten  A.  nicht  sämtlich  modulo  p  verschwinden.  Also 
:ann  die  Anzahl  t  dieser  Einheiten  höchstens  gleich  p —  1  —  s  sein; 
lemnach  ist  die  Anzahl  der  übrigen  Einheiten,  d.  h.  die  Anzahl  aller 
Vurzeln  der  Kongruenz  /*(g)  f^-.  0  (mod  ;>),  gleich  oder  gröfser  als  s. 
Endlich  beweist  man  aber  leicht,  dafs  jene  Anzahl  sicher  auch 
licht  gröfser  als  s  sein  kann.     In  der  That,  seien  jetzt: 

Ue  modulo  p  inkongruenten  Einheiten,  welche  Wurzeln  der  vorgelegten 
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Kongruenz  (1)  sind,  dann  genügt,  wie  a.  S.  390  (4*)  bewiesen  wurde, 
jede  von  ihnen  den  p  —  1  Kongruenzen: 

^  c,._^^|*  =  0     (mod  p)  (.=0,1.    j»-!), 


*=o 

d. 

h. 

es 

sind  die  Potenzen: 

1, 

ip 

11- 

•r 

-2 

1, 

• 

iv 

11- 

••r 

-2 

• 
• 

1, 

l> 

z- 

•c 

-i 

6  spezielle  Lösungen  der  (p —  1)  linearen  Kongruenzen: 
(8)  2'''.+t^*^^^     ("«*^^)5 

k 

dieselben   sind  aber  auch  sicher  linear  unabhängig,    denn   schon  ilire 
erste  Determinante  6^'  Ordnung: 

1    £    •  •  •  i""^  ! 
1   i    •  •  •  ä"*"^ 


a— 1 


ist  durch  /)  nicht  teilbar,  da  sie,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  dem 
Differenzenprodukt: 

der  <s  inkongruenten  Zahlen  §j,  •  ■  •  ^^  gleich  ist.  Da  aber  die  AnzaU 
alkr  linear  unabhängigen  Lösungen  der  Kongruenzen  (8)  n.  d.  V.  gleicl 
s  ist,  so  kann  die  Anzahl  6  der  Kongruenz  wurzeln  von  (1)  sicher  nicht 
gröfser  als  s  sein;  sie  ist  daher  genau  gleich  s,  d.  h.  unser  Theorem 
ist  vollständig  bewiesen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Abschnittes  hat  sich  ergeben, 
dafs  die  Anzahl  der  ganzzahligen  Lösungen  einer  Kongruenz  moduloj) 
identisch  ist  mit  der  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Lösungen  eines 
speziellen  Systemes  linearer  homogener  Kongruenzen.  Wir  werden  so 
zu   dem   ganz   allgemeinen   und   rein   arithmetischen  Probleme  geführt, 
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i  beliebiges  System  linearer  homogener  Kongruenzen  aufzulösen, 
h.  seine  linear  unabhängigen  Lösungen  vollständig  anzugeben,  denn 
3  ihnen  kann  ja  jede  andere  Lösung  auf  einfache  Weise  zusammen- 
jetzt  werden.  Wörtlich  dieselbe  Frage  tritt  bei  der  vollständigen 
flösung  linearer  homogener  Gleichungen  auf,  und  ihre  allgemeine 
sung  ist  eine  der  schönsten  Anwendungen  der  Theorie  der  Modul- 
iteme.  Wir  wollen  die  Untersuchung  mit  Hülfe  dieser  Theorie  so 
iren,  dafs  ihre  Resultate  sowohl  für  Gleichungen  als  für  Kongruenzen 
lutzt  werden  können. 
Es  seien: 

j/i  =  a^^x^  +  a^^x^  -\ [-  a^fXf 

I 

lineare  homogene  Funktionen  der  t  Variablen  x^,  x^,  •  •  •  x^.  Wir 
jllen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  alle  Lösungen  {x^y  x^,  -  -  *  x^  der 
bomogenen  linearen  Gleichungen: 

)  yi  =  0,    ^2  =  0,    ...    y,  =  0 

zugebeiä. 

Wir   bilden  zu  diesem  Zwecke   aus  den  st  Koefficienten  a^^  das 
igehörige  rechteckige  System  oder  die  sog.  Matrix: 

(«117  «12;  •  •  •  ^it 
«2i;  «227  •••  ^«  I  /.=i,2,.  .*\ 

»,17    ^»%J    •••    «*/ 

id  wir  betrachten  zuerst  das  System  aller  Determinanten  erster  Ord- 
ing,  dann  das  System  aller  Determinanten  zweiter,  dritter,  .  .  .  Ord- 
ing,  welche  man  aus  der  Matrix  {a-^  durch  Weglassung  gewisser 
»ilen  und  Kolonnen  bilden  kann.  Ist  z.  B.  ^  <  5,  so  sind  die  Deter- 
Inanten  der  ^"  Ordnung  die  letzten,  welche  aus  jener  Matrix  gebildet 
jrden  können,  indem  man  in  ihr  jedesmal  ii^end  welche  s  —  t 
ilen  fortläfst  und  die  übrigbleibenden  t  Zeilen  zu  einer  Determinante 
Ordnung  vereinigt. 

Es  seien  nun  die  Determinanten  r^®'  Ordnung  nicht  sämtlich  g 
dl,    während   alle  Determinanten   (r  +  1)**'  Ordnung  verscfc 
Iche  man  aus  der  Matrix  (a^J  bilden  kann.    Dann  sag 
stem  (a,.^)   ist   vorn  Bange  r.     Man   erkennt  leicht  auf 
3ge,  dafs  dann  nicht  blofs  die  Determinanten  der  (r  -f- 
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auch  alle  diejenigen  von  höherer  Ordnung  verschwinden.  Sind  nämlich 
etwa  alle  Determinanten  der  ^y****  Ordnung  von  (a^^)  Null  und  ent- 
wickelt man  irgend  eine  Determinante  der  (p  +  1)**"  Ordnung,  etwa 
die  erste:  , 


nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile,  so  ergiebt  sich  ja: 

WO  Ai,  Aj,  •  •  Aa4-i  Determinanten  <J**' Ordnung  von  (a.jt),  also  n.  d.  V. 
sämtlich  gleich  Null  sind,  und  hierdurch  ist  unsere  Behauptung  voll- 
ständig bewiesen. 

Ist  femer  das  System  (a.^)   vom  Range  r  und  transformiert  man 
dasselbe  in  ein  anderes,  (ai*),  indem  man  entweder  die  Elemente  einer 
Reihe  (Zeile  oder  Kolonne)  mit  einer  nicht  verschwindenden  Konstanten 
multipliziert,    oder    zu    einer    Reihe    ein    beliebiges    Multiplum    einer 
Parallelreihe   hinzufügt,   oder  endlich  mehrere  von  diesen  Operationen 
nach  einander  ausführt,   so   ist  das  System  (an)  von  gleichem  Range. 
Der  sehr  einfache  Beweis  dieses  wichtigen  Determinantensaties  beruht 
einmal  darauf,  dafs  durch  die  gleichen  Transformationen  offenbar  auch 
umgekehrt  das  System  (alj^)  in  (an)  übergeführt  werden  kann,  zweitens 
auf  der  Thatsache,  dafs  jede  Determinante  T)^'  einer  beliebigen  s*"  Ord- 
nung   von    (n'n)    als   homogene    lineare    Funktion   aller   Determinanten 
derselben  Ordnung    von  (^z-^)   dargestellt  werden  kann,  dafs  daher  ako 
alle    Determinanten    />/    verseh winden,    sobald   alle   Determinanten  D, 
Null  sind,  und  umgekehrt. 

Es  sei  nun  das  System  (r/.^)  vom  Range  r;  dann  können  uuJ 
wollen  wir  uns  einmal  die  Variablen  x^,  •••  j\  imd  zweitens  die  linearen 
Funktionen  y^ ,  •  •  •  //,  von  vom  herein  so  bezeichnet  denken,  Jaf^ 
speziell  die  erste  jener  Determinanten  r^^  Ordnung: 


(4)  If^  = 


^'li;    •••    ^'ir 


^'rl.    •"    <^rr 


eine    von   denen  ist,   welche   nicht  Null   ist.     Dann    wollen  wir  nach- 
weisen, dafs  die  (s  —  r)  letzten  Gleichungen 

(.'■>)  (?/-+i  =  0,  •••  ?/.  =  ()) 

eine  notwendige  Folge  der  r  ersten 

(5-)  (yi  =  o,  •••y,  =  0) 


sind,    (lafs   also   die   voll^t^Li-jr   A-t'-'-^iu:    >-   J"-:--^    •*----—     : 
durch    die   Uutersuchunc    >r.:L-r       -rs--i     -.-    .i--:^-i   '   _:~.--i  .^    - 

setzt  wird. 

Diese    letzte   Aufgabe    £äi:i    i'-t:    .t    i"    j-.  '-*    vr-^-L      -i     --^• 

That  sei 

(  :"  '   1 

das  Svstcin  der  zu  urr  Drt-rziLz^iTr    4    ^i."-.i?r:      ^-•'•-■^rrr-^jwir.-: 

•  _ 

I  ;•  — -  1)**'''  Ordnuntr.  •^"  •^-^'^  sL_^--z.--i 


I 


;•>^)  ^^  (-.       = 


ist.    Srhreibt  luau  ivia  "•*•:.•:•  /■  -r-:-:      .-i-l:.zj.'-:. 


J"..-- 


multipliziert    dann   allir- :::*-. l 
jene  Gleich iiueen.  *:■•  :  Iit: 


Beachtet  man  aUo  a.r  •r.r.-i^.i::;'^     .-      .- ,   .-^  .    _^ 
terminanten  r**'  Hr.k-iiir: 

('6»-)  _ 

SO  ergeben  sich  dir-  r  Olr.-n  .iij-*i 


(7)  ly.^.J 


-£  ^ 


^dche  die   volktiiidig» 
^thalt;  Yon  den  I  Ui 
liogene  linean  ¥§ 


»MKI 

*XJ^^.XVV^,^    ••^-    . 

—  '*,•! 

*■■**     «M*'^      t,-. 

I^^f^  '  -  -   Ä. .,    V 
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(8) 


A.= 


Vi,  a 


11  >  *'ii> 


«ir    ' 


y«»  ^i>  'ht>  •  •  •  "ir 


yr>    »rl>    «r»>      •  "    « 


rr 


(•  =  1,S,      •) 


ifi^       11»        IX  >  ir 

auf  zwei  yerschiedene  Arten:  Schreibt  man  zunächst  für  die  y^  die 
linearen  Funktionen  in  x  und  entwickelt  dann^  so  wird  diese  Determi- 
nante^ da  die  Xj^  nur  in  der  ersten  Kolonne  und  zwar  homogen  und 
linear  auftreten,  selbst  eine  homogene  lineare  Funktion  von  x^y-"  x^, 
d.  h.  es  ist: 
(8.)  A,  =  C/'  X,  +  C<;  x,  +  . . .  +  C^;  x„ 

deren  Koefficienten  C^'^  offenbar  gewisse  Determinanten  (r  +  1)*^  Ord- 
nung des  Systemes  (a-^^  sind,  denn  setzt  man  in  jener  Determinante  (8) 
ein  X]^=  l  und  alle  anderen  a:^  =  0,  so  ergiebt  sich  ja: 


^Ikf 

9 

«11>    ••• 

^\r 

ö^ 

• 
• 

^rkf 

«rl7   •  •  • 

^rr 

^ikJ 

«.17     •  •  • 

^ir 

Jede  solche  Determinante  A,.  verschwindet  also  wegen  (8')  sicher  fär 
ein  Modulsystem  (Dj'^  ,  D^^  \  •  •  •],  dessen  Elemente  die  särnÜichen 
Determinanten  (r  -j-  ly®""  Ordnung  des  Systemes  (a,^^)  sind. 

Entwickeln    wir    jene    Determinante    zweitens    nach    ihrer   ersten 
Kolonne,  so  wird  sie  gleich: 

(H'O  A,  =  1J,  A ,  +  ?/.  A  ,  +  ••■  +  y,  ^r  .•  +  y.-  -D'"'  , 

WO  die  Koefficienten  7)j .,  D^i,  •  •  •  D^,  gewisse  Determinanten  r**' Ordnung 
der  Matrix  (a- J  sind,  und  D^''^  wieder  jene  erste  Unterdeterminante  der- 
selben  Ordnimg  in  (4)  bedeutet.  Da  aber  diese  lineare  Funktion  (0 ' 
das  Modulsystem  {D^['^^\  -  •  )  enthält,  so  folgt,  dafs  für  ihr  letztes 
Glied  D    y,  die  Kongruenz  besteht: 

(«0  A'V.  =  0  •  modd  (y.,  y„...  y,,  (!)<'■+'>))       (.-»..v^ 

wo  das  eine  Element  {D^""^^^)  das  System  aller  jener  Unterdeterini- 
nauten  (r  +  1)**^"^  Ordnung  vertreten  soll. 

Bedeutet  wieder  (a^.)  das  System  aller  Unterdeterminanten  (r  — 1'* 
Ordnung  von  D   ,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (G*): 


(9) 


2'«a%y. = ^^'..^'^'y.  =  ^'^'y^> 


A,y  =  l 


y  =  l 
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zweitens  ist  nach  (6*): 

(9»)  i'=l  P=l  A  =  l  Z  =  r-fl 


r 


WO  die  Aj.^  wieder  die  in  (6**)  angegebene  Bedeutung  haben.  Sub- 
stituiert man  also  die  in  (9*)  gefundenen  Werte  der  ^a^^y^  in  (9), 
so  ergiebt  sich  die  zweite  Fundamentalkongruenz: 


(*=1,    -r) 


(10)  D^'^ y,  =  0     modd    D^'*^ x,  —  ^ A,,x^ 

und  aus  (9*)  folgt  direkt: 

(10«)  Z)'" x,-^A„x,^0     modd '(y, ,  y„  •  •  •  y,) . 

l 

Aus  den  Kongruenzen  (8**),  (10)  und  (lÖ*)  kann  nun  das  gesuchte 
Resultat  leicht  abgeleitet  werden.  Zu  diesem  Zwecke  multiplizieren 
wir  erstens  die  Kongruenzen  (8**)  und  ihren  Modul  mit  D^*^^  und  ersetzen 
dann  den  Modul 

durch  den  anderen: 

welcher  wegen  (10)  ein  Divisor  des  vorigen  ist;  zweitens  fügen  wir 
i      ni  dem  Modulsysteme  in  (10*)  die  Elemente  y^  ,  j,  •  •  •  y,,  D^!['^^\  •  •  • 
^     hinzu.    Dann  erhalten  wir  die  beiden  Kongruenzen: 

\     (11)     {D^yy.^0    moM{D^'^^x,—^A,,x,,D^['^'\'^'],ii^i,s) 

f     (U.)     D'^'x,-^A,,x,  =  0     modd{t/,,  t/„...y,;i)l^+^...}, 

-     Welche    aussagen,    dafs    die  Gröfsen   auf  der   linken    Seite   der   Kon- 
gruenzen   identisch    gleich    homogenen  linearen  Funktionen   der  Ele- 
Diente   der  Modulsysteme  mit  ganzen  ganzzahligen  Koefficienten  dar- 
I      »teilbar  sind. 

I  Ist  nun  das  System   (a.^)   vom  Range  r,  sind   also  alle  Determi- 

nanten D^'"^^^  gleich  Null,  und  D^''^  <  0,  so  folgt  aus  den  Kongruenzen 
(Xl),  dafs  die  s  Funktionen  y.  verschwinden,  wenn  die  x^  den  Glei- 
chungen 
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(12)  I/'^X,=^Ä„X,  (*=U     r) 

genügen^  aus  den  Kongruenzen  (11*)  dagegen  ergiebt  sich  umgekehrt, 
dafs  aus  dem  Bestehen  der  Gleichungen  y^  =  0  notwendig  die  r  Glei- 
chungen (12)  folgen;  jene  beiden  Gleichungssysteme  sind  also  in  der 
That  äquivalent. 

Schreibt  man  die  Gleichungen  (12)  in  der  Form: 

^t       =  -^1     1  I  ^  I  t  4"  •  •  *  "f"  -4 '  x. 

1  l,r-t-l     r-f-l     *  *  It     t  • 


X 


r         =^;,.4.i^.4.i  +  ---+^r>. 


• 
• 

.       ^r+l 

• 

X,         =    • 

X, 

oder  einfacher  geschrieben: 

t 

« 

x, 

=    ^,  Ä'iiXi 

(13) 

t 

^k 

^  *AI  ^l 

(.•=»1,2,       r) 


(t«r-f.l,-4 


^1 

WO    zur  Abkürzung  allgemein      .'^'  =  A'n  gesetzt  ist,   so  erkennt  mM 

leicht,  dafs  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Lösungen  unseres 
Gleichungssystemes  genau  gleich  t  —  r  ist.  Setzt  man  nämlich  auf 
der  rechten  Seite  jener  Gleichungen  alle  willkürlich  anzunehmenden 
Gröfsen  o'r^-i,  ar^+s,  -  •  •  Xt  gleich  Null,  mit  Ausnahme  einer  einzigen 
xxj  welche  gleich  Eins  angenommen  wird,  setzt  man  also  allgemein: 

so  ergeben  sich  für  A  =  r+1,--^    t  —  r  Lösungssysteme  \^^\  •  •  •  ^/  ' 

(14) 

welche    offenbar   linear    unabhängig    sind,    denn   die   aus   den  {t^^j' 
Elementen  t^^  gebildete  Determinante  i  ^[^^  |  =  1  **i  |  ^^^  den  Wert  Eins. 
Jede    andere   Lösung   (13)    ist   aber  durch   diese   t  —  r   speziellen 
liösungeu  homogen  und  linear  darstellbar;  denn  sind: 


9/ 


:  — 1   9       r; 
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ejenigeu  Werte  der  Gröfsen  (rCr-fi,  •••  x^,  welche  irgend  einer 
Dsung  entsprechen,  so  folgt  ja  aus  (13)  und  (14)  für  diese  Lösung 
e  Darstellung: 

nd  hierdurch  ist  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen.  Es  ergiebt 
eh  so  der  folgende  wichtige  Satz: 

Ist  das  Koefficientensystem  {a^j)  eines  Systems  von  linearen 
homogenen  Gleichungen  mit  t  Unbekannten  vom  Range  r,  so 
besitzt  dasselbe  genau  t  —  r  linear  unabhängige  Lösungen. 

Aus  den  Fundamentalkongruenzen  (11)  und  (11*)  können  wir  aber 

hne  weiteres  ein  sehr  viel  allgemeineres  Resultat  herleiten.    Es  mögen 

ie  Elemente  a.j^  ganze  Gröfsen  eines  beliebigen  Rationalitätsbereiches 

ein,  und  es  sei 

P={M,M',...) 

fin  beliebiges  Primmodulsystem  desselben  Bereiches  von   irgend  einer 

Jtnfe.     Dann   bleiben   die  Kongruenzen  (11)  und  (11*)  bestehen,  wenn 

nan  den  Elementen  ihrer  Moduln  noch  das  Modulsystem  P  hinzufügt, 

la  die  so  entstehenden  Divisorensysteme  Teiler  der  vorigen  sind.    Wir 

»gen  nun,  das    System   (a,.^)   ist  modulo  P  vom  Range  r,  wenn  alle 

Determinanten  (r  +  1)**"^  Ordnung  D^[     \  •  •  •   P     enthalten,    während 

inindestens  eine  Determinante  r*®'  Ordnung,   etwa  D     durch    P   nicht 

»übar  ist.     Sieht  man  dann  von  Teilern  höherer  Stufen  ab,  so  folgt 

lus  jenen  beiden  Kongruenzsystemen,  dafs  die  vollständige  Lösung  der 

Kongruenzen : 

y,.  ^£  0     (mod  P)  (»==i,  2,  •  *) 

lureh  die  Kongruenzen: 

D^''^  Xi^  ^  ^  ÄJ^^  Xj     (mod  P)  (i=i,  2,  •  r) 

jegeben  wird. 

Sind  die  a.j^  speziell  ganze  Zahlen  und  P  =  p  eine  Primzahl,  so 
bmmen  wir  auf  den  oben  behandelten  Fall  der  ganzzahligen  Kon- 
puenzen  für  einen  Primzahlmodul  zurück. 

Für   ein   solches    System   linearer   Kongruenzen   modulo  p  gelten 

Jso   wörtlich    die    vorher   für    Gleichungen    gefundenen   Sätze.     Ver- 

l)mden  wir  nun  den  a.  S.  394  abgeleiteten  Satz  mit  dem  oben  gefun- 

ienen  Theorem,  so  ei^iebt  sich  das  folgende  wichtige  Resultat,  durch 

26* 
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welches  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Wurzeln  einer  gegebenen  Kon- 
gruenz höheren  Grades  vollständig  gelöst  wird. 

Eine  Kongruenz: 

f{x)  =  fj,  -j-  c^x  +  •  •  •  +  Cp^%a^~^  ^  0     (mod  p) 

besitzt  genau  s  modulo  p  inkongruente  durch  p  nicht  teilbare 
Wurzeln^  wenn  die  aus  den  Koefficienten  gebildete  Matrix  der 
(jp  —  1)^"  Ordnung: 


(^.•4-.)- 


vom  Range  p  —  1  —  s  ist. 

Ein  spezieller  Fall  dieses  Theorems  ist  der  im  §  1  bewiesene  Sat^ 
welcher  sich  für  s  =  1  ergiebt. 

Man  kann  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Wurzehi  einer  Kfli- 
gruenz 

(1)  f(.x)~0    (modp) 

noch  in  einer  anderen  Weise  behandeln:  Sind  nämlich  wieder 
Ij,  I27  •  •  •  it  ^^^  modulo  p  inkongruenten  Einheiten,  welche  (1)  g^ 
niigen,  und  ist: 

(2)  e{x)  =  {X  -i;)(x-l,)...  (X-  I.) 

das  Produkt  der  zugehörigen  Linearfaktoren,  so  ist  0{x)  offenbar  der 
gröfste  gemeinsame  Teiler,  den  die  beiden  Funktionen  f{x)  und 

(3)  g{x)  =  a^~^  —  1  rz^  (x  -    1)  (>  —  2j  •  •  •  (o:  —  {p  —  1))    (^modfl 

modulo  p  mit  einander  haben,  d.  h.  es  ist: 

ip,  fijx),  y?~^  —  1)  ~  (p,  ö(a:)). 

Bringt  man  also  nach  der  a.  S.  195flgde.  angegebenen  Methode  dis 
links  stehende  Modulsystem  auf  seine  reduzierte  Form  (jo,  B\%%  so 
giebt  der  Grad  dieser  Funktion  unmittelbar  die  gesuchte  Anzahl  s. 

Man  kann  aber  auch,  und  das  ist  hier  das  Wesentliche,  diese  That- 
Sache  zu  einer  anderen  Herleitung  der  Anzahl  5  benutzen.  Zu  diesen 
Zwecke  ])etrachten  wir  eine  beliebige  „echt  gebrochene"  Funktion  von?« 


0  Cix)  = 
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^  +  ^^+ ••  +  b^x 


n  y 


.  h.  eine  solche,  bei  der  der  Grad  des  Nenners  gröfser  ist,  als  der  des 
ählers.     Eine  solche  Funktion  kann  bekanntlich  in  eine  Reihe 


*')         V  +  y + — ^  *-■-(*+.)  ^ 


OD 

(*4-i) 


tttwickelt  werden,  welche  in  der  Umgebung  der  Stielle  rc  =  cx),  d.  h. 
ir  grolse  Werte  von  x  gleichmäfsig  konvergiert.  Die  Werte  der  Ent- 
ickelungskoefficienten   c_^  bestimmen  sich  leicht  aus  der  Gleichung: 

n  —  1  n  00 


11  00 


N  00 


'eiche  sich  aus  (4)  und  (4*)  durch  Gleichsetzen   ergiebt.     Setzt  man 

ier: 

h  —  h  —  1  =  —  m, 

>   durchläuft   m  alle  Werte    von    —  (w  —  1)   bis    +  c»;    setzt   man 
«mer  für  ein  festes  m: 


^  ^Ä<^_(A4.„,)  —  ^-m> 


►  geht  die  Gleichung  (5)  über  in: 

n  —  1  -\-v> 

1  -{»-1) 

id  durch  Koefficientenvergleichung  efgiebt  sich,  dafs  für  die  n  ersten 

^tiven  Werte  von  m: 

Cg  =  a^y  (i^=-^  1.  •  n-i) 

r  alle  folgenden  positiven  Werte  von  m  C-m  =  0  sein  mufs.  Man 
halt  daher  zur  Bestimmung  der  n  Anfangsglieder  c^i,  •  •  •  c^n  die 
Eichungen: 

)    : 
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während  von  den  folgenden  Gleichungen: 

(6*)        C_„  =  6„r_,,^„,  +  K_,c_^^_,+„^  +  ■■■  +  6oc_«  =  0 

jede  einen  Koefficienten  c_.,.  durch  die  n  vorhergehenden  auszu- 
drücken gestattet.  Die  successive  Auflösung  dieser  Gleichungen  &- 
giebt  der  Reihe  nach: 

c    .  =  -1 — ,       c 


•     • 


"  n 

und  man  erkennt  leicht,  dafs  jeder  der  Entwickeluugskoefficienien  c  . 
gleich  einer  ganzen  ganzzahligen  Funktion  der  a^,  b^^  dividiert  durch 
eine  Potenz  von  6^,  ist;  ebenso  leicht  folgt  auf  induktivem  Wege,  dafs 
jeder  der  Zähler  eine  homogene  lineare  Funktion  der  Koefficienten 
%j  ^if  ' '  '  ^^n—i  des  Zählers  ist.  Man  erkennt  so,  dafs  von  den  6he- 
dem  der  imendlichen  Reihe  (4*),  welche  den  rationalen  echten  Brach 
(4)  darstellt,  immer  je  (n  -j-  1)  auf  einander  folgende  Koefficienten 
durch  eine  und  dieselbe  homogene  lineare  Relation  (6*)  verbunden  sind. 
Eine  solche  Potenzreihe  nennt  man  daher  eine  „rekurrierende  Reihe^. 
Schon  Etiler  j  der  sich  wohl  zuerst  mit  ihnen  beschäftigt  hat^ 
bewies,  in  seiner  „Introductio  in  analysin  infinitorum",  dafs  jeder 
rationale  echte  Bruch  in  eine  solche  rekurrierende  Reihe  entwickelt 
werden  kann,  aber  er  zeigte  auch  umgekehrt,  dafs  jede  rekurrierende 
Reihe  einen  rationalen  echten  Bruch  darstellt,  dafs  also  diese  Eigen- 
schaft charakteristisch  für  die  rationalen  Brüche  ist.  In  der  That,  ist 
die  Reihe 


ae 


1  =  1 

eine  rekurrierende,  ist  ferner  für  jedes  m: 

n 

eine  rekurrierende  Gleichung,  welche  zwischen  je  n  +  1  aufeinander 
folgenden  Entwickeluugskoefficienten  r_i,  r_2,  •••  besteht,  und  mul- 
tipliziert man  jene  Reihe  mit  der  ganzen  Funktion: 

so  folgt  eben  aus  den  Gleichungen  (7),  dafs  jenes  Produkt  gar  keine 
negativen  Potenzen  mehr  enthält,  also  eine  ganze  Funktion 

ist,  und  hiermit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  bewiesen.  Man  er- 
kennt aber  weiter,   dafs   von  jenen  Koefficienten   dann   und  nur  dann 
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immer  je  (w  +  1)  und  keine  kleinere  Anzahl  durch  eine  und  dieselbe 
Gleichung  mit  einander  verbunden  sind,  wenn  diese  Reihe  einen  redu- 
Bierien  echten  Bruch  darstellt,  dessen  Nenner  vom  n**"  Grade  ist,  d.  h. 
einen  solchen  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinsamen 
Teiler  mehr  besitzen;  denn  anderenfalls  wäre  ja  jener  Bruch  identisch 
gleich  einem  reduzierten  echten  Bruche  mit  einem  Nenner  von  einem 
niedrigeren  Grade  v,  d.  h.  es  müfste  schon  zwischen  je  (v  -f"  1)  E^^' 
wickelungskoefficienten  eine  und  dieselbe  Relation  bestehen  entgegen 
der  oben  gemachten  Voraussetzung.  Wir  wollen  sagen,  eine  rekur- 
rierende Reihe  besitzt  die  Ordnung  w,  wenn  zwischen  je  (n  -j-  1)  ^^^ 
einander  folgenden  Eoefficienten  dieselbe  lineare  homogene  Relation 
besteht  und  (w  + 1)  die  kleinste  Anzahl  ist,  für  welche  dies  der  Fall  ist. 
Aus  dieser  letzten  Thatsache  ziehen  wir  jetzt  eine  wichtige  Folge- 
rung: Es  seien  f(x)  und  g{x)  zwei  ganze  Funktionen,  und 

(fix),  g{x))r^e{x) 

ihr  gröfster  gemeinsamer  Teiler;  wir  können  und  wollen  im  Folgenden 
beide  Funktionen  von  verschiedenem  Grade  voraussetzen  und  zwar 
wollen  wir  annehmen,  dafs  g{x)  von  höherem  Grade  ist  als  f{x). 
Besäfsen  nämlich  beide  Funktionen  denselben  Grad,  so  können  wir  ja 
von  vom  herein  f{x)  durch  f(x)  —  Ar/(a;)  ersetzen  und  die  Eonstante 
X  so  wählen,  dafs  diese  Differenz  von  niedrigerem  Grade  als  g{x)  wird. 
Es  sei  nun: 

fix)  =  foix)e{x),      g(x)  =  g,(x)  e{x), 

also   (fo(x)y  g^ix))  ^  1,  und  es  seien  n  und  s  die  Grade  von  f(x)  und 
0{x).     Ist  dann: 

9{x)       g^{x)       ^       ' 

f(x) 
die  Entwickelung  des  Quotienten  -j-^  nach  fallenden  Potenzen,  so  mufs 

nach    dem    soeben   bewiesenen   Satze    die    rekurrente   Reihe    auf    der 
rechten  Seite  von  der  Ordnung  n  —  s  sein;  es  gilt  also  der  Satz: 

Zwei  Funktionen  f(x)  und  g(x)  besitzen  einen  gröfsten  gemein- 
samen Teiler   vom  Grade  s,  wenn  die  rekurrierende  Reihe,  in 

f(x) 
welche  sich  der  echte  Bruch  ^-7-v  entwickeln  läfst,  von  der  Ord- 

9(^)  ' 

nung   n  —  $   ist,   während   n  den  Grad  des  Nenners  g(x)  be- 
deutet. 
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§5. 

Wörtlich  dieselben  Sätze  können  wir  nun  auch  für  den  gröfeten 
gemeinsamen  Teiler  aussprechen  ^  welchen  zwei  ganze  ganzzahlige 
Funktionen   von  x  für  einen  Primzahlmodul  haben.     Es  seien  wieder 

fix)  =  a^-\-a^X'\ (-  ^i«_ia;»-S    g{x)  =  K-\r\^  ^ h \^ 

zwei   solche  Funktionen,  und  es   werde  angenommen,   dafs  der  Koef- 
ficient  h^  der  höchsten  Potenz  von  x  in  //  {x)  nicht  durch  p  teilbar  ist. 
Ist  dann 


OD 


die  Entwickelung  des  echten  Bruches     ■  * ^  nach  fallenden  Potenzen  von 

X,  so  folgt  aus  den  Bemerkungen  a.  S.  406,  dafs  die  Koefficienten  c-, 
rationale  Brüche  sind,  deren  Nenner  p  nicht  enthalten,  da  dieselben 
nur  Potenzen  von  h^  sind.  Alle  jene  EntwickelungskoefBcienten  sind 
also  modulo  p  betrachtet  ganzen  Zahlen  kongruent.  Da  femer  die 
Zähler  der  Koefficienten  c_,  homogene  lineare  Funktionen  der  Koef- 
ficienten  des  Zählers  f(x)  sind,  so  folgt,  dafs  alle  Entwickelungskoef- 
ficienten  durch  p  teilbar  sind,  wenn  f{x)  =  pf(x)  ein  Multiplum  von 
p  ist.  Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  des  §  4,  dafe 
alle  Koefficienten  a.  von  f(.v)  durch  j)  teilbar  sind,  wenn  dasselbe  fir 
alle  Entwickelungskoefficienten  c_ ,  vorausgesetzt  wird. 

Es  sei  mm  6  (.r)  der  gröfste  gemeinsame  Teiler,  den  f\x)  und  gixj 
modulo^}  besitzen,  es  sei  also: 

(/>■•'%  !/(^-\  p)^{0(x\  p) 
(1)  fV)=fo(^')OiJ')-\-pF{x) 

(/o('';  //o'-^S  ;ö'^'  1- 
Sind  dann: 


3C 


—  I 


fix)  f  (X) 

die  Entwickelungen  der  beiden  Quotienten  !-~4-  und  -^-j-j:  in  rekurrente 

Reihen,  so  sind  die  Entwickelungskoefficienten  r_  .  und  c|^^  modulo  f 
ganzen  Zahlen  kongruent,  und  aus  der  Gleiclmng: 

V  Ic      -    c^""^  \  v~ '  =  ^-  _  ^-^  =  f.^+_P^'  _  4  =  ^(^'^<>  -  ^^^' 

.i^\-^       - '/  g  (.n      0,  f> ,       o,e  +  pG       g,       gie  +  pg,  ^r 
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t,  dafs  alle  DiflFerenzen  (c_.  —  o^^J  notwendig  durch  ^  teilbar  sein 
sen.     In  der  That  ist  ja  in  dem  Bruche: 

p{Fg,  -  GQ 

der  rechten  Seite  der  Zähler  durch  p  teilbar^  während  der  Koef- 
nt  der  höchsten  Potenz  von  x  im  Nenner  p  sicher  nicht  enthält, 
ja  sonst  entweder  der  Koefficient  der  höchsten  Potenz  von  gQ{x) 
'  der  von  d{x)  ein  Multiplum  von  p  sein  müfste;  dies  ist  aber 
en  der  dritten  Gleichung  von  (1)  immöglich. 

Sind   also    /,^_£^~*    ^iid    ^^  c_^.a;""*  die  Entwickelungen  eines 

fix)  .     .  '  f  ix) 

ches  ^r  und   desjenigen  Bruches  -^c,  welcher  als  die  modulo  j) 

izierte  Form  des  ersten   anzusehen   ist^  so  besteht  die  Kongruenz: 


00  OD 


^c_.x    '=2j^-i^    '    (modi>) 

lern  Sinne,  dafs  je  zwei  entsprechende   Koefficienten  c_.  und  c_. 
gruent  sind. 
Es  sei  nun  der  Grad  des  gemeinsamen  Teilers  0{x)  wieder  gleich 
o   dafs  also  Qq^x)  vom   Grade  n  —  s  ist;   dann  ist  die  rekurrente 

lie  ^^  c^.x"*  von  der  Ordnung  n  —  s,  d.  h.  zwischen  je  (n  —  5  4-1) 

nnander  folgenden  Entwickelungskoefficienten  besteht  eine  und 
ielbe  Gleichung: 

irachtet  man  aber  diese  Gleichungen  als  Kongruenzen  modulo  p,  so 
in  man  die  Koefficienten  c_,^  ,  .  durch  die  ihnen  kongruenten 
;ji4.;„)  ersetzen,  d.  h.  von  den  Entwickelungskoefficienten  des  Bruches 

r  sind   immer  je  n  —  s  +  1   aufeinander  folgende  durch  eine  und 

selbe  lineare  homogene  Kongruenz: 


n — 8 


1 

bunden. 
Ist  aber  der  Bruch  ^-—-i-   wirklich    modulo  p    reduziert,    d.  h.   ist 

^)y  9Qi^)j  p)  ~  1,  SO  können  zwischen  den  Entwickelungskoefficienten 
.  oder  c^^^  auch  keine  Kongruenzen  niedrigerer  Ordnung  bestehen; 
m  wäre  dies  der  Fall,  wären 
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n — a 


2  ^ ''-(*+».)■— ^     (modp)  O.^ 

0 

jene  Kongruenzen,  und  definiert  man  dann  die  Zahlen  c—i,  c_2,  ••• 
durch  die  entsprechenden  Gleichungen: 

n  —  a 

^j  'bh^—(h'\-m)  "^  ^ y 

0 

so  stellt  die  Reihe    ^,  c    .x~*  einen  echten  Bruch  ~iA:    dar,    dessen 

Nenner  ^(x)  vom  Grade  n  —  6  ist,  während  sein  höchster  Koefficient 
p  nicht  enthält,  und  aus  den  Kongruenzen: 

c_  .  ^E  c^^.     (mod  p) 
folgt  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze,  dafs  in  der  Differenz: 

fo (j^)  _  fjpc)  ^  fo(x)9ix)—f(^)go(^) 

90  i^)        ~9i^)  9(^)9oi^) 

der  Zähler  des  rechts  stehenden  Bruches  durch  p  teilbar  seio  mufs, 
da  der  Koefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  im  Nenner  p  nicht  enthält 
Aus  der  Kongruenz: 

folgt  aber  weiter,  da  fjx)  und  ^oW  Diodulo  p  teilerfremd  sind,  dafs 
g(x)  modulo  2^  betrachtet  durch  <7o(.t)  teilbar  sein  mufs,  was  unmög- 
lich ist,  da  der  Grad  von  g(x)  niedriger  ist  als  der  von  ^oW* 

Wir  wollen  auch  hier  sagen,  die  rehirrefite  Reihe    ^,  c.x~*  ist 

nwäido  p  von  der  Ordnung  n  —  s,  wenn  stets  (n  —  s  +  1)  ^^^^  ^^^^ 
niedrigere  Anzahl  aufeinander  folgender  EutwickelungskoefScienkn 
durch  eine  und  dieselbe  lineare  homogene  Kongruenz  modulo  p  mit 
einander  verbunden  sind.  Dann  können  wir  jetzt  den  folgenden  Satz 
aussprechen,  welcher  dem  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  g^ 
fundenen  ganz  analog  ist: 

Zwei  ganzzahlige  Funktionen  f(x)  und  g(x)  besitzen  modulo  /' 
betrachtet  einen  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  vom  Grade  s, 
wenn   die  rekurrierende  Reihe,    in  welche  sich  der  echte  Bnici 


9(^) 

während  n  den  Grad  des  Nenners  g{x)  modulo  p  bedeutet 


—r~  entwickeln   läfst ,    modulo  p    von   der  Ordnung  n  —  ^  ist 
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§6. 
Es  sei  jetzt  wie  am  Anfang  des  §  4:  # 

/'(^)  =  ^0  +  ^1^  H h  Cp^iX^"',    g(x)  =  x^'^  —  1, 

wir  nur  des  Folgenden  wegen  die  Eoefficienten  von  f(x)  durch 
Tj,  •  •  •  statt  durch  öq,  «!,•••  bezeichnen,  so  dafs  also  der  Grad  s 

gemeinsamen  Teilers  jener  beiden  Funktionen  modulo  p  die  An- 
1  der  inkongruenten  Einheiten  angiebt,  welche  die  Kongruenz 
)  ^  0  (mod  p)  als  Wurzeln  besitzt.    Entwickeln  wir  den  Quotienten : 

h  fallenden  Potenzen  von  x  und  setzen  wiederum  allgemein 
i(p—i)  "^  ^ky  SO  ergiebt  sich  durch  Division  von  Zähler  und  Nenner 
\  x^"^  und  Entwickelung  des  Nenners: 

P 1  OB  OD 

diesem  Falle  sind  also  die  Entwickelungskoefficienten  einfach  die 
3fficienten  C— 1,  c_2,  •  •  •  c_(p_i),  oder  was  dasselbe  ist,  Cp— 2,  Cp—sy '"  ^0 
zu  untersuchenden  Funktion,  in  dieser  Reihenfolge  geschrieben,  welche 
1  periodisch  wiederholen.  Kehrt  man  noch  die  Reihenfolge  der  Ent- 
kelungskoefficienten  um,  was  für  das  folgende  Resultat  Unwesen t- 
i  ist,  so  ergiebt  sich  durch  Anwendung  des  am  Schlüsse  des  vorigen 
3chnittes  bewiesenen  Satzes  das  Theorem: 

Die  Kongruenz 

f(x)  =  Cq-^c^x-\ 1-  Cp-iX^"^  =  0     (mod  p) 

besitzt  genau  s  modulo  p  inkongruente  Einheiten  als  Wurzeln, 
wenn  zwischen  je  p  —  s  aufeinander  folgenden  Zahlen  der 
periodischen  Reihe: 

Cy,  Ci,  Cg,      •  •   Cp-.2j  Co,  Ci,   •  •  • 

eine  und  dieselbe  lineare  homogene  Kongruenz  besteht,  und 
dies  die  kleinste  Anzahl  ist,  für  welche  eine  solche  Beziehung 
stattfindet. 

Wir  ziehen  aus  diesem  Satze  eine  interessante, Folgerung,  welche 
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wir   auch  an  das   allgemeine  Theorem  am  Schlüsse  des  vorigen  Ab 

Schnittes  hätten  anknüpfen  können. 

fPs  sei: 

r  =  p  —  s  —  1 
und 

(1)       6o^/  +  ^^4.i  H h'v_i^^,__,  +c._^^^0    (moip) 

jene  lineare  Relation  zwischen  je  r  -f-  1  aufeinander  folgenden  Eoef- 
ficienten,  in  welcher  wir,  was  o£fenbar  stets  erreicht  werden  kann, 
h^  gleich  Eins  angenommen  haben. 

Multipliziert  man  nun  in  den  schon  oben  behandelten  Systemen: 


(^.•+*)  = 


die  vorletzte  Kolonne  mit  6r-i,  die  vorvorletzte  mit  &r— 2,  u.  s.  w.  und 
addiert  sie  dann  alle  zur  letzten  Kolonne,  so  werden  alle  Elemente 
dieser  letzten  Kolonne  wegen  der  bestehenden  Rekursionsformel  (1) 
kongruent  Null  modulo  p.  Addiert  man  nun  in  derselben  Weise  zur 
vorletzten  Kolonne  die  bezw.  mit  &r— 1,  ^r— 2,  •  •  •  ^o  multiplizierten 
nächst  vorhergehenden  Kolonnen,  so  treten  auch  an  Stelle  dieser  Ele- 
mente lauter  Nullen.  Fährt  man  in  derselben  Weise  fort,  so  erhalt 
man  ein  transformiertes  System,  dessen  r  erste  Kolonnen  ungeändert 
sind,  während  alle  folgenden  nur  Nullen  enthalten.  Formt  man  end- 
lich auch  die  Horizontalreihen  dieses  System  es  in  gleicher  Weise  um, 
so  geht  unser  System  zuletzt  über  in  das  folgende: 


(r 


(^^ 


09 


c 


u 


(\j    '  •  •    Cr-lj        0,    •  •  •    0 


0,  • . .  0 


Cr-\y     Cyy     •    •    •     r2{r-3)y    0,    •    •    '     0 

0,  . . .  0 


0, 


(),...  0, 


VO,        0, 


0, 


0,  • . .  0 


Dasselbe  ist  modulo  p  betrachtet  evident  höchstens  vom  Range  r,  da 
alle  Determinanten  (r  -j-  1)*"  Ordnung  offenbar  durch  }>  teilbar  sind: 
dieses  transformierte  System  ist  dann  und  nur  dann  von  niedrigerem 
als  dem  r**" '  Range,  wenn  die  einzige  in  ihm  vorhandene  Determinante 


i.ter 


Ordnung: 
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&''  = 


V+A 


(y,A=0.1,.     r-l) 


ebenfalls  noch  durch  p  teilbar  wäre. 

Nach  der  a.  S.  398  gemachten  Bemerkung,  welche  ebenso  auch 
för  die  Kongruenz  für  einen  Primzahlmodul  gilt,  besitzen  aber  die 
beiden  Systeme  (^,.  ,  j)  und  (c.^  denselben  Rang,  da  das  zweite  aus 
dem  ersten  nur  durch  mehrfache  Anwendung  der  beiden  dort  er- 
wähnten Elementartransformationen  hervorgeht.  Also  ist  auch  das 
System  (c.,^)  höchstens  vom  Range  r  und  dann  und  nur  dann  wirk- 
lich von  diesem  Range,  wenn  seine  erste  Hauptaubdeterminante 
C^'^^  ^  I  c  ,  ^  '  nicht  durch  p  teilbar  ist.  Nun  hatten  wir  aber  a.  S.  404 
direkt  bewiesen,  dafs  das  System  (c..j^)  genau  vom  Range  r  und  nicht 
von  niedrigerem  Range  ist,  wenn  die  Kongruenz  /"(a?)  ^  0  (mod  p) 
genau  s  inkongruente  Wurzeln  besitzen  soll.  Also  ist  jene  Haupt- 
unterdeterminant.e  (J  sicher  nicht  durch  $  teilbar,  und  es  ergiebt  sich 
der  weitere  Satz: 

Die  Kongruenz  f(x)  e^  0  (mod  p)  besitzt  genau  p  —  1  —  r  in- 
kongruente Lösungen,  wenn  die  Hauptunterdeterminante  r**'  Ord- 


nung: 


c 


i> 


Cr^l 


a 


2? 


Cr  —  ly    Cry    '  '  '    Cir—2 

des  zugeordneten  Systems  (^^.,J  durch  p  nicht  teilbar  ist,  wäh- 
rend alle  Determinanten  (r  -(-  1)**'  Ordnung  modulo  p  ver- 
schwinden. 

Die  Anzahl  der  Determinanten  (r  -j-  1)**'  Ordnung,  welche  hier  auf 
ihr  Verschwinden  modulo  p  zu  untersuchen  sind,  ist  ganz  aufser- 
ordentlich  grofs.  Wir  wollen  jetzt  noch  zum  Abschlüsse  dieser  Be- 
trachtungen zeigen,  dafs  man,  falls  die  Hauptunterdeterminante  r*®'  Ord- 
nung p  nicht  enthält,  nur  p  —  (r  -f-  1)  Determinanten  (r  -f-  1)**' 
Ordnung  auf  ihre  Teilbarkeit  durch  p  zu  untersuchen  braucht,  nämlich 
die  Determinanten: 


(2) 


2)(^4-i)  _ 


<^-\y   ^, 


r> 


•    Csr  — 2?    ^2r-|-r— 1 


(f  =  0,l,        p-2-r), 


C^y  Cr-\-\,    •  •  •    C2r— 1,    ^ir+r 


welche  aus  der  Hauptunterdeterminante   |Cj^-|-ä|   durch  Ränderung 
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der  imchstfolgenden  Zeile  und  jeder  der  p  —  (r  +  1)  letzten  Kolonnen 
hervorgeht. 

In  der  That  zeigt  man  auf  dem  folgenden  Wege  leicht,  daüs,  falls 
alle  jene  Determinanten  Jj^'^^'^  p  enthalten,  zwischen  je  (r  +  1)  ä^'- 
einander  folgenden  Eoefficienten  eine  lineare  Relation  besteht,  d&Ts 
also'  die  Kongruenz  f(x)  zel  0  (mod  p)  wirklich  p  —  1  —  r  Wurzeb 
besitzt.  Da  nämlich  die  Hauptunterdeterminante  r**'  Ordnung  '/j+a| 
p  nicht  enthält,  so  kftnn  man  stets  r  Zahlen  1)^^})^,  -  -  h^  so  bestimmen, 
dafs  die  r  Kongruenzen: 

*0^0  H \-hr-xCr-l      +C^  =0 


(3) 


(mod  p) 


sämtlich  erfüllt  sind.  Ich  behaupte,  dafs  dann  auch  fQr  jedes 
T  =  0,  1,  •  •  '  p  —  2  —  r  ebenfalls: 

ist.  Addiert  man  nämlich  in  der  Determinante  D^"^  in  (2)  die  erste, 
zweite,  .  .  .  Horizontalreihe  zur  letzten,  nachdem  man  sie  bezw.  mit 
6q,  6j,  ••  •  6r— 1  multipliziert  hat,  so  verschwinden  wegen  (3)  die  r 
ersten  Elemente  jener  Zeile  modulo  ;;,  während  das  letzte  Element 
gleich  Br^t  in  (3)  wird.  Entwickelt  man  nun  die  nach  der  gemachten 
Annahme  durch  p  teilbare  Determinante  D^  nach  ihrer  letzten 
Kolonne,  so  reduziert  sie  sich  auf  das  eine  Glied: 

d.  h.  es  mufs  notwendig  B,.\.t  p  enthalten,  oder  die  Koefficienten 
hängen  wirklich  durch  die  lineare  Rekursionsformel: 

hf'k  +  h  ^>4-i  H h  ^_i  ^,4.,__,  +  ^\^r  ^  0    (mod  p)    (*=o,i.  -  ,-1! 

zusammen;  das  System  (/Vit)  ist  demnach  wirklich  vom  Range  r,  w.z.  b.w. 
Als  Beispiel  betrachten  ^ir  die  Kongruenz: 

(4j  2a:2  +  3  =  Ü     (mod  5), 

zu  welcher  das  System: 

2  0     3     0 
0     3     0     2 

3  0     2     0 
,0     2     0     3 


i^v-f  J  = 


gehört.      Von    den    Hauptunterdetenninanten    dieses    Systemes    ist   die 
Determinante  zweiter  Orcbumg 
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2  0 
0  3 


=  6 


.t  darcli  5  teilbar,  während  die  beiden  Determinanten  dritter  Ord- 


2 

0 

3 

0 

3 

0 

3 

0 

2 

=  -15, 


2 

0 

0 

0 

3 

2 

3 

0 

0 

=  0, 


ihe  aus  ihr  durch  Ränderung  entstehen ,  den  Divisor  5  enthalten. 
)  besitzt  die  Kongruenz  (4)    zwei  modulo  5  inkongruente  Wurzeln, 
in  der  That  ist  ja: 

2x^+a  =  2{x  —  1)  (:r  +  1)     (mod  5). 


Neunundzwanzigste  Vorlesung. 

Einteilung  der  Einheiten  für  einen  zusammengesetzten  Modul  nach  dem  Ex- 
ponenten, zu  welchem  sie  gehören.  —  Existenzbeweis  fOr  die  primitiven  Wunelii 
in  Bezug  auf  eine  Primzahlpotenz  und  das  Doppelte  einer  solchen.  —  Die  Ein- 
heiten modulo  2^.  —  Die  Indexsysteme  der  Einheiten  für  zusammengetetste  Mo- 
duln. —  Anwendungen:  Die  Darstellung  aller  nicht  äquivalenten  redanerten 
Brüche  mit  gegebenem  Nenner.  Die  Entwickelung  rationaler  Brüche  nach 
fallenden  Potenzen  einer  Grundzahl.  Die  Anzahl  der  periodischen  und  nichi- 
periodischen  Glieder  dieser  Entwickelung.  —    Anwendung   auf  die   Theorie  der 

Dezimalbrüche. 

§  1. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  die  reinen  Kongraenzen  für 
einen  Primzahlmodul  p  vollständig  untersucht  und  zwar  mit  Hülfe 
der  primitiven  Wurzeln  modulo  p.  Wir  wollen  jetzt  den  Begriff  der 
primitiven  Wurzeln  auf  den  Fall  eines  zusammengesetzten  Moduls  aus- 
dehnen. 

Ist  m  eine  beliebige  ganze  Zahl,  a  eine  Einheit  modulo  «/,  so 
genügt  n  nach  dem  allgemeinen  Fermatsehen  Satze  der  Kongruenz: 

(l)  a^^"^_l      (modm). 

Indessen  braucht  die  q){m)^  Potenz  von  a  nicht  die  niedrigste  zu  sein, 
welche  kongruent  Eins  ist.  Es  sei  a'  die  kleinste  Potenz  von  o, 
welche  diese  Eigenschaft  hat;  dann  möge  wieder  t  der  Exponent  ge- 
nannt werden,  zu  welchem  a  modulo  m  gehört.  Ist  dann  s  irgend 
eine  Zahl,  für  welche  ebenfalls  a'  -^ .  l  (mod  in)  ist,  so  mufs  s  not- 
wendig ein  Vielfaches  von  t  sein.     Wäre  nämlich: 

und  wäre  /,  nicht  Null,  so  wäre  ja: 

a'  =  a^^  a^i  ^  «/■  -3  1     (mod  wi), 

d.  h.  es  wäre  entgegen  unserer  Annahme  t  nicht  der  Exponent,  zu  dem 
a  modulo  m  gehört. 
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Da  ^un  för  jede  Einheit  a  die  Kongruenz  (1)  besteht,  so  mufs 
g>{fn)  ein  Multiplum  von  t  sein,  d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Jede  Einheit  modulo  m  gehört  zu  einem  Exponenten,  welcher 
einer  der  Teiler  von  g)(in)  ist,  also  höchstens  gleich  (p(in)  selbst 
sein  kann. 

Giebt  es  nun  unter  den  Einheiten  modulo  m  auch  eine  solche  g,  welche 
zu  dem  gröfsten  möglichen  Exponenten,  nämlich  zu  9>(w)  selbst  ge- 
hört, so  würden  wir  si/e  wieder  eine  primitive  Wurzel  modulo  m  nennen, 
und  wir  könnten  dann  auf  diese  Thatsache  eine  vollständige  Theorie 
und  Einteilung  der  Einheiten  auch  für  einen  zusammengesetzten  Modul 
m  gründen.  Wir  werden  zeigen,  dafs  solche  primitiven  Wurzeln  immer 
existieren,  wenn  w  =  jp*  eine  beliebig  hohe  Potenz  irgend  einer  un- 
geraden Primzahl  ist,  oder  wenn  m  =  2jp*,  oder  endlich  wenn  m  =  4 
ist,  dafs  dies  dagegen  sonst  nicht  mehr  der  Fall  ist,  dafs  wir  aber 
in  jedem  anderen  Falle  jene  Theorie  leicht  auf  die  speziellen  Mpduln 
m=p^  reduzieren  können. 

Ehe  wir  auf  jenen  Existenzbeweis  der  primitiven  Wurzeln  mo- 
dulo p^  eingehen,  kommen  wir  noch  einmal  kurz  auf  den  Fall  eines 
Primzahlmoduls  zurück.  Ist  g  eine  primitive  Wurzel  modulo  p,  so  ist 
(5*—^  —  1)  durch  p  teilbar.  Ich  behaupte  nun,  dafs  man  die  primi- 
tive Wurzel  g  stets  so  annehmen  kann,  dafs  jene  Differenz  zwar  durch 
p,  aber  sicher  nicht  durch  p^  teilbar  ist.     Wäre  nämlich: 

(!')  gP-'  =  l     (modp«), 

und  ersetzt  man  g  durch  die  kongruente  Zahl  g  =  g  -^  pe,  wo  e  eine 
beliebige  Einheit  modulo  p  ist,  so  ist  g  offenbar  ebenfalls  primitive 
Wurzel  modulo  p  und  es  ist: 

9'"'^  =  (9  +  epy-^  =  gp-^  +  Cp  —  1)  S^-*pe    (mod  p^), 

weil  alle  folgenden  Glieder  mindestens  durch  p^  teilbar  sind.  Also  ist 
wegen  (!'): 

gP-i  _  1  =  _  gp-^pe  ^  0    (mod  p«), 

q.  e.  d.  Genügt  also  g  der  Kongruenz  (1),  so  ist  man  sicher,  dafs 
z.  B.  för  g  =  g  -{-  p^  g^~'^  —  1  nicht  durch  p^  teilbar  ist. 

Wir  zeigen  nun  auf  induktivem  Wege,  dafs  für  jede  Potenz  einer 
angeraden  Primzahl  eine  primitive  Wurzel  existiert,  indem  wir  als  be- 
wiesen annehmen,  dafs  für  eine  Potenz  p/"  eine  solche  Wurzel  g  vor- 
handen ist,  und  dann  ein  Mittel  angeben,  um  aus  g  eine  primitive 
Wurzel  modulo  ^+^  herzuleiten.  Da  wir  oben  für  den  Modul  |)  selbst 
primitive  Wurzeln  gefunden  haben,  so  ist  ja  damit  der  Beweis  voll- 
ätändig  erbracht. 

Kronecker,  SliUentheorie.  I.  27 
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Es  möge  also  g  eine  primitive  Wurzel  modulo  p*  sein,  so  dafs: 

^(/)  =  ^— ^(p~i)  =  1     (mod  ^) 

die  niedrigste  Potenz  von  g  ist,  welche  durch  j^  geteilt  den  Rest  Eins 
läfst.  Es  sei  femer  t  der  Exponent,  zu  dem  g  für  die  nächst  höhere 
Potenz  y+^  von  p  gehört,  so  dafs: 

(2)  g^  =  l     (mod  p*+i) 

ist.  Dann  ist,  vrie  oben  bewiesen,  t  ein  Teiler  von  9>(p*+*)  =jp*(p  — 1), 
aber  andererseits  ein  Multiplum  von  g>(p*)  =p*"~^(p — 1),  denn  die 
letzte  Kongruenz  (2)  bleibt  ja  auch  modulo  ^  bestehen,  also  muls  \ 
ein  Vielfaches  von  dem  Exponenten  sein,  zu  dem  g  modulo  ^  gehört 
Da  sich  aber  die  beiden  Zahlen  9>(p*)  und  9>(p*+^)  nur  um  den  Faktor 
p  unterscheiden,  so  sind  nur  die  beiden  Fälle  möglich,  dass  ^  =  y(p*+^), 
d.  h.  dafs  g  auch  bereits  primitive  Wurzel  für  |)*+^  ist,  oder  dafe 
t  =  q){j^)  ist.  Wir  zeigen  jetzt,  dass  bei  geeigneter  Wahl  von  g  die 
zweite  Möglichkeit  nicht  eintreten  kann,  dafs  dann  also  notwendig 
t  =  9(p*'*"0;  ^'  ^'  ^^fs  diese  primitive  Wurzel  modulo  ^  von  selbst 
eine  solche  modulo  |?*+*  ist. 

Hierzu  bedienen  wir  uns  des  folgenden  einfachen  Hülfssatzes: 

Sind  X  und  y  zwei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  besteht  für  jede 
Primzahlpotenz  die  Kongruenz: 

(3)  {x  +  2>i//~'  ^\  xP"''  +  p'  x^~^-^y     (mod  ^■^^), 

d.  h.  modulo  p^'+^  kann  die  Potenz  links  durch  die  beiden  An&ngs- 
glieder  ihrer  Ent Wickelung  nach  dem  binomischen  Satze  ersetzt  werdea 
Da  dieser  Satz  oflFenbar  für  k  =  1  richtig  ist,  so  brauchen  wir  nur  u  * 
zeigen,  dafs  er  auch  für  j/+-  erfüllt  ist,  falls  er  für  den  Modul  f^^^ 
als  richtig  angenommen  wird.  Nehmen  wir  aber  die  Kongruenz  (3j 
modulo  2^  +  1  als  bewiesen  an,  schreiben  wir  sie  in  der  Form: 

(.r  +  py^-^  =  x/-'  +  j,*a/-'-iy  +  p*+Y(ar,  y), 

WO  f{x,  y)  eine  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  x  und  y  bedeutet 
und  erheben  dann  beide  Seiten  zur  ^*®"  Potenz,  so  folgt,  wenn  ^ 
ihre  rechte  Seite  modulo  p^'^'^  betrachten: 

(x+pyy={xP'-'  +  p'x^-'-Uj+pf^-^^f{x,  y))p 
=  xP^  +  ;;*+  ^  xP^- 1  y     (mod  i?*+ ^) , 

lil  alle  folgenden  Glieder  mindestens  durch  jp*+^  teilbar  sind: 
i  aber  unser  Hülfssatz  vollständig  bewiesen. 
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li'he  für  die  nächst 
"  IVir  sie  nur  zum 
iiiscrem  Hülfssatze 
i  I  ( i  \-<-  VVnrael  sein 
1,  wäre 


primitive  Worzel 


•1  !''+■). 
tiiir  dann  kongruent  Eins 
...  d.  li.  wenn  (ffP-'  —  1) 
'■Vurzel  modulo  p*  speziell 
liirch  p,  aber  nicht  durch 
■Vurzel  für^)*+',  also  nach 
li.   für  jede   liöhere  Potenz 

II    im   Anfange    liieses  Para- 

1-1.   .'/   als   priiiiitive   Wurzel 

.::    liiiri'h  j/  teilbar  ist,  so  ist 

.  ii'.-  Zahl  //  primitiTe  Wurzel 

>  <ii  /'  als  Modul,  und  damit 

Wmzcl  modulo  5,  da  sie  zum  Ex- 

da  1»  —  1  =  15    nicht   durch  5» 

Wurzel  för  jede  Potenz  von  5,     In 

25    zum    Exponenten    9(25)  ^  20, 


eiiatieren  für  ihn  ebenfalls  primitive 

^l'2;)*)=y(2)qp(j)*)  =  y0i*)  gehören; 

ili.'ii  Modul  p*  und  ist  (/  ungerade,  so  ist 

'/i*,  welche  zum  Esponcnt^u  ip(2^)  ge- 
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hört,  also  auch  für  2j9^  eine  prinutiye  WurzeL  Ist  dagegen  g  gerade, 
also  modulo  2jp*  keine  Einheit,  so  brauchen  wir  nur  g  durch  ^  =  y  -j-p* 
zu  ersetzen,  denn  dann  ist  g  ungerade  und  offenbar  ebenfSalls  primitiTe 
Wurzel  für  jp*  und  somit  auch  für  2j>*. 


§2. 

Unser  Beweis,  dafs  für  jede  Primzahlpotenz  p*  primitiye  Wurzeln 
existieren,  galt  nur  in  dem  Falle,  dafs  p  ungerade  ist;  und  in  der  That 
existieren  für  eine  Potenz  2*  von  2  niemals  primitive  Wurzeln,  sobald 
der  Exponent  i/  ^  3  ist.  Für  einen  Modul  2"  sind  nämlich  alle  und 
nur  die  ungeraden  Zahlen  u  Einheiten;  und  da  9>(2*)  =  2'""*  ist,  so 
müfste,  falls  auch  in  diesem  Falle  primitive  Wurzeln  vorhanden  seüi 
sollten,  eine  ungerade  Zahl  existieren,  welche  modulo  2*  zum  Exponenten 
2^~^  gehört.  Man  zeigt  aber  leicht,  dafs  für  jede  ungerade  Zahl« 
die  Kongruenz  besteht: 

(1)  v?'-^  =  \     (mod20, 

sobald  V  >  3  ist.  Für  v  =  3,  also  2"  =  8,  folgt  dies,  da  u  stets  in 
der  Form  4i;  +  1  geschrieben  werden  kann,  einfach  aus  der  Kon- 
gruenz: 

(1-)  ^«2  ^  (^4^  4.  ly  _  1(5^2  4-  8v  +  1  =  1     (mod  8). 

Dasselbe  kann  man  aber  auf  induktivem  Wege  für  jede  höhere  Potem 
2*  beweisen.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  für  eine  solche  Potenz  / 
von  2  und  irgend  eine  Zahl  u 

u^'~'  -^\      (mod  2'), 


d.  h.  dafs  die  Differenz  u^'  '  —  1  durch  2"  teilbar  ist,  so  folgt  aus  der 
Identität: 

(2)  u^'-'  -  1  =  {u''-^-  l)(-w«^--  +  1), 

dafs  auch 

tv"'-'  =  1     (mod  2"+') 

ist,  denn  in  dem  rechts  stehenden  Produkte  in  (2)  ist  der  erste  Faktor 
n.  d.  V.  durch  2",  der  zweite  aber  mindestens  durch  2  teilbar,  da  ff 
offenbar  gerade  ist,  und  damit  ist  die  obige  Behauptung  vollständig 
bewiesen. 

Dagegen  kann  man  aber  für  jeden  solchen  Modul  2*  stets  eine 
finden,  welche  wirklich  genau  zu  diesem  höchsten  überhanpt 
3hen  Exponenten  2*"^  gehört.     Für  den  Modul  2^  =  8  besitii 
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die  Zahl  5  offenbar  diese  Eigenschaft,  aber  man  kann  wieder  leicht 
induktiv  zeigen,  dafs  dieselbe  Zahl  auch  für  jede  höhere  Potenz  2" 
zum  Exponenten  2'""'  gehört. 

Angenommen  nämlich  die  Zahl  5  gehörte  modulo  2"  nicht  zum 
Exponenten  2*""*,  so  müfste  sie  zu  einem  Teiler  von  dieser  Zahl,  d.  h. 
zu  einer  Potenz  2*  gehören,  deren  Exponent  Jc^v  —  3  ist,  d.  h.  es 
müfste 

5«*  =  1     (mod  2*) 

sein.  Erhebt  man  aber  diese  Kongruenz  zur  2"""  ~"  **  Potenz,  so  er- 
gäbe sich  aus  ihr: 

(3)  5«^-'  =  l     (mod  2"). 

Kann  man  also  umgekehrt  nachweisen,  dafs  die  Zahl  5  dieser  letzten 
Kongruenz  nicht  genügt,  so  ist  damit  bewiesen,  dafs  5  modulo  2^  zum 
Exponenten  2        gehört. 

Es  möge  nun  5  für  eine  Potenz  2*  von  2  zum  Exponenten!/ — 2 
gehören,  d.  h.  es  sei  die  Differenz  (5**'"'  —  1)  durch  2"  nicht  teilbar. 
Dann  ist  auch  die  Differenz: 

sicher  nicht  durch  2'"*"^  teilbar,  denn  der  erste  Faktor  rechts  enthält 
n.  d.  V.  höchstens  die  Potenz  2^~  ,  während  der  zweite,  da  er  offenbar 
-von  der  Form  4w  +  2  ist,  genau  durch  2  teilbar  ist.  Ist  also  die 
JKongruenz  (3)  nicht  erfiUlt,  gehört  also  5  für  2*  zum  Exponenten 
2'~  ,  so  besteht  auch  die  Kongruenz: 

5«^"'=1     (mod  2"+*) 

ebenfalls  nicht,  d.  h.  5  gehört  auch  modulo  2*^"^^  zum  Exponenten 
2*~^;  und  da  5  modulo  2^  wirklich  zum  Exponenten  2^  gehört,  so 
ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Die  beiden  bisher  ausgeschlossenen  Fälle  w  ==  2  und  m  =  2*  er- 
ledigen sich  einfach  durch  die  Bemerkung,  dafs  für  den  Modul  2  die 
Z«hl  1^  für  den  Modul  4  offenbar  die  Zahl  3  oder,  was  dasselbe  ist, 
C —  1)  eine  primitive  Wurzel  ist.  Für  den  Modul  2"  giebt  es  dagegen, 
^bUs  V  >  2  ist,  keine  primitive  Wurzel,  aber  man  erkennt  leicht,  dafs 
*lle  2"""  modulo  2"  inkongruenten  Einheiten  und  nur  sie  in  der  all- 
eineren  Form 

±1,  +5,  +5S  ...+52'-*-i 

estellt   sind;   denn   wären  zwei   solche  Potenzen   +  5^  und  4-  5^ 
•^mgruent,  so  müfste  ja  eine  Potenz 
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I 

sein,  deren  Exponent  q  <  2*~  wäre.  Aber  eine  solche  Potenz  kann 
nicht  kongruent  +  1  sein,  weil  5  zum  Exponenten  2*""  gehört;  eben- 
sowenig kann  sie  kongruent  —  1  sein,  weil  5,  also  auch  jede  Potenz 
von  5,  schon  modulo  2^  kongruent  -|-  1  ist.  Man  sieht  sofort,  dals 
die  Einheiten  +  5^*  alle  und  nur  diejenigen  inkongruenten  Zahlen  von 
der  Form  4n  +  1,  diejenigen  —  5^*"  alle  die  von  der  Form  4n  —  1  sini 
Wir  können  jene  2"""^  modulo  2"  inkongruenten  Einheiten  e  offenbar 
folgendermalsen  vollständig  darstellen: 

e^i-ifö'"    (med  2')  Um^^V-.-,); 

in  diesem  Falle  ist  also  eine  solche  Einheit  modulo  2*  nicht  durch 
einen  Index,  sondern  durch  ein  Indexsystem  {q,  Qq)  von  zwei  ZaUen 
vollständig  charakterisiert,  welche  unabhängig  von  einander  vollständige 
Restsysteme  bezw.  modulo  2  und  modulo  2^"'  durchlaufen;  auch  hier 
können  wir  jenes  Exponentensystem  (p,  q^  =  Indd  (e)  setzen,  und  ab 
die  Indices  von  e  bezeichnen;  man  erkennt  auch  sofort,  dafs,  wenn: 

e  =  (-iyb^%      e^i—iy'b^'    (mod  2^ 

zwei  beliebige  Einheiten  modulo  2'  sind, 

ee'  =  (-  1/+^'  5^'+^^     (mod  2") 

ist,  dafs  also  auch  hier  die  Beziehung  besteht: 

ludd  (ee)  =  Indd  e  +  Indd  e 

mit  der  Mal'sgabe,  dafs  jedesmal  die  Summe  (>  +  (>'  modulo  2,  die  Smnine 
Po  H~  Qo  niodulo  2  '  auf  ihren  kleinsten  Rest  reduziert  anzunehmen 
iist.  Die  Indexsysteme  ersetzen  hier  also  die  Indices  für  einen  Prim- 
zahlmodul vollständig. 

Wir  hatten  bis  jetzt  bewiesen,  dafs  für  die  Moduln: 

(4)  2,   4,  /,  21^ 

primitive  Wurzeln  existieren.  Wir  zeigen  nunmehr,  dafs  dies  fibe^ 
haupt  die  einzigen  Fälle  sind,  für  welche  primitive  Wurzeln  vorband«» 
sind.     In  der  That  sei: 

m  =  p^^p'^  •  •  • 

irgend  eine  zusammengesetzte  Zahl;  ist  dann  e  irgend  eine  Einle» 
modulo  »/,  so  genügt  sie  für  jede  in  m  enthaltene  PrimzahlpoteM  der 
Kongruenz: 

(ö)  /^'''  •    3E  1      (modi>J*); 


\ 
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ist  daher  t  das  kleinste  gemeinsame  Multiplum  der  Zahlen 

SO  genügt  jede  Einheit  modulo  m  der  Kongruenz: 
(6)  €^=1     (mod  m) , 

weil  dieselbe  Kongruenz  wegen  (5)  für  jede  in  m  enthaltene  Primzahl- 
potenz p'.^  erfüllt  ist.     Ist  also  diese  Zahl  t  kleiner  als: 

ist  also  das  kleinste  Multiplum  von  f9>(p*0?  9(P**)>  "  * ')  kleiner  als 
das  Produkt  derselben  Zahlen,  so  giebt  es  keine  primitive  Wurzel 
modulo  m,  da  alle  Einheiten  modulo  m  der  Kongruenz  (6)  genügen, 
deren  Exponent  t  <  q)(fn)  ist.  Nun  ist  aber  das  kleinste  gemeinsame 
Vielfache  beliebig  vieler  Zahlen  nach  dem  a.  S.  77  bewiesenen  Satze 
dann  und  nur  dann  gleich  ihrem  Produkte,  wenn  je  zwei  von  ihnen 
zu  einander  teilerfremd  sind.  Also  existiert  sicher  keine  primitive 
Wurzel  für  den  Modul  m  =p*»|/»  •  •  •,  wenn  von  den  Zahlen: 

auch  nur  zwei  einen  gemeinsamen  Teiler  haben.  Also  kann  m  zu- 
nächst nicht  mehr  als  eine  ungerade  Primzahlpotenz  enthalten,  da 
anderenfalls 

die  beiden  Faktoren  (p^  —  1)  und  (jp^  —  1)  den  gemeinsamen  Faktor  2 
enthalten  würden;  also  mufs 

sein.  Ist  aber  Ä;  >  0,  so  kann  der  Exponent  h  von  2  nur  gleich  Null 
oder  Eins  sein,  da  anderenfalls  9(2*)  und  (p(jp^)  wieder  den  Teiler 
2  hätten.  Es  bleiben  also  nur  die  Moduln  2*,  p^  und  2p*  übrig,  für 
"Welche  primitive  Wurzeln  existieren  können,  d.  h.  diejenigen,  welche 
oben  bereits  genau  untersucht  wurden.  So  ergiebt  sich,  dafs  wirklich 
nur  in  den  vier  oben  hervorgehobenen  Fällen  (4)  primitive  Wurzeln 
existieren. 

§3. 

Mit   Hülfe   der   primitiven  Wurzeln    konnten    wir   alle  Einheiten 

'  'Äiodulo  p  auf  überraschend  einfache  Weise  als  Potenzen  einer  Grund- 

^^hl  g  darstellen,  und  sie  vollständig  in   Klassen  einteilen.     Für  zu- 

^^Uimengesetzte   Moduln    ist   eine   solche    Darstellung   im   allgemeinen 

^^cht  möglich,   es  scheint  also,   dafs  das  wichtige  Hülfsmittel  der  In- 
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dices  in  diesem  Falle  verloren  geht,  aber  gerade  hier  ist  es  für  eine 
Anzahl  wichtiger  Anwendungen,  besonders  fär  die  Dirichletsche  Unter- 
suchung der  arithmetischen  Reihe,  unbedingt  nötig,  eine  ähnliche  voll- 
ständige Darstellung  der  Einheiten  modulo  m  zu  besitzen,  wie  es  die 
der  Einheiten  modulo  p  durch  die  zugehörigen  Indices  war.  Die  vor- 
angegangenen Betrachtungen  geben  uns  nun  in  der  That  die  MögUch- 
keit,  jede  Einheit  r  modulo  m  zwar  nicht  durch  einen  Index  p,  wohl 
aber  ganz  ebenso  wie  vorher  für  den  Modul  2*^  durch  ein  Indexsystem 
(q,  Qqj  q^,  •  •  •)  vollständig  zu  charakterisieren,  welches  genau  dieselben 
wesentlichen  Eigenschaften  besitzt,  wie  die  Indices  f&r  einen  Primzahl- 
modul. Hierzu  führen  die  folgenden  Betrachtungen. 
Es  sei 

(1)  iw  =  4  •  2*«  ^'  g*»  •  •  • 

der  zu  untersuchende  Modul,  g^,  g^,  •  •  •  seien  die  in  m  aufkretenden 
ungeraden  Primzahlen,  und  4  •  2*«  =  2*«+^  die  in  jenem  Modul  öit- 
haltene  Potenz  von  2,  wir  nehmen  auch  ^^  ^  1  an,  setzen  also  voraus^ 
dafs  m  mindestens  durch  2'  =  8  teilbar  ist.  Hierin  liegt  keine  Be- 
schränkung; wäre  nämlich  z.  B.  m  durch  2  gamicht  teilbar,  so  können 
wir  ja  m  =  8fn  an  Stelle  von  m  als  Modul  wählen,  denn  jede  Kon- 
gruenz modulo  8  m  gilt  dann  ja  sicher  auch  modulo  m. 

Für  jede  Primzahlpotenz  q.'  denken  wir  uns  nun  eine  primitive 
Wurzel  (7-  aufgesucht;  dieselbe  behält  diese  Eigenschaft,  wenn  wir  zn 
ihr  ein  beliebiges  Multiplum  a-q/  des  Moduls  addieren.  Wir  wollen 
dies  tbun,  und  jenen  Koefficienten  a-  so  bestimmen,  dafs  die  neue 
primitive  Wurzel: 


(2) 


yi  ==  9i  +  «/i-'  ^  1      /mod  ^\ 


wird.     Dieser  Bedingung  kann  man  stets  genügen,   da  der  Koefficient 
von  a-  und  der  Modul,  d.  h.  die  beiden  Zahlen  q/  und  -j-  teilerfrem^ 

sind.     Die   so   sich   ergebenden   Zahlen  (y^,  y^,  •  •  •)   sind  dann  so  be- 
stimmt, dafs  allgemein  y,.  eine  primitive  Wurzel  modulo  q.*  ist,  während 
sie  für  jede  andere  in  m  enthaltene  Primzahlpotenz  kongruent  Eins  ist 
In  derselben   Weise  setzen  wir: 

y^  =  5  +  4  •  2*0« 
und  bestimmen  a  so,  dafs: 

(2«)  >'„  =  5  +  4.2*o«-l     (n.od^'^,^), 

(l.  h.  dafs  4  •  2''^«  ~:  —  4,  oder  also: 
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2*0  a  ^   —  1     I  mod  —^1 

,  was  ebenfalls  stets  möglich  ist;  endlich  setzen  wir: 

y  =  — 1  +4-2*0/3 

d  verfügen  über  ß  in  der  Weise,  dafs: 

er,  was  dasselbe  ist,  dafs: 

ß  .  2*o+i  =  1     /'mod  -^^ 

.     Die   so   bestimmten  beiden  Zahlen  y  und  y^  sind  dann  modulo 
2*«  bezw.  kongruent  ( —  1)  und  5,  während  sie  für  jede  andere  in 
enthaltene  Primzahlpotenz  ebenfalls  kongruent  Eins  sind. 
Ich  zeige  nun,  dafs   und   wie  man  jede  Einheit  r  modulo  m  auf 

ae  einzige  Weise  in  der  Form: 

(e=o,i 
eo=o,i,.  2*0-1 
ei=o,i, -.y(9*i)-i 

iretellen  kann.  Betrachten  wir  nämlich  jene  Kongruenz  (3)  zuerst 
lodulo  4-2*«  und  beachten  wir  dabei,  dafs  y^,  y^,  •••  für  diesen 
todul  alle  kongruent  Eins  sind,  während  y  und  y^  bezw.  kongruent 
- 1  und  5  werden,  so  ergiebt  sich  aus  ihr  die  Kongruenz: 

r  =  (—  1)^  ö^°     (mod  4  .  2*o) , 

HS  der  sich  q  und  q^  eindeutig  als  Zahlen  der  beiden  Reihen  (0,  1) 
BZW.  (0,  1,  •  •  •  2*«  —  1)  bestimmen.  Betrachten  wir  zweitens  die- 
ilbe  Kongruenz  modulo  q/,  so  sind  alle  Zahlen  y  aufser  y^  kongruent 
•ins,  y.  aber  kongruent  g^  und  man  erhält  für  q^  die  Kongruenz: 

r  =  g^/     (mod  q'/)  , 

'eiche  Q.  eindeutig  innerhalb  der  Reihe  0,  2,  •  •  •  (plq^A  —  1  bestimmt. 
Sind  auf  diese  Weise  alle  Exponenten  p,  Qq,  (>i>  •  •  *  bestimmt,  so 
5t  in  der  That: 

r^y^  y^*  yj'  •  •  •     (mod  m) , 

a  diese  Kongruenz  für  die  sämtlichen  in  m  enthaltenen  Primzahlpotenzen 
iföllt  ist.     Umgekehrt  sind  auch  die  auf  diese  Weise  sich  ei^ebenden 
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2  •  2*--^  •  <p {q'^)  ip, (q';)  ■  ■  ■  =^  g>{4  ■  2^q\' q'^  ■  ■  •)  =  ip(m) 

ZaMen  (y^  y^*  •  •  •)  offenbar  Einheiten  modulo  m,  welche  amtlich  ma- 
dulo  m  inkongruent  sind,  da  zwei  solche  Einheiten: 

r^/y^ yf  •  •  • ,     /  =  /' yl'' yf '  •  •  •     (mod  m), 

für  welche  auch  nur  zwei  entsprechende  Exponenten  q^  und  p/  ver- 
schieden sind,  ja  schon  für  die  entsprechende  Primzahlpotenz  q^j  also 
a  fortiori  modulo  m  inkongruent  sein  müssen. 

Da  somit,  abgesehen  von  den  ein  für  alle  Male  fest  gewählten 
Grundzahlen  y,  y^,  y^y  •  •  •  jede  Einheit  r  modulo  m  durch  das  Er 
ponentensystem  (p,  p^,  p^,  •  •  •)  eindeutig  bestimmt  ist,  so  können 
und  wollen  wir  dieses  ähnlich  wie  das  am  Ende  des  §2  für  den  Modul  2' 
betrachtete  Exponentensjst«m  ((),  p^)  als  das  zu  r  gehörige  Indexsystm 
bezeichnen,  und  diese  Zugehörigkeit  durch  die  Gleichung: 

((>,  Qoy  Qi>  •  •  •)  =  (e.O  =  Iiidd  (r) 

charakterisieren.     Auch    hier   könnten   wir   die    einzelnen    Exponenten 
Qi  ^  9>  (9^)   annehmen,  haben  aber  dann  jene  Exponenten  g^  nur  mo- 
dulo (p(qA  zu  betrachten;  wir  wollen  daher  jene  Exponenten  p,.  immer 
bereits  auf  ihren  kleinsten  Rest  reduziert  voraussetzen.    Zwei  Zahlen  r 
und  /   sind  dann  und  nur  dann  kongruent  modulo  m,  wenn  ihre  In- 
dexsysteme (p,  p^j,  pj,  •  •  •)  und  (p',  Pq',  p/,  •  •  •)   identisch  sind.    Ans 
der  Darstellung  zweier  Einheiten  r  und  r  durch  die  Produkte  (y^yj°-  ] 
und  (y^  y^°  •  •  j  geht  endlich  ohne  weiteres  hervor,  dafs  auch  in  diesem 
allgemeinsten  Falle  die  Fundamentalgleichung: 

Indd  (rr)  =  Indd  (r)  +  Indd  (r) 
erfüllt  ist. 

§4. 

Wir  wenden  die  hier  entwickelte  Theorie  der  Indices  auf  di« 
Zerlegung  der  Brüche  in  Partialbrüche  an,  indem  wir  zunächst  die 
a.  S.  125  gegebenen  Ausführungen  verallgemeinem.     Es  sei 

>w  =  g;  ?;  •  •  •  qf 

die  Zerlegung  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  in  ihre  Primzahlpot^nzen. 
Definieren  wir  dann  die  Zahlen  Q^^  Q2,  •  •  •  durch  die  Gleichungen: 

so  ist  das  Divisorensysteni  (Q^,  Qu  "    Qg)  offenbar  äquivalent  Eins;  ist 
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also  n  eine  beliebige  ganze  Zahl^  so  kann  man  stets  solche  Multipli- 
katoren n^,  Wj,  •  •  •  finden,  dafs 

(2)  n  =  n,Q,  +  n,Q,  +  -''  +  n^Q^ 
ist,  oder  wenn  man  mit  m  dividiert,  so  folgt: 

(2-)  ^  =  ^  +  ^  +  ---  +  ^' 

d.  h.  jeder  rationale  Bmch  kann  in  Partialbrüche  zerlegt  werden,  deren 
Nenner  die  einzelnen  in  dem  Nenner  enthaltenen  Primzahlpotenzen  sind. 
Da  allgemein  Q-  durch  jede  Primzahlpotenz  q^^  aufser  q^*  teilbar, 
aber  zu  dieser  letzteren  teilerfremd  ist,  so  folgt,  dafs  n  dann  und  nur 
dann  durch  m  teilbar  ist,  wenn  alle  Eoefficienten  n^  die  entsprechende 
Primzahlpotenz  q.*  enthalten,  denn  aus  (2)  folgt: 

(3)  n  =  n^Q^     (mod  q/) , 

d.  h.  n  ist  nur  dann  durch  q*  teilbar,  wenn  dasselbe  für  n^  der  Fall 
ist.     Zwei  Zahlen: 

sind  also  stets  und  nur  dann  kongruent  modulo  m,  wenn  allgemein: 

n^^nl     (mod  g*»)  {i=^i,2,-'9) 

ist.  Endlich  folgt  aus  den  Kongruenzen  (3)  ohne  weiteres,  dafs  n 
dann  und  nur  dann  zu  m  teilerfremd  ist,  wenn  allgemein  n-  nicht 
durch  q^  teilbar  ist. 

Wir  betrachten  nun  alle  Brüche  —  mit  dem  Nenner  m  und  denken 

m 

sie  uns  nach  (2*)  in  Partialbrüche  zerlegt.  Ein  solcher  Bruch  ist 
nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  dann  und  nur  dann  reduziert, 
4  h.  Zähler  und  Nenner  sind  teilerfremd,  wenn  dasselbe  für  die  ein- 
zelnen Partialbrüche  der  Fall  ist.    Nennen  wir  wieder  wie  im  §  1  der 

elften  Vorlesung  zwei  reduzierte  Brüche  —  und  —    äquivalent,   wenn 

sie  sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheiden,  wenn  also  ihre  Zähler 
Modulo  m  kongruent  sind,  so  folgt  aus  den  oben  gemachten  Bemer- 
kungen, dafs  jene  beiden  Brüche: 

^*Hn  und  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn  je  zwei  entsprechende  Par- 
*^^brüche  äquivalent  sind.  Man  erhält  also  ein  vollständiges  System 
^cht  äquivalenter  reduzierter  Brüche  mit  dem  Nenner  m,   wenn  man 
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in    der  Darstellung  (2^)    die  Zähler  n.   unabhängig  von  einander  ein 
vollständiges  System   inkongruenter  Einheiten  für  den  entsprechenden 
Nenner  qJ  durchlaufen  läfst. 
Es  sei  nun  speziell: 

m  =  2  p^'p^", 

wobei  1/^3  angenommen  werde  und  l>i,  i>2,  •  •  •  jetzt  ungerade  Prim- 
zahlen bedeuten.  Sind  dann  Qiy  g%}  -  -  -  primitive  Wurzeln  für  die 
Primzahlpotenzen  p^^  p^y  •  •  •,  so  kann  man  also  die  y(m)  nicht  äqui- 
valenten reduzierten  Brüche  folgendermafsen  darstellen: 


m 


Diese  Darstellung  der  rationalen  Brüche  ist  für  alle  arithmetischoi 
Untersuchungen  derselben  sehr  wichtig.  Die  kleinsten  Reste  aller  re- 
duzierten Brüche  mit  dem  Nenner  m  sind,  bei  festen  GrundzaUffli 
9i}  9^7  ' ' '  durch  die  Exponenten  (A^,  Ä^,  h^,  •  •  •)  und  das  zugäidiip 
Vorzeichen  des  ersten  Partialbruches  eindeutig  bestimmt.  Ist  spemeD 
V  =  1  oder  2,  so  tritt  an  die  Stelle  des  ersten  Partialbruches  offenbar 

oder  +  —  •     Wir  werden   diese  Darstellung  gleich  bei  der  elemen- 

taren  Frage  nach  den  Perioden  der  Dezimalbrüche  anwenden. 


Wir  wollen  die  Theorie  der  Potenzreste  zweitens  auf  die  Ent- 
Wickelung  der  rationalen  Brüche  nach  fallenden  Potenzen  einer  be- 
liebigen Grundzahl  anwenden. 

Wir  hatten  a.  S.  405  gesehen,   dafs   man  jeden  rationalen  Bmdi 

.,  {    des    Rationalitätsbereiches   (jc)    in    eine   nach    fallenden   Potenieii 

von  X  fortschreitende  konvergente  Reihe  entwickeln  kann,  und  wir 
hatten  umgekehrt  eine  gemeinsame  charakteristische  Eigenschaft  afe 
derjenigen  Reihen  dieser  Art  gefunden,  welche  rationale  Brüche  dtf- 

stellen.  Genau  dasselbe  gilt  nun  auch  für  die  rationalen  Brüche  -j- 
im  Bereiche  ( 1  ]  der  rationalen  Zahlen. 

Ist  zunächst  y  irgend  eine  rationale  oder  irrationale  reelle  ZaU, 
und  g  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl,  welche  gröfser  als  Eins  is^ 
so  kann  y  stets  folgendermafsen  nach  fallenden  Potenzen  von  g  ^\ 
wickelt  werden: 

9  9  ^ 
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ie  Koefficienten  c^,  ^r+i,  •  •  •  Zahlen    der  Reihe  0,  1,  •  -  ^  g  —  1 
ten.     Ist  nämlich  —  diejenige  Potenz  von  g,  für  welche: 

9  9  ~ 


3  ist  identisch: 

__  yP_  ___  ^r    '    -r  IL  -L,    '^^    5=  l^  4-  l!l±i 

'^  ^  jr  ^r       r        r+l  r       1  r-l-l  > 


^  eine  der  Zahlen  \,  2,  -  -  -  g  —  1  und  d^  ein  nicht  negativer 
r  Bruch  ist^  so  dafs  also 

(^^Yr^i<g 

Man  kann  also  in  (2)  wieder  yr-f  i  =  Cr^\  +  'r-f  i  setzen,  wo 
=  [yr-f  i]  der  Reihe  0,  1,  •  •  •  ^r  —  1  angehört  und  d^+i  ein  echter 
i  ist,  und  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  ergeben  sich  in  der 
so  viele  auf  einander  folgende  Glieder  der  Reihe  (1),  als  man  nur 
r  will.  Eine  jede  solche  Reihe  konvergiert  unbedingt,  da  sie 
•  nicht  negative  Glieder  enthält  und: 


00  00  00 


ie  stellt  auch  die  Zahl  y  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  dar, 
die  Differenz 

Iso  mit  wachsendem  q  beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 

Diese  Darstellung  der  Zahlen  y  ist  aber  auch  stets  eindeutig,   es 

c 
enn,    dafs   von   einem    Gliede   —   an  alle  folgenden  Koefficienten 

c,^i,  •  •  •    ihren    gröfsten   Wert  g  —  1    erhalten.     Alsdann   ist 
ch: 

la  die  Summe  aller  Glieder: 

0   ist  in   diesem  Falle  y  in  der  That-  auch  in  der  geschlossenen 


c         c   I  «  c  4- 1 

V'^9' 
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darstellbar^  welche  man  erhält,  wenn  man  alle  jene  Glieder  ^-^  fort 

läfst,  und  dafür  den  nächst  vorhergehenden  Eoefficienten  um  eine  Ein 
heit  vergröfsert.  Dieser  Ausnahmefall  kann  also  nur  bei  gewissen  n 
tionalen  Brüchen  vorkonmien,  und  wir  wollen  übereinkommen,  in  einen 
solchen  Falle  statt  der  unendlichen  Reihe  (3)  stets  die  endliche  Dar- 
stellung (3^)  für  y  zu  wählen.  Bei  dieser  Festsetzung  kann  man  aber 
niemals  zwei  verschiedene  Darstellungen  für  eine  und  dieselbe  Zahl  f 
haben.     Wären  nämlich: 


zwei  verschiedene  Darstellungen  derselben  Zahl  y,  so  wollen  wir  die 
allgemeinste  Annahme  machen,  dafs  die  ersten  Eoef&cienten  c^,  (v+i,"^i 
in  beiden  Reihen  gleich  sind,  dagegen  c/^-i  >  <^r-fi  ist,  wahrend  wir 
über  die  relative  Gröfse  der  folgenden  Eoef&cienten  nichts  voranssetKD 
wollen.     Dann  müfste  aber: 

sein,  und  dies  ist  unmöglich,  da  das  erste  Glied   sicher  positi?  ni' 
mindestens  gleich  -jziii  ist,  während  die  Summe  aller  folgenden  siciff 

größer  als  die  Reihe: 

\9"+'  ^9-+'^        )  ./  +  ' 

ist,  denn  diesen  Wert  würde  man  dann  und  nur  dann  erhalten^  wäii 
man  in  den  Differenzen  {Cr^h  —  Cr-^h)  (Me  0/4.  *  =  Ö  und 
c^j^f^=zg —  1  annähme,  eine  Voraussetzung,  die  durch  die  soeben  gt 
troffene  Festsetzung  verboten  ist.  Also  kann  die  Differenz  (4)  m 
gleich  Null  sein,  die  Darstellung  aller  Zahlen  y  ist  somit  eindentifi 
Wir  können  das  soeben  gefundene  Resultat  auch  in  der  folgenii 
positiven  Form  aussprechen: 

Von   zwei  Reihen  ^^  -f  und  ^^  -j  ist  die  zweite  grofeff 

die  erste,  wenn  in  der  Differenz     y^  -' — : — -'  der  erste  nicht 

...  ^' 

schwindende  Koefficieut  positiv  ist. 

Wählt  man   speziell  ^  =  10,   so  erhält  man  die  bekannten 
reme  über  die  Darstellung  der  Zahlen  y  durch  Dezimalbrüche,  sj 
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.  Satz^  dafs  eine  Zahl  y  durch  den  zugehörigen  Dezimalbruch  ein- 
zig dargestellt  wird,  wenn  man  festsetzt,  dafs  eine  Neunerperiode, 
s  sie  auftreten  soUte,  durch  denjenigen  Bruch  ersetzt  wird,  in 
ehem  die  letzte  vor  der  Periode  stehende  Ziffer  um  Eins  ver- 
fsert  wird. 

Wir  wollen  der  kürzeren   Schreibweise  wegen  auch  für  eine  be- 

c         c  ' 

dge  Grundzahl  g  eine  Reihe  ^o  4"  ~  4"  ~«  4"  *  *  '   abgekürzt  in  der 

•m: 

<^0>    ^1     ^2     ^     •  •  • 

reiben.  Dann  bestehen  für  das  Rechnen  mit  den  Brüchen  mit  der 
mdzahl  g  wörtlich  dieselben  Regeln  wie  för  die  DezimalbrQche, 
ziell  gilt  der  Satz,  dafs  jeder  solche  Bruch  stets  kleiner  ist  als  eine 
iheit  der  nächsten  links  befindlichen  Stelle. 


Es  sei  nun   —  ein  beliebiger  echter  Bruch  in  seiner  reduzierten 
rm  und 


I  ±.  =  0,  q  c,  c,  .  •  •  =  ^-  +  ^,  +  •  •  • 

ne  Entwickelung  nach  fallenden  Potenzen  der  ein  für  alle  Male  ge- 
benen  Grundzahl  g.  Multiplizieren  wir  dann  die  Gleichung  (5)  mit 
ler  beliebigen  Potenz  g^,  so  haben  wir  rechts  offenbar  nur  das  Komma 
i  h  Stellen  nach  links  zu  rücken,  und  wir  erhalt.en  so  die  Glei- 
mgen: 

P*   •  — -  =  q    C^    "  '  CkJ  ^A+l    ^A  +  a    •  •  •  (A=0,l,2,-..), 

ler  ergiebt  sich  für  die  gröfst.e  in  diesem  Bruche  enthaltene  ganze 
d: 


[^■■y  ==^»  '■»■■■  ''*'^^--'' 


l  der  fortgelassene  Bruch  0,  c^+i,  •  •  •  offenbar  <  1  ist.    Also  folgt 
ck  Subtraktion: 

^  •  ^  ~  [^  •  ^]  =  ^'  "*+'  "*+'  •  •  •• 
'ix  dieser  echte  Bruch  ist  offenbar  ein  solcher  mit  dem  Nenner  m, 

ör  sich  von  </* nur  um  eine  ganze  Zahl  unterscheidet;  jedoch 

^   .  .  .  .  .       **A 

Icht  er  nicht  reduziert  zu  sein.     Wir  wollen  ihn  gleich  —  setzen. 

diese  Weise  erhält  man  unendlich  viele  reduzierte  echte  Brüche 
dem  Nenner  m: 

ü*   =  0,  Cä4.i    Cä4.2  •  •  -5  (A  =  0,l,2,:..) 

m 
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da  aber  im  ganzen  nur  m  solcher  Brüche  existieren^  so  müssen  sie 
sich  notwendig  wiederholen.     Es  seien  nun: 

-^     und     -^ 
m  m 


(6)  ^     und    *^S±^ 


die  beiden  ersten  echten  Brüche  dieser  Reihe,  welche  identisch  sind^ 
so  dafs  also: 

ist.  Wegen  der  Eindeutigkeit  der  Darstellung  durch  solche  Reihen 
kann  aber  diese  Gleichung  nur  dann  stattfinden,  wenn  die  Eoef- 
ficienten  Glied  für  Glied  identisch  sind,  wenn  also: 

wenn  also  Ton  dem  Eoefficienten  Cq^i  an  allgemein  ist: 

zugleich  sind  offenbar  q  und  r  die  kleinsten  derartigen  iSahlen,  för 
welche  diese  Gleichungen  erfüllt  sind,  denn  bestanden  entsprecheBde 
Relationen  auch  schon   für   Qq  <  p,   r^  <  r,   so    wäre    offenbar  schon 

_fe -=  _£»±!«     also   die   Brüche  (6)   nicht   die   ersten,    welche  in  der 

n. 

Reihe  — ^  einander  irleich  sind, 
m  ® 

Dasselbe  ist  natürlich  auch  für  einen  unechten  rationalen  Bnidi 

der  Fall,   da  hier  ja  nur  noch  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  linb 

vom   Komma  hinzutreten,    wir  brauchen   daher  im   folgenden  nur  die 

echten  Brüche  zu  berücksichtigen. 

Jeder  rationale  echte  Bruch  —  ist  also  bei  einer  Entwickelung 

ni 

nach    fallenden  Potenzen    von   g  gleich  einem   gemischt  perio- 
dischen Bruche: 


—  =  0,    q      '  '  '    ^Q      ^^  +  1      ^e  +  2     •  •  •    ^e+r     ^Q+t      ^p-f«     •  •  •    ^?+r   •*'• 

Umgekehrt  stellt  jede  solche  periodische  Reihe  einen  rationalen  eohtoi 
Bruch  dar.     In  der  That,  sei  etwa: 

multiplizieren  wir  diese  Gleichung  einmal  mit  g^,  das  andere  Mal  nu* 
^^+'',  so  werden  die  hinter  dem  Komma .  stehenden  Bestandteile  y^^ 
Male  identisch,  nämlich  0,  c'^^i  .  .  .  c^^r  c^-\-i  •  •  •  c^-^r  ••  •  ^^^ 
beiden  Produkte  g^y  und  g'^~^^y  unterscheiden  sich  demnach  nur  od* 
eine  ganze  Zahl,  oder  ihre  Differenz: 

go+ry  —  y'^'y  =  g's^ig-  —  \)y  =  n 
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ist  sicher  eine  ganze  Zahl.     Also  ist  in  der  That: 

und  hiermit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen.  Aufserdem 
zeigt  sich  aber^  dafs  der  Nenner  m  des  so  dargestellten  Bruches  not- 
wendig ein  Divisor  des  Produktes  g^(jgf^ —  1)  sein  muTs^  wenn  q  die 
Anzahl  der  nicht  periodischen  Glieder,  r  die  Grolse  der  Periode  be- 
deutet. 

Ist  aber  umgekehrt  der  reduzierte  echte  Bruch  —  gegeben,  so 

kann  man  die  Anzahl  q  der  unperiodischen  Elemente  und  die  Oröfse 
r  seiner  Periode  bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  g  allein  aus 
seinem  Nenner  und  der  Grundzahl  g  bestimmen.    Ist  nämUch  wieder: 


—  =  0,   q     '  "    C^     C^^\    •  •  •   C^  +  r     •  •  •; 

SO  sind  die  beiden  Produkte 

<fi—     und    fl^+rJL 

die  ersten  in   der   Reihe  g^  — ,   welche   äquivalent   sind,   für   welche 

also  die  Differenz: 

n 

m 


^(^-1)^ 


eine  ganze  Zahl  ist.     Da  nun  n  relativ  prim  zu  m  ist,  so  folgt,  dafs 
p  und  r  die  kleinsten  Zahlen  sind,  für  welche 

(7)  ^((r-l)  =  0     (modm) 

ist^  und  durch  diese  eine  Bedingung  sind  q  und  r  eindeutig  bestimmt. 
Ist  erstens  der  Nenner  m  zur  Grundzahl  g  teilerfremd,  so  besteht 
die  Kongruenz  (7)  dann  und  nur  dann,  wenn  der  zweite  Faktor  g^  —  1 
für  sich  durch  m  teilbar  ist;  in  diesem  Falle  ist  also  q  =  0  und  r  ist 
der  kleinste  Exponent,  für  den  gT  —  1  durch  m  teilbar  ist,  d.  h.  der 
^Exponent,  zu  dem  g  modulo  m  gehört. 

Alle  Brüche  — ,    deren   Nenner    zur    Grundzahl   g    teilerfremd 

sind,  ergeben  also  bei  ihrer  Entwickelung  nach  fallenden 
Potenzen  von  g  rein  periodische  Reihen,  und  die  Länge  der 
Periode  ist  gleich  dem  Exponenten,  zu  dem  g  modulo  m  ge- 
hört. 

Besitzt  zweitens  m  genau  dieselben  Primfaktoren,  wie  die  Grund- 
^BaU '  gy  so  ist  für  jedes  r  ^  1  (f  —  1)  zu  w  teilerfremd;  also  ist 
^Kiier  r  =  1  zu  nehmen,  und  q  ist  der  niedrigste  Exponent,  für  welchen 
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(7*)  ^  =£:  0     (mod  m) 

ist.     In  diesem  Falle  ist  also: 

Multipliziert  man  aber  diese  Gleichung  mit  g^  und  beachtet  dabei;  dafs 
dann 

wegen  (7*)  eine  ganze  Zahl  ist,  so  folgt,  dafs  c^_f.i  =  0  sein  mufs;  in 
diesem  Falle  bricht  also  der  Bruch  0,  q  •  •  •  nach  q  Gliedern  ab,  und 
die  Anzahl  seiner  Glieder  ist  durch  die  Kongruenz  (7*)  bestimmt  Ist 

nt=p^''P;,      9  =  P{-'P/y 

wo  alle  h  mindestens  gleich  Eins   sind,   so   ist  q  die  kleinste 
Zahl,  für  welche  |)f  *.•  p^  \  durch  pj*-l>*''    teilbar  ist,   welche 
gleich  oder  gröfser  ist  als  die  r  Brüche: 

K-t  Km  K 

K'  h?  '"  K' 

Wir  wollen  diese  Zahl  kurz  durch 


9  = 


y 


bezeichnen.  Besitzt  die  Grundzahl  g  nur  einfache  Primfaktoren,  sind 
also  alle  h^  =  1,  so  ist  einfach  (>  =  {A'i,  •  •  •  Ä:^}  der  gröfste  unter 
den  Exponenten  /r.  von  m.     Es  ergiebt  sich  also  als  zweiter  Satz: 


n 


Besteht  der  Nenner  des  Bruches  —  nur  aus  Primfaktoren  der 


m 


Grundzahl  g,  so  bricht  die  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen 
von  g  nach  q  Gliedern  ab,  wenn  g^  die  kleinste  Potenz  der 
Grundzahl  ist,  welche  durch  m  teilbar  ist. 

Sind  endlich  m  und  g  ganz  beliebig  gegeben,  so  kann  man  w 
stets  in  zwei  Faktoren  ym^  so  zerlegen,  dafs  y  alle  Primfektoren 
von  m  enthält,  welche  auch  in  g  vorkommen,  dafs  also  m^  zu  g  teuer 
fremd  ist.  Dann  folgt  aus  der  Kongruenz  (7),  dafs  jetzt  q  und  r  di« 
kleinsten  Zahlen  sind,  für  welche  die  beiden  Kongruenzen: 

(7^)  ^^  =  0     (mod  y),         (/'"=  1     (mod  m^) 

• 

erfüllt  sind.  In  diesem  Falle  ist  also  der  Bruch  stets  gemischt  peno- 
disch,  und  die  Anzahl  von  nichtperiodischen  und  periodischen  Gliedem 
wird  durch  die  beiden  Kongruenzen  (7^)  bestimmt. 
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Wenden  wir  diese  Resultate  auf  die  Entwickelung  rationaler 
Brüche  in  Dezimalbrüche,  also  auf  den  Fall  g  =  2  -  b  an,  so  ergeben 
sich  die  Sätze: 

1)  Jeder  reduzierte  rationale  Bruch,  dessen  Nenner  von  der  Form 
m  =  2*  •  5/*  ist,  ergiebt  einen  endlichen  Dezimalbruch,  und  die  Anzahl 
seiner  Ziffern  rechts  vom  Komma  ist  dem  gröfseren  der  beiden  Ex- 
ponenten a  und  ß  gleich.     So  ist  z.  B.: 

7  7 

2)  Ein  reduzierter  Bruch  ist  dann  und  nur  dann  rein  periodisch, 
wenn  sein  Nenner  weder  durch  2  noch  durch  5  teilbar  ist,  und  die 
Länge  der  Periode  ist  gleich  dem*  Exponenten,  zu  welchem  10  für  den 
Nenner  als  Modul  gehört.  So  haben  z.  B.  alle  Brüche  mit  den  Nennern 
3  und  9  eine  eingliedrige  Periode,  alle  Brüche  mit  dem  Nenner  11 
eine  zweigliedrige,  alle  Brüche  mit  dem  Nenner  37  eine  dreigliedrige 
Periode,  weil  10  modulo  37  zum  Exponenten  3  gehört;  ebenso  haben 
alle  Brüche  mit  dem  Nenner  7  eine  sechsgliedrige  Periode,  weil 
10  ^  3  (mod  7)  eine  primitive  Wurzel  modulo  7  ist.     Z.  R  ist: 

1 


-*-  =  0,027  027  . . .,    ~  =0,571428. .  . 

3)  Jeder  Bruch  -— ^ —  ist  einem  gemischt  periodischen  Dezimal- 

bruche  gleich,  welcher  soviel  unperiodische  Ziffern  enthält,  als  der 
gröfsere  der  beiden  Exponenten  (a,  ß)  angiebt,  und  dessen  Periode 
gleich  dem  Exponenten  ist,  zu  dem  10  modulo  m^  gehört. 

f»  er 

So  besitzt  z.  B.  —  =  -^—=  drei  unperiodische  und  sechs  periodische 
Ziffern,  ebenso  besitzt  der  Bruch: 

247  247 


92400         2*-  6*-  3  .  7     11 

Tier  unperiodische  und  sechs  periodische  Ziffern,  weil  10  für  die  Prim- 
nhlen  3,  7,  11  bezw.  zu  den  Exponenteii  1,  6,  2,  für  ihr  Produkt 
«Iso  zum  Exponenten  6  gehört,  und  in  der  That  ist: 

247 


92400 


=  0,089285  714. 


Es  sei  jetzt  (g,  w)  ~  1  und  g  gehöre  zum  Exponenten  r  modulo  m. 

nn    ergiebt  jeder   der   q>(tn)   nicht   äquivalenten   reduzierten  echten 

^i^che    mit    dem  Nenner  m    bei  seiner  Entwickelung  nach  fallenden 

otenzen  von  g  eine  rein   periodische  Reihe   von  r  Gliedern.     Es  sei 
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--  =  0, cTcTTTTc     Tc' c~cl  •  •  • 

m  '11  r — 1   r     1    1 

eine  dieser  Reihen,  dann  gehören  zu  ihr  noch  genau  r  andere  Reihen: 


w, 


von  denen  jede  aus  der  vorhergehenden  dadurch  entsteht,  dab  man 
die  Glieder  seiner  Periode  um  eine  Stelle  cyklisch  verschiebt  Alle 
diese  Reihen  stellen  offenbar  rationale  echte  Brüche  dar,  aber  auch 
solche  mit  dem  Nenner  m,  denn  es  sind  diejenigen  positiven  eckten 
Brüche,  denen  die  r  Produkte: 

—  ,    Q  —  ,    Q       j   '-'   (f    ^ — 
m  ^    ^  m^    ^   m  ^  ^        m 

äquivalent   sind,   und  diese   besitzen    in  ihrer  reduzierten  Form  wirk- 

AI 

lieh  alle  den  Nenner  m.  Das  nächstfolgende  Produkt  gf^«  —  ist  wieder 
äquivalent  -,  weil  flT  ^  1  (mod  w)  ist.  Greift  man  nun  aus  den 
9  (jn)  —  r  übrigen  reduzierten  echten  Brüchen  —  einen  —  heraus, 
welcher  in  der  Reihe  _«  noch  nicht  enthalten  ist,  so  gehört  zu  ihm 
wieder  ein  neuer  Cyklus  ( — ,   — ,   •  •  •   -^^^ )  von  r  verschiedenen  re- 

duzierten  echten  Brüchen  — ,  welche  aus  -^   durch    cykliche  Vertan- 

sehung  der  Elemente  seiner  Periode  hervorgehen;  von  ihnen  ist  oflFen- 
bar  wieder  keiner  in  der  ersten  Reihe  enthalten,  da  ja  entgegen- 
gesetzten Falles  die  ganzen  Cyklen  identisch  sein  müfsten.  Geht  man 
in  derselben  Weise  fort,  so  erkennt  man,  dafs  sich  die  q>{m)  redu- 
zierten echten  Brüche  in  ^^^  Klassen  von  je  r  reduzierten  Brüchen 

sondern,  welche  immer  aus  einem  von  ihnen  durch  cyklische  Vertau- 
schung der  Elemente  seiner  Periode  hervorgehen. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Entwickelung  der  12  reduzierten  echten 

Brüche  —  für  (w  =  1,  2,     •  •  12),  so  zerfallen  diese,  da  10  modulo  13 

zum  Exponenten  6  gehört,  in  zwei  Klassen  von  je  sechs  Brüchen, 
welche  man  leicht  hinschreiben  kann.    Greifen  wir  irgend  einen  dieser 

Brüche,  etwa:  —==  0,384  615  ••  •   heraus,   multiplizieren   beide  Seiten 


13 
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mit  10^  und  reduzieren  sie  dann  auf  den  kleinsten  äquivalenten  echten 
Bruch,  und  fahren  in  derselben  Weise  fort,  so  ergiebt  sich  ein  erster 
Cyklus: 

^  =  0,ä84615  . . . ,  ^3  =  0,615384  -    • , 

J^  =  0,846  153  . . . ,  ^  =  0,153  846  •  •  • , 

^  =  0,461538  . . . ,  ^  =  0,53846l  •    • , 

dessen  Zähler  offenbar  die  Divisionsreste  sind,  welche  sich  bei  der  Ver- 
wandlung von  Y«  in  einen  Dezimalbruch  ergeben.  Wählen  wir  dann 
als  Anfangsglied  des  zweiten  Gjklus  etwa 

1  =  0,076  923..., 

so  ergiebt  sich  dieser  genau  ebenso,  und  zwar  enjbspricht  er  den  Ent- 
Wickelungen  der  echten  Brüche: 

1      ^     ^     1?     _^     _i 

13'    13'    18'    13'    13'    13' 

Ist  speziell  g  primitive  Wurzel  zu  w,  so  gehören  alle  reduzierten 

echten  Brüche  —  zu  einer  einzigen  E^asse,  gehen  also  aus  einem  von 

ihnen  durch  cjklische  Vertauschung  der  Periodenglieder  hervor.  Nach 
den  Resultaten  des  §  2  dieser  Vorlesung  kann  dieser  Fall  überhaupt 

nur  für  reduzierte  Brüche  4  eintreten,   deren  Nenner   eine  Primzahl- 

P 

potenz  ist.  Innerhalb  des  ersten  Hunderts  ist  die  Zahl  10  primitive 
Wurzel  zu  den  folgenden  neun  Primzahlen: 

7,    17,    19,    23,    29,    47,    59,    61,  97;    , 

nur  die  Brüche  mit  diesen  Primzahlnennem  geben  also  bei  Verwandlung 
in  Dezimalbrüche  einen  einzigen  Cyklus,  so  ist  z.  B.  für  p  =  7: 

y  =  0,142857  . . . ,  ~  =  0,571428  .    • , 


2  ^  T^TTl^-S^i-I  5 


=  0,285  714  .    . ,  ^  =  0,714285    •  • , 


3  ^-Ts^.-T^  6 


y  =  0,428571  • . . ,  -^  =  0,857  142  ... . 

Ebenso   gehört   10  modulo  49   nach  dem  a.  S.  419   bewiesenen  Satze 
zum  Exponenten  g)(49)  =  42,  weil  10«  —  1  =  (100)»  —1  =  7  (mod  V) 

ist.     Alle  42  reduzierten  Brüche  -^  besitzen  also  dieselbe  Periode  von 
^  Stellen. 
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Es  giebt  unendlich  viele  Primzahlen  von  der  Form  tnh  -^-  r^  sobald  (m,  r)  ==  1 
ist.  —  Beweis  dieses  Satzes  für  einige  spezielle  Fälle.  —  Schärfere  Foimuliernng 
der  Aufgabe.  —  Die  Charaktere  einer  Zahl  r  modulo  m.  —  GnindeigenachafteB 
der    Charaktere.    —    Der    Hauptcharakter,    die    reciproken    und    die   ambigen 

Charaktere. 

§1. 

Zum  Abschlufs  der  ersten  Hälfte  dieser  Vorlesuugen  wenden  wir 
uns  einem  Probleme  zu,  dessen  Lösung  fast  alle  Resultate  yoraussetzt, 
die  wir  bisher  abgeleitet  haben,  nämlich  zum  Beweise  des  folgenden 
Satzes: 

Jede  unbegrenzte  arithmetische  Reihe,  deren  erstes  Glied  und 
Differenz  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Faktor  sind, 
enthält  unendlich  viele  Primzahlen. 

Während  der  allgemeine  Beweis  dieses  Satzes  mit  den  Mitteln 
der  elementaren  Arithmetik  nicht  geführt  werden  konnte,  gelingt  der- 
selbe für  einige  spezielle  arithmetische  Reihen  leicht  mit  Hülfe  der 
Methode,  welche  Euklid  für  den  Beweis  der  unendlichen  Anzahl  o/fer 
Primzahlen  benutzt  hat.  Wir  geben  zunächst  einige  von  diesen 
speziellen  Sätzen  an: 

I.  Es  giebt  unendlich  viele  Primzahlen  von  der  Form  6n  —  1. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  bemerke  ich  zuerst,  dafs  jede  Zahl  m  von 
der  Form  6w  —  1  notwendig  mindestens  einen  Primfaktor  derselben 
Form  haben  mufs.  Da  nämlich  jede  oberhalb  3  liegende  PrimzaU 
eine  der  beiden  Formen  i)n  -\-  1  oder  ön  —  1  hat,  so  liegt  die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung  auf  der  Hand,  denn  besäfsen  alle  Primfaktoren 
von  m  die  Form  6n  -f-  1,  so  würde  ja  dasselbe  von  ihrem  Produkte 
m  gelten. 

Angenommen  nun,  es  gäbe  nur  eine  endliche  Anzahl  Primzahlen 
von   der  Form    (>;/  —  1,    und  ^)    sei    die    gröfste   unter   ihnen; 
wir  dann: 

m  =  (2  •  3  •  5  .  7  •  11  •  •  •  j>)  —  1,  • 
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so  besitzt  m  die  Form  6n  —  1  und  ist  offenbar  durch  keine  von  den 
Primzahlen  5,  11,  17,  •••  p  derselben  Form  teilbar.  Also  mufs  unter 
den  Primfaktoren  von  m  mindestens  einer  vorhanden  sein,  welcher 
die  Form  6» — 1  hat,  und  gröfser  ist  als  /),  und  damit  ist  die  obige 
Behauptung  bewiesen. 

U.  Es  giebt  unendlich  viele  Primzahlen  von- der  Form  4n  —  1. 

Jede  Zahl  m  von  der  Form  4n  —  1  besitzt  notwendig  mindestens 
einen  Primfaktor  derselben  Form,  denn  das  Produkt  beliebig  vieler 
Primfaktoren  4w  -f-  1  besitzt  offenbar  wieder  dieselbe  Form.  Wäre 
also  wieder  p  die  letzte  Primzahl  der  Form  4n  —  1,  so  ist  die  Zahl: 

m  =  4  '  {3  '  b  ' '  '  p)  —  1 

wieder  eine  Zahl  von  der  Form  4n —  1,  welche  also  notwendig  min- 
destens einen  Primfaktor  derselben  Form  haben  mufs,  welcher  gröfser 
als  p  ist,  weil  m  durch  keinen  der  Primfaktoren  teilbar  ist,  die 
^p  sind 

in.  Es  giebt  unendlich  viele  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1. 

Wir  werden  später  den  Satz  beweisen,  dafs  eine  Zahl  m  =  a*  -j-  6*, 
in  welcher  a  und  6  teilerfremd  siud,  nur  ungerade  Primteiler  von  der 
Form  4n  +  1  besitzt;  wir  nehmen  diesen  Hülfssatz  schon  hier  als  be- 
wiesen an.  Angenommen  nun,  die  Anzahl  aller  Primzahlen  der  Form 
4n  -j-  1  sei  endlich,  und  p  sei  die  letzte  unter  ihnen,  dann  folgt  genau 
wie  vorher,  dafs  die  Zahl: 

m  =  4  •  3*  •  5^  •  •  •  |)*  +  1 

notwendig'  entgegen  unserer  Annahme  mindestens  einen  oberhalb  p 
li^^den  Primfaktor  von  der  Form  4n  -j-  1  haben  mufs. 

IV.  Es  giebt  unendlich  viele  Primzahlen  von  der  Form  8n  -f-  5. 

Angenommen,  dieser  Satz  sei  nicht  richtig  und  p  sei  die  gröfste  von 
allen  Primzahlen  dieser  Form:  dann  besitzt  nach  dem  soeben  erwähnten 
Hülüssatz  die  Zahl: 

m  =  3^'b^"P^  +  2^ 

ittur  Prim&ktoren  von  der  Form  4n  +  1?  oder  was  dasselbe  ist,  von 
der  Form  8»  +  1,  oder  8«  -f~  5,  welche  sämtlich  gröfser  sind  als  p. 
Aber  m  selbst  ist  von  der  Form  8w  +  5,  weil  jede  der  Quadratzahlen 
3*  5*,  •  •  •  p*  kongruent  Eins  modulo  8  ist.  Also  mufs  m  mindestens 
©inen  Primteiler  derselben  Form  haben,  da  das  Produkt  beliebig  vieler 
iMmfektoren  der  Form  Sn  -\-  1  wieder  dieselbe  Form  hätte. 
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Endlich    beweisen   wir   noch   mit   elementaren    Hülfsmittehi  den 
folgenden  schon  sehr  allgemeinen  Fall  unseres  Hauptsatzes: 

V.  Es   giebt   unendlich   viele  Primzahlen   von  der  Form  mi-f  1, 
wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  sei  m  beliebig  gegeben  und 

(1)  •  Fjx)  =  TJ  (x'- -  ly* 

der  zu  m  gehörige  primitive  Divisor.  Dann  gilt  für  eine  beliebige 
Primzahl  p  der  folgende  Satz: 

Die  Kongruenz: 

(2)  F„(x)-0    {modp) 

besitzt,  falls  |>  kein  Teiler  von  m  ist,  dann  und  nur  dann  eine 
Lösung,  wenn  m  ein  Teiler  von  p  —  1,  wenn  also  p  von  der 
Form  mh  -f-  1  ist;  ist  dies  der  Fall,  so  hat  sie  (nach  S.  37T) 
genau  g>(m)  inkongruente  Wurzeln. 

Ist  nämlich  A;  eine  Wurzel  von  (2),  so  folgt  aus  der  Identität: 

(3)  x«>  -  l  =  U F,{x) 

ä/m 

für  X  =  k,  dafe  auch  die  Differenz  (Ä:"*  —  1)  durch  p  teilbar  ist,  und 
zweitens  sieht  man,  dafs  p  nicht  in  k  enthalten  sein  kann.  Femer  woDen 
und  können  wir  von  vom  herein  /r  so  gewählt  annehmen,  dafs  (i"— 1) 
zwar  durch  p,  aber  nicht  durch  p'  teilbar  ist.  Wäre  dies  nämlick 
der  Fall,  und  setzt  man  in  der  offenbar  richtigen  Kongruenz: 

(X  +  ^>)"*  —  1       (x"  —  1 )  +  mx"~^p     (mod  p*), 

X  =  ky  SO  folgt  aus  der  dann  sich  ergebenden  Kongruenz: 

( /.•  +  ;))"*  —  1  -     )n ä"* ~  p    (mod  p^), 

d.h.  (V"  —  1)  ist  entweder  für  x  =  k  oder  für  x  =^  k -^  p  ^i^^^ 
nicht  durch  p-  teilbar.  Setzt  man  also  in  (3)  x  =  k,  so  enthält  nadi 
der  soeben  gemachten  Voraussetzung  die  linke,  also  auch  die  rechte 
Seite  nur  die  erste  Potenz  von  ;>,  und  hieraus  folgt,  dafs  /=t 
eine  Wurzel  von  (2)  ist,  aber  keine  einzige  der  Kongruenzen: 

F^(./-)--0     (mod;)), 

befriedigt,  deren  Index  ö  ein  eigentlicher  Teiler  von  m  ist.  Hieraus 
folgt  weiter,  dal's  ./•  =  /;  auch  keiner  Kongruenz: 

.<■''  —  1   r-  0     (mod  p) 
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genügt,  deren  Exponent  ein  eigentlicher  Divisor  von  m  ist,   da  sonst 
wegen  der  Identität: 


af—l 


ö/d 


mindestens  eine  der  Zahlen  F^(Jc)  p  enthalten  müfste,  deren  Index 
d  ein  eigentlicher  Teiler  von  m  ist. 

Da  aber  Je  die  beiden  Kongruenzen: 

r=l,        ;k^-'^l     (modp) 

befriedigt,  so  zeigt  man  genau  wie  a.  S.  378,  dafs  auch: 

¥^zl     (mod  p) 

sein  mufs,  wenn  d  =  (w,  p  —  1)  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  von  m 
und  p  —  1  bedeutet,  imd  da  dies  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 
nur  möglich  ist,  wenn  d  =^  m  ist,  so  folgt  in  der  That,  dafs  die 
Kongruenz  (2)  nur  dann  eine  Lösung  hat,  wenn  m  ein  Teiler  von 
p  —  1  ist. 

Legt  man  also  in  F^  (x)  x  irgend  einen  ganzzahligen  Wert  Tc  bei, 
so  enthält  die  Zahl  F^ijc)  nur  solche  Primteiler,  welche  von  der  Form 
mÄ  +  1;  oder  solche,  welche  Teiler  von  m  sind.  Denkt  man  sich  das 
Produkt  (1)  ausmultipliziert,  so  besitzt  es  die  Form: 

(4)  F^{x)  =  a.^"»'  +  ^,x^<-^-^  +....  +  Ä^^^^_^x  +  1 , 

demi  das  konstante  Glied  ist  1,  wie  sich  aus  (1)  für  o?  =  0  ergiebt. 
Angenommen  nun,   es  gebe  nur  eine  endliche  Anzahl  Primzahlen 
^on  der  Form   Am  +  1   ^^^  V  sei  die  letzte  unter  ihnen.     Setzt  man 
Ann  in  (4) 

a;  =  P  =  m  •  (1  •  2  •  •  •  jp)  , 

«0  ist  F^{F)  eine  ganze  Zahl,  welche  keinen  Divisor  von  m  imd 
keinen  Primteiler  von  der  Form  mh  +  1  enthält,  welcher  ^^  ist,  denn 
offenbar  läfst  ja  i^,„(P)  durch  jeden  von  diesen  Faktoren  geteilt  den 
Eins.  Da  aber  F^^{F)  nur  Teiler  von  der  Form  mÄ  +  1  ^^ 
tzt,  so  müssen  diese  alle  gröfser  als  p  sein;  es  giebt  also  wirklich  un- 
^^dlich  viele  Primzahlen  von  dieser  Form,  und  in  dem  endlichen  Inter- 
^^Ue  (jp,  •  •  •  F^  (P))  mufs  mindestens  eine  neue  Primzahl  von  der 
orm  {hm  +  1)  liegen. 

Sind    wir    imstande,    wie    in    den   hier   betrachteten   Fällen   eine 

brm  zu  finden,  welche  stets  mindestens  einen  Primteiler  der  vor- 

n   arithmetischen  Reihe  enthält,  so  können  wir  die  Euklidische 

^eismethode  immer  anwenden.     Dann  löst  diese  Methode  aber  die 
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Aufgabe  in  der  strengeren  Fassung,  dafs  wir  für  jede  vorgelegte  Zahl 
fi  eine  gröfsere  Zahl  v  so  angeben  können,  dafs  in  dem  endlichai 
Intervalle  (fi  •  •  •  i/)  mindestens  eine  Primzahl  der  betrachteten  Form 
enthalten  ist. 

Leider  können  wir  aber  solche  Zahlformen  nur  in  seltenen  Falloi 
finden,  und  so  war  Dirichlet  genötigt,  filr  die  Untersuchung  der 
allgemeinen  arithmetischen  Reihe  andere  Methoden  zu  benutzen,  mit 
deren  Hülfe  er  der  Zahlentheorie  ganz  neue  Wege  eröflhete*).  Bb 
ist  aber  Dirichlet  nicht  gelungen,  die  allgemeinere  Aufgabe  in  dem 
eben  angegebenen  strengeren  Sinne  zu  lösen.  Im  Folgenden  wollen 
wir  den  Dirichletschen  Beweisgang  so  vervollständigen,  daCs  er  auch 
dieser  letzten  und  höchsten  Anforderung  genügt.  Wir  stellen  \m 
daher  gleich  die  folgende  allgemeine  Aufgabe,  in  welcher  der  Dirichki- 
sche  Satz  offenbar  enthalten  ist: 

Ist  fi  eine  beliebig  gegebene  Zahl,  so  soll  eine  andere  endlidw 
Gröfse  v>  fi  BO  bestimmt  werden,  dafs  in  dem  Intervalle  (fi*'f) 
mindestens  eine  Primzahl  von  der  Form  hm  -\-  r  enthalten  is^ 
wenn  m  und  r  zwei  beliebige  teilerfremde  Zahlen  bedeuten. 

Die  hier  darzulegende  Theorie  habe  ich  bereits  in  einer  im 
Wintersemester  1875/76  gehaltenen  Vorlesung  über  die  Anwendung 
der  Analysis  auf  Probleme  der  Zahlentheorie  für  den  Fall  vorgetragoi, 
dafs  die  Differenz  m  eine  Primzahl  ist.  Für  einen  zusammengesetzten 
Modul  wurde  diese  Untersuchung  vollständig  in  der  im  Wintersemester 
188G — 1887  gehaltenen  Vorlesung  gegeben. 

§2. 
Es  sei 

r  +  mh  (*=(u,t  "I 

die  gegebene  arithmetische  Reihe,  und  (r,  m)  «~  1,  so  handelt  es  sicki 
also  um  die  Anzahl  aller  Primzahlen  </,  welche  der  Bedingung: 

qE£ir     (med  m) 

genügen.      Wir  nehmen   m  vollständig  beliebig  an,    nur    können 
wollen   wir,    ohne   die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beeini 
tigen,  voraussetzen,  dafs  m  mindestens  durch  die  dritte  Potenz  von 
teilbar  ist;  es  sei  also: 

*)  Bericht  über  die  Verhandlungen  der  Kgl.  Preufs.  Akademie  der  Wis 
Schäften,   Jahrgang  1837,  S.  108-110.     Gesaiuraelte  Werke  Bd.  I  S.  307--31t 
Abhandlungen  der  Kgl.  Preuls.  Akademie  der  Wissenschaften  v.  J.  1837,  S. 
Gesammelte  Werke  Bd.  I  S.  313—342. 
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(1)  m  =  4  •  2"°3>;'  ...([^^ 

die  Zerlegung  von  m  in  seine  Primfaktoren.  Offenbar  liegt  in  dieser 
Voraussetzung  keine  Beschränkung,  denn  ist  für  irgend  ein  m  bewiesen, 
dafs  die  Anzahl  aller  Primzahlen  von  der  Form  mA  +  r  unendlich 
grofs  ist,  wenn  (r,  m)  =  1  ist,  so  zeigt  man  leicht,  dafs  dasselbe  auch 
von  der  Anzahl  aller  Primzahlen  der  Form  m^\  +  r^  gilt,  wenn  m^ 
irgend  einen  Teiler  von  m  bedeutet  und  (^q,  Wq)  =  1  ist. 

Ist  nämlich  zunächst  m^  ein  Teiler  von  w,  welcher  nur  eine  Prim- 
zahl p  weniger  oft  enthält  als  m,  ist  also  m  =  WoP;  ist  femer 
(r^,  *»o)  =  1,  so  ist  sicher  entweder 

(!•)  (ro,  m)  =  l,     oder     (ro  +  tw^,  m)  =  1. 

Ist  nämlich  r^  durch  p  nicht  teilbar,  so  ist  es  auch  zu  pm^  teiler- 
fremd, also  (^Q,  m)  ~  1.  Enthält  dagegen  r^  die  Primzahl  ^,  so  ist 
sicher  m^  durch  p  nicht  teilbar,  weil  n.  d.  V.  (r^^  m^  *-^  1  ist.  Dann 
ist  also  (tq -\- niQ,  pniQ)  <^  ly  weil  r^  +  w^  p  nicht  enthält,  und  zu 
m^  relativ  prim  ist.   , 

Beachtet  man  aber,  dafs  von  der  arithmetischen  Reihe  (r^  +  moÄ^) 
loit  der  Differenz  m^  die  beiden  Reihen  mit  der  Differenz  m 

vnd 

^0  +  ^^?o;    ^0  +  ^'b  +  ^h    »"o  +  ^0  +  2m,   •  •  • 

JPartialreihen  sind,  und  dafs  n.  d.  V.  und  wegen  der  Äquivalenz  (1*) 
^mindestens  eine  von  ihnen  unendlich  viele  Primzahlen  enthält,  so  gilt 
dasselbe  von  der  Reihe  (r^  +  ^o^)?  ^^  ergiebt  sich  durch  successives 
^Weiterschliefsen  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  für  den  Fall, 
Öafe  tHq  ein  beliebiger  Teiler  von  m  ist. 

Es  sei  m  in  der  Form  (1)  gegeben,  und  es  mögen  wie  im  §  3  der 
•^rigen  Vorlesung: 

Ö)  y,  y^,  yi,  •••  y^ 

(irimitive  Wurzeln  für  die  Moduln: 

^)  4,  2'%  q[\  ...ql' 

minj  so  dafs  also: 

y^        ^1     (mod  4) 

^)  yf "     =  1     (mod  2*o+2) 

I  yf  (v)  =  1    (mod  q'/)  (/=i,  2, . . . ,) 

und  keine  niedrigeren  Potenzen  jener  Zahlen  kongruent  Eins  sind; 
■Bm  ist  jede  Einheit  r  in  Bezug  auf  m  durch  die  Kongruenz 


.* 

I 
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(3)  r^ry^/^'-Yl'     (mod  m) 

für  m  eindeutig  bestimmt;  halten  wir,  was  im  Folgenden  immer  ge- 
schehen soll,  die  primitiven  Wurzeln  y^  ein  fOr  alle  Male  fest,  so  ist 
r  durch  das  zugehörige  Indezsystem: 

(3')  (q,  Qo,  Qu-  ()^)  =  Inddr 

ebenfalls  bestimmt,  und  man  erhält  ein  vollständiges  Indexsystem  Ar 
alle  g){ni)  inkongruenten  Einheiten  modulo  m,  wenn  man  die  Ex- 
ponenten Q  unabhängig  von  einander  die  Zahlen: 

(3")     9  =  0,  1;    9o  =  0,  1,  . .  •  2*°  -  1;    p,  =  0,  1,  •  •  •  ^(gj')  -1 

durchlaufen  läfst. 

Wir  ordnen  nun  den  ganzen  Zahlen  y  der  Reihe  nach  die  folgen- 
den primitiven  Einheitswurzeln 

(4) 

zu,  rmd  zwar  sei: 

=   1 

(4")  io,  =  e^',  „     „      «r      =1 

2tti 

die  niedrigsten  Potenzen  jener  Zahlen  sind,  welche  gleidi  Eins  werden 
Es  sei  mm  r  eine  Einheit  modulo;/?,  und  Inddr=((),(>Q,pj,- -p,'; 
ordnen  wir  r  jetzt  die  Einheitswurzel: 

(5)  Q(r)  =  (-l)''«i°«;"---«^' 

zu,  so  gehört  zu  jeder  Einheit  r  eine  und  nur  eine  EinheitswurKl 
Qfr),  welche  wir  einen  Charakter  von  r  nennen  wollen,  denn  durch  f 
ist  ja  das  Indexsystem  (p,  ()q,  •  •  •),  also  Q(r)  eindeutig  bestimmt. 

Wir  wollen  aber  den  Begriff  des  Charakters  von  r  gleich  in  dff 
Weise  verallgemeinem,  dafs  wir  an  Stelle  der  speziellen  in  (4')  w 
Grunde  gelegten  Einheitswurzeln  ö,  ojq,  •  •  •  oj^,  jedesmal  irgend  eine  von 
jenen  Wurzeln  betrachten.  Ist  aber  z.  B.  co-  die  vorher  eingeführte 
spezielle  primitive  Wurzel  der  Gleichung: 

so  sind  alle  und  nur  die  übrigen  ^(q/)  von  einander  verschiedenen 
Wurzeln  derselben  Gleichimg  in  der  Reihe 

CO.' 

t 


0),    «o;     ö)i,     ö)j,  .  •  • 

• 

% 

ei: 

G)  —  —  1  —  e^,     so  dafs 

ffl» 

^0            ^          J                                 }J         }T 

2rti 

\ 
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Iten,  wenn  Tc^  die  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  ^w/)  durchläuft.  Legen 
Iso  statt  der  Zahlen  ©,  ©o,  •  •  •  (Og  in  (4')  die  Zahlen 

CO   ,     OJ«  -     0}/,    '  '  '   G)  ^ 

•unde,  so  gehört  zu  der  Einheit  r  modulo  m  die  Einheitswurzel: 

q(*,*o.*,,-    )(^)  =  (—  l)*^a}J*^'a}J*^*  •  .  •  o*^^^ 

e  für  diese  Wahl  der  Einheits  wurzeln  (6')  der  Charakter  von  r  heifsen 
Wenn   kein  Mifsverständnis   zai  befurchten  ist,   wollen  wir  im 
iden    das    zu  Grunde   gelegte  Exponentensystem    (Ä,  Jcq,  k^,  •  •  •) 
durch  (k)  und  den  zugehörigen  Charakter  einfacher  durch 

QW(r) 

ihnen.  Auch  hier  entspricht  für  ein  festes  Wertsystem  (fc,  k^,  •  •  •) 
Einheit  r  offenbar  ein  Charakter  QW(r). 

lalten  wir  das  Exponentensystem  (k)  fest,  so  gehört  also  zu  jeder 
Yen  oder  negativen  ganzen  Zahl  r  ein  vollständig  bestimmter 
tkter  Q<*)(r),  so.bald  nur  r  zu  m  teilerfremd  ist.  Wir  wollen  aber 
)  auch  für-  den  Fall  definieren,  dafs  r  und  m  einen  gemeinsamen 
;-  besitzen;  wir  setzen  fest,  dals  in  diesem  Falle  stets: 

Q(*)(r)  =  0 

JOll. 

3ie  so  für  alle  ganzen  Zahlen  definierten  Charaktere  QW(y)  haben 
die  beiden  Fundamentaleigenschaften,  dafs  erstens 

Q(*)(r)  =  Q(*)(/) 

)bald 

r^Er     (mod  m) 

Sind  nämlich  die  kongruenten  Zahlen  r  und  /  beide  Einheiten, 
hört  ja  zu  ihnen  dasselbe  Indexsystem  ((>,  pQ,  •  •  •),  also  auch  der- 
Charakter  Q(*\r);  hat  dagegen  r  einen  gemeinsamen  Teiler  mit  m, 
It  dasselbe  von  /,  ihre  Charaktere  sind  also  beide  gleich  Null, 
ens  besitzen  aber  die  Charaktere  stets  die  Multiplikationseigen- 
k,  d.  h.  für  zwei  beliebige  Zahlen  r  und  /  ist: 

Q(*)(r)Q(*)(r')  =  Q(*)(rr'). 

ist  klar,  sobald  auch  nur  einer  der  beiden  Faktoren  r  und  /  mit 
len  gemeinsamen  Teiler  hat,  denn  dann  gilt  ja  dasselbe  für  ihr 
ikt;  beide  Seiten  unserer  Gleichung  sind  dann  also  Null.  Sind 
en  r  und  /  beide  Einheiten  modulo  m  und  ist: 
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Indd  r  =  {q,  q^,  p, ,  •  •  •),     Indd  /  =  (p',  Qq\  p/,  •  •  •) » 
also 

Indd  (rr)  =  (p  +  q\  Qo  +  Qo\  ' '  0; 

so  ist  ja  in  der  That: 

Q(*)(r)Q(*)(/)  =  (—  l)*(?+(Oa)Jo(eo+eu')G,J, (?.+?.') . .  .  =  Ö(*)(rr). 

Sind  dagegen 

w  ,  0}  *,  (ö.  ,  •  •  • :     oj    ,  (ö  ' ,  G>/  •  •  •  • 

irgend  zwei  Systeme  von  Einheitswurzeln  und  sind  Q<*»*»»  ^(r)  und 
Q(*',*o',  )(r)  zwei  zu  einer  und  derselben  Zahl  r  gehörigen  Charaktere, 
so  folgt  offenbar  aus  der  Darstellung  (6')  die  für  jedes  r  gültige  Gleichung: 

Q(*, *«,  •  •  )(r)  .  Q<*''  V,    ■)(r)  =  Q(*+*'. *o+V,  •  )(r) 

mit  der  Mafsgabe,  dafs  hier  wie  im  Folgenden  die  Indices  A', /^q,  Ä\,  ••• 
nur  bezw.  modulo  2,  2*%  9>{QiJ7  ' '  •  betrachtet  werden;  zwei  verschie- 
dene Charaktere  Q(*)(r)  und  Q^*'^(r)  für  eine  Zahl  r  setzen  sich  also 
stets  zu  dem  eindeutig  bestimmten  Charakter  Q(*+*')(r)  für  dieselbe  Zahl 
zusammen;  speziell  ergiebt  sich  so,  dafs  für  jeden  positiven  oder  nega- 
tiven ganzzahligen  Exponenten: 

(Q(*)(r))'  =  Q('*)(r) 

ist.  Die  Charaktere  (Q^*)(^)>  Q^^'Hr),  •  •  •)  für  ein  und  dasselbe  r  bildei 
also  in  der  Weise  eine  Gruppe,  dafs  das  Produkt  und  der  Quotient 
von  l)eliebig  vielen  unter  ihnen  wiederum  in  dem  Systeme  enthalten  ist 

Endlich  geht  aus  der  Darstellung  (6*)  hervor,  dafs  alle  Charaktere 
Qi^)(r)  für  beliebige  Einheiten  reelle  oder  komplexe  Zahlen  sind,  deren 
absoluter  Betrag  gleich  Eins  ist 

Wir  wollen  den  Charakter: 

Q(o,o,o,...)(r)  =  Q(o)(r), 

der    den  Exponenten  l\  =  0,    also   den   Einheitswurzeln    cd.*  =  1  ^Q*" 
spricht,  den  Hatipkharakter  nennen;   für  jede  Einheit  r  ist  in  diesem 
Falle  Q(»)(r)  =  +  1. 
Zwei  Charaktere: 

Q(*,  ^o,  ■   )(r)     und     Q(-*'  -*o,  •  •  ^(r), 

welche  sich  durch  Multiplikation  zum  Hauptcharakter  Q(o»o,)(r)  zu- 
sammensetzen, sollen  konjugierte  oder  reciproke  Charaktere  heifsen.  Iß 
diesem  Falle  sind  einfach: 

QW(r)  =  u  +  ßi,     Q(-*)(r)  =  a  —  ßi 
konjugierte  Zahlen,  da  ihr  Produkt  gleich  Eins  ist. 
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Ein  Charakter  Q^*)(r)  heifst  ambig y  wenn  er  sich  selbst  reciprok, 
wenn  also  für  jedes  r 

Q(*)(r)  =  Q(-*)(r), 

oder  för  jedes  Indexsystem  (q,  Qq,  •  •  •) 

(Q(*)(r))»  =  Q(2*)(r)  =  (d^^Q  cöJ^o?«  .  . .  =  1 

ist  Wählt  man  in  diesen  Gleichungen  immer  einen  Exponenten  p  =  1, 
alle  anderen  gleich  Null,  so  ergiebt  sich,  dafs  ein  Charakter  0^*^  dann 
und  nur  dann  ambig  ist,  wenn  seine  Exponenten  (A;,  Jcq,  •  •  •)  den  Be- 
dingungen: 

0}^*  =  1,      CöJ*«  =  1,      cöj*»  =1,   •  •  • 

genügen,  d.  h.  wenn: 

ist.  Da  die  sämtlichen  Gleichungen  (4*)  für  ©,  gjq,  •  •  •  von  geradem 
Grade  sind,  so  hat  jede  von  ihnen  die  beiden  Wurzeln  +  1;  also  ist 
die  Anzahl  aller  ambigen  Charaktere,  einschliefslich  des  Hauptcharakters 
gleich  2^+*.  Für  diese  und  nur  für  sie  ist  der  Charakter  Q(*^(r)  jeder 
beliebigen  Einheit  r  reell  und  besitzt  den  Wert  +  1. 

Für  alle  übrigen  Charaktere  dagegen  ist  also  mindestens  eine  der 
Einheitswurzeln  cd*,  ojJ**,  (o'^^y  •••  imaginär,  und  daher  sollen  auch  diese 
Charaktere  QW(r)  imaginäre  Cha/raktere  genannt  werden.  Für  min- 
destens eine  Einheit  r  ist  dann  Sy*^(r)  ebenfalls  imaginär. 

Wir  beweisen  endlich  noch  drei  wichtige  Sätze  über  die  Charaktere, 
welche  im  folgenden  gebraucht  werden. 

Durchläuft  r  ein  vollständiges  Restsystem  modulo  w,  so  ist  für 
den  Hauptcharakter: 

^Q(o)(r)=<p(m), 

(r) 

filr  jeden  anderen  Charakter  aber: 

y'QW(r)  =0. 

^  der  That  kann  für  einen  beliebig  gegebenen  Charakter  Q^*)  jene 
SuBime  folgendermafsen  als  Produkt  dargestellt  werden: 

(S)   ^  Q(*)(r)  =  ^  (O^Q  (D*o?o  G,*i?i  .  .  .  =  (^  CJ*^)  (^  CD*o('o)  • .  . . 

*^i  nun  auch  nur  eine  der  Zahlen  k,  Äq,  •  •  •  etwa  k^  von  Null  ver- 
^hieden,  so  ist  der  bezügliche  Faktor: 


,♦•     • 


.irleHun^ 

1 

(I 


ai7    -  1 


I 


.-  A?  lanze  Produkt;  sind  dagegen  alle  Äv=0, 
v::*:!  ^i:*Loh  (p(fn),  da  dann  alle  g)(m)  Eiuheits- 
^«  loderen  aber  gleich  Null  sind. 

_r  Ijhi.  deren  Indices  (p,  (>„,  p^,  •  •  •)  samtlich 
.•^.  Tifiche  also  selbst  kongruent  Eins  modulo  m 
.w  iJe  Charaktere  Q^^^r^),  Q^*'J(rg'i,  •  •  •  von  r^  be- 

-    .^rf-   *?uÄ-r-  Zahl  r  ist  dagegen: 

,^^    Mjjf  izimittelbar  aus  den  Gleichungen  (8)  und  [ß*)j  wenn 

^^«  ti'tfHmein  /*,  und  p,.  vertauscht. 

^    -iu;jca  r  eine  beliebige  Einheit  modulo  ;w,   dann  bi 
^    'trÄrii:etleueu  Charaktere: 


S/ri 


s7  ^\'0  =  f 


vi'/, ; 


S  TT  /         - 


-v  ^o!i  liiutt»r  Wurzeln  der  Einheit  r         '*',  deren  Nenner  <i; 
-.x:-.:zuTten    Komi    jedesmal   Teiler    von    (p(jH)   sind.     Es  rfi 


^*  ■ 


int 


.     L 


..-  i'harrtkten»,   für   welchen   der   reduzierte  Bruch    ^    möfflich>t 

aIw    nicht    Null    ist.     Dann    ist   notwendig   /^=l,    denn  sunst 
•.  •*•  mau  t^,'  so  bestimmen,  dals  /oC---  1  (i"od  d^)  ist,  und  man  ir 
i.^^:v  Ä«'^  *'•*»*  (Uelchuug  (9): 

v^,   ^,^(^«^011    der   vorher   über  Q  °\r)   f^emachten  Voraussetzung?  ^ 
Ki^iieitMi   nruch   ^^  •     Ist  dann  also: 


Q^^\/-)  ^  r  '^"  = 


10 


§  2.   Die  Fundamentalsätze  für  die  Theorie  der  Charaktere.  449 

ieser  Charakter,  für  welchen  -j^   möglichst   klein,   also    (Iq   möglichst 

»0 

rofs  ist,  so  sind  die  df^  Potenzen: 

(Q(*«)(r))*  =  Q(A*^)(r)  =  ö* 

benfalls  d^^  Wurzel  der  Einheit,  und  man  zeigt  leicht,  dafs  in  diesem 
'alle  alle  g){m)  Charaktere  Q<*>(r)  cIq^  Einheitswurzeln  sind.  In  der 
*hat,  ist  für  irgend  einen  Charakter: 

70  fi  ein  rationaler  echter  Bruch  ist,  und  ist  s  so  gewählt,  dafs: 
bum  ist  der  Quotient: 

rare  also  f*>  3-;  so  entspräche  dem  Charakter  Q^*""**°'  wieder  ent- 
:egen  unserer  Voraussetzung  der   unterhalb   -r-   liegende   echte   Bruch 


d, 


0 


f4  —  T-j ,   also  mufs  jener  Bruch  notwendig  Null,   also   ^  ==  ^   sein, 

0'  0 

''-  z.  b.  w. 

Man  zeig^  nun  endlich  leicht,  dafs  jede  der  d^  Potenzen 
l,  o,  CD*,  •  •  •  o**»"~^)  genau  gleich  oft  durch  diese  g){in)  Charaktere 
argestellt  wird.     In  der  That,  bezeichnen  wir  durch: 

10)  Q(i),  Q(«),  . . .  Q(?) 

Ue  diejenigen  unter  den  g){m)  Charakteren  Q^*^(r),  welche  gleich  Eins 
ind  und  durch  Q  einen  von  denen,  welche  den  Wert  ö  haben,  so  sind 
10»)  QQ(i),  QQ(2),  ...  QQiQ) 

Ton  einander  verschiedene  Charaktere,  welche  alle  gleich  0  sind, 
emer  giebt  es  auch  keinen  anderen  unter  den  g)(fn)  Charakteren, 
''elcher  den  gleichen  Wert  hat;  denn  ist 

o  ist  der  Quotient  q-  ein  Charakter,  welcher  gleich  Eins  ist,  also  der 

teihe  (10)  angehört.  In  genau  derselben  Weise  zeigt  man,  dafs  in  der 
leihe 

^e  und  nur  die  Charaktere  enthalten  sind,  welche  gleich  ^  sind. 
Also  sind  in  dem  Systeme  von  gdQ  Elementen: 

Kroneokor,  Zahlexitheorie.   I.  29 
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Q^Q(i)^  ...  QiQ(0  (;i=i,s,  .  4,-1) 

alle  und  nur  die  g){ni)  Charaktere  Q(*)(r)  enthalten;  es  ist  also 
qcIq  =  9?(w),  d.  h.  es  ist: 

jede  der  dg  Einheitswurzeln  &^  wird  also  durch  jene  Charaktere  ^eich 

oft,  nämlich  ^^  Male  dargestellt. 

Die  Zahl  dQ,  welche  nur  von  der  zu  Grunde  gelegten  Einheit  r 
abhängt^  hat  für  diese  eine  einfache  Bedeutung;  es  ist  d^  offenbar  der 
niedrigste  Exponent,  für  welchen  für  jeden  der  <p{fn)  Charaktere: 

ist,  wie  auch  die  Exponenten  fc,  ^o?  ^i>  *  *  *  angenommen  werden.  WiUt 
man  aber  speziell  alle  k^  =  0  mit  Ausnahme  von  je  einem  derselben, 
welches  gleich  Eins  angenommen  wird,  so  ergiebt  sich  d^  ab  die 
kleinste  Zahl,  für  welche  die  Gleichungen: 

sämtlich  erfüllt  sind,  oder  dQ  ist  die  kleinste  Zahl,  welche  die  Kon- 
gruenzen: 

d^Q  =0     (mod  2) 

d^Q^  —  O     (mod  2*o) 

d,Q,=0     (mod  <p(3j«))  (•-i.v  r 

befriedigt.     Nun  ist  aber: 

((^oQj  (^oQo7  doQiy  •  •  •)  =  ^^^^  ^> 

also  ist  r^  die  kleinste  Potenz  von  r,  deren  Indexsystem  gleich 
(0,  0,  •  •  •),  welche  selbst  also  kongruent  Eins  modulo  m  ist,  oder  d^ 
ist  der  Exponent,  zu   dem  r  modulo  m  gehört.     Also  folgt  der  Satz: 

Ist  r   eine  Einheit  modulo  m  und  d^  der  Exponent,  zu  dem  r 
gehört,  so  sind  die  (p(m)  Charaktere  Q(*)(r)  sämtlich  d^^  Wurzeln 

der  Einheit,  und  jede  von  ihnen  wird  gleich  oft,  nämlicli  %- 
Male  dargestellt. 

§3. 
Da  die  Charaktere  Q(*^(/*)  die  Multiplikationseigenschaft: 

QW(r)QW(/)  =  Q(*)(r/) 

haben,   so    gilt    nach    (1)    für    die   mit    ihnen    als    Entwickelungskoef- 
icienten  gebildeten  Dirichletschen  Reihen  die  folgende  Gleichung: 
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uf  der  linken  Seite  fehlen  alle  und  nur  die  Zahlen  n,  welche  mit  m 
cen  gemeinsamen  Teiler  haben,  auf  der  rechten  alle  Primzahlen 
Qiy  Qif  ' ' '  Qgy  die  in  w  enthalten  sind.  Die  Gleichung  (1)  gilt  für 
den  Wert  von  g,  vorausgesetzt  nur,  dafs  sowohl  die  Summe  links 
s  auch  das  Produkt  rechts  unbedingt  konvergiert.  Da  die  Charak- 
xe  Q(*)(n)  Einheitswurzeln  sind,  deren  absoluter  Betrag  also  gleich 
ins  ist,  so  ist  diese  Bedingung  sicher  für  z>  1  erfQllt.  Für  gewisse 
lier  den  Reihen  U^\z)  konvergiert  jene  Reihe  aber  auch,  wie  wir 
>»ter  zeigen  werden,  für  ^^1]  wir  werden  von  dieser  Thatsache 
>ch  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Unter  Benutzung  des  letzten  Satzes  im  §  2  beweisen  wir  gleich* 
ne  Fundamentalgleichung  für  diese  Reihen.  Multiplizieren  wir  alle 
(t»)  Gleichungen  (1),  welche  den  verschiedenen  Charakteren  Q(*.*o,  ) 
itsprechen,  so  ergiebt  sich: 


(*,*o,-.)    n  '"  (*,*<,,••)    P       1   _ 


P 


\t  aber  p  irgend  eine  der  rechts  stehenden  Primzahlen  und  d  der  Ex- 

onent,   zu  dem  sie  modulo  m  gehört  und  ist   0  =  6'',    so    ist   nach 
em  soeben  erwähnten  Satze: 


m-^f)'{{^-^){^-^)-{^-9)) 


-0-/^ 


^0  ergiebt  sich  die  folgende  wichtige  Gleichung: 


n^^p-n 


2)  11   ^J     ti'  11  /         1  xvM' 


(-?••)■ 


'^o  das  Produkt  rechts  auf  alle  Primzahlen  aufser  2,  g^,  •  •  •  g  zu  er- 
wecken ist;  da  alle  jene  (p(fn)  Reihen  für  j3?  >  1  unbedingt  konvergent 
^d,  so  gilt  dasselbe  auch  fQr  das  Produkt  rechts,  da  aber  femer  alle 
'ine  Faktoren  unechte  Brüche  sind,  so  ist  der  Wert  der  rechten  Seite 
eher  gröfser  als  Eins.  Wir  werden  diese  Formel,  welche  sich  bei 
Hrichlet  noch  nicht  findet,  am  Ende  unserer  Betrachtungen  wesentlich 
^nutzen. 
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Beispiel:  Der  Fall  m  »=  4.  Die  Anzahl  der  Primzahlen  von  der  Form  4fi-|-l 
and  4n  —  1  ist  unendlich  grofs.  —  Aufstellung  der  Grundgleichung.  —  Ab- 
schätzung ihrer  einzelnen  Bestandteile.  —  Spezialisierung  der  Ghnmdgleichmig  ftr 

die  beiden  möglichen  FSlle  und  Beweis  des  Satzes. 

§1. 

Wir  wollen  den  Gkmg  nnserer  Untersuchung  zuerst  an  dem  Falle 

m  =  4 

erläutern^  d.  h.  wir  wollen  als  Beispiel  für  die  allgemeine  Betrachtung 
den  Satz  beweisen: 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1  ^^^  die  An- 
zahl derjenigen  von  der  Form  4n  +  3  ist  unendlich  grofe. 

Nur  als  Beispiel  ist  der  hier  zu  führende  Beweis  anzusehen,  da  wir 
gerade  diese  beiden  Sätze  am  Anfang  der  vorigen  Vorlesung  auf  sehr 
viel  einfachere  Art  bewiesen  haben. 

Da   ( —  1)   eine   primitive  Wurzel  modulo  4  ist,   so  haben  wir  in 
diesem  Falle  für  eine  beliebige  ungerade  Zahl  n 

^  =  Indw  =  y(w—  1); 

in  der  That  ist  ja  für  ein  ungerades  n  stets: 

(_l)2-^"-'^  =  ^     (mod4), 

wie  man  leicht  in  den  beiden  Fällen  n  =  4i;  +  1  verificiert.    Hier  ist 
also: 

QW(n)  =  (-  1)-V-  « =  4^  +  1  ,.^^„, 

QW(n)  =  0  M  =  2v 

und  unsere  Grundgleichung  wird  daher: 
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OD  l-it(«_l) 


V     .)■        _JJ 


^ — -' —  =  11 rrz-r.. 

(-1) 


n^sr-     ^  P         .    .sir*^-^> 


1  — 


p' 


ie  Summation  links  über  alle  ungeraden  Zahlen  ^  das  Produkt 
)  über  alle  ungeraden  Primzahlen  zu  erstrecken  ist. 
n  dieser  Gleichung  werden  wir  nicht,  wie  es  Dirichlet  that,  von 
nken,  sondern  von  der  rechten  Seite  ausgehen,  diese  aber  zuerst 
ein  endliches  Produkt  ersetzen;  so  werden  wir  imstande  sein, 
n  beliebiges  ft  ein  Intervall  (ft,  •  •  •  ft)  anzugeben,  innerhalb  dessen 
sicher  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  ^^^  ©ine  von  der 
4n  —  1  befindet.    Es  seien  v  und  X  beliebige  ganze  Zahlen  und 

Piy  A;    •  •  P^ 

ersten  ungeraden  Primzahlen  3,  5,  •  •  • .     Dann  betrachten  wir 
idliche  Produkt: 


n{v,k)  =  Yl 


1  ..        ..  ' 
(-1) 


J=8  ,     ..T*^-'> 


1  — 


P' 


3s  offenbar  für  k  =  v  =  oo  in  die  rechte  Seite  von  (1)  übergeht, 
fun  ist  jeder  einzelne  von  diesen  v  Faktoren  entwickelt  gleich 
iimme: 

■ + fc^i^  - + fc^i^V- + '-=J^V- + •  •  ■ 

p  p  p^ 

l(X-l)k(p-l) 

I  (-1)' 

)lizieren  wir  diese  v  endlichen  geometrischen  Reihen  für 
1}  Pi7  '  ' '  Pv  mit  einander,  so  ergiebt  sich  eine  endliche  Summe, 
j,  wie  wir  sofort  beweisen  werden,  folgendermafsen  geschrieben 
1  kann: 


eine  gleich  anzugebende  Zahl  ist,   n  die  Reihe  aller  ungeraden 
durchläuft  und  c„  entweder  Null  oder  Eins  bedeutet. 
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In  dem  Produkte  der  v  Faktoren  (3)  tritt  nämlich  ein  bestimmter 
Nenner  n'  nur  dann  und  zwar  ein  einziges  Mal  auf ,  wenn  n  nur  die 
V  ersten  ungeraden  Primzahlen^  und  keine  öfter  als  (A  —  1)  Male  ^t- 
hält;  wenn  also: 

(5)  n  =  p^p^  •  •  •  K*"  («^«.<^) 

ist:  alsdann  besitzt  —  den  Koefficienten: 

n 

\P  )  K"^  ^)  • 

Aber  diese  Potenz  von  ( — 1)  kann  durch  ( — 1)*  ersetzt  werden, 

denn  eine  sehr  einfache  Betrachtung  lehrt,  dafs  f[lr  eine  jede  ungerade 
Zahl  n 

(5^)  n—l  =  a,(j},  —  l)^ f-a,(p,  — 1)     (mod  4) 

ist,  wenn  die  Gleichung  (5)  ihre  Zerlegung  in  Primfaktoren  angiebt. 
Ist  nämlich  n  ^=  FQ  irgend  eine  Zerlegung  der  ungeraden  Zahl  n  in 
zwei  ebenfalls  ungerade  Faktoren,  so  ist: 

n-l=(P-l)  +  (e-l)    (mod  4), 

weil  aus  dieser  Kongruenz  für  n  =  PQ  die  offenbar  richtige  Kon- 
gruenz: 

(P-l)(e-l)  =  0    (mod  4) 

folgt.  Zerlegt  man  aber  P  und  Q  wiederum  und  fährt  so  fort,  so  er- 
giebt  sich  endlich  die  Richtigkeit  der  Kongruenz  (5^). 

Die  Grenze  P,  bis  zu  der  die  Summation  zu  erstrecken  ist,  ist 
einfach : 

m  j' = iih  ih  •  •  •  2>.)'  - ' , 

denn  dann  ist  P  die  gröfste  unter  den  Zahlen  (5). 

Wir  teilen  jetzt  das  Summationsintervall  (1,  •  •  •  P)  von  (4)  in 
zwei  Teile  so  ein,  dafs  in  der  ersten  Teilsumme  alle  c^  =  1  sind,  oder 

alle  ungeraden  Zahlen    —   vorkommen,    in    der    zweiten    dagegen  nicht 

mehr  alle  ungeraden  Zahlen  auftreten.  Aus  der  Darstellung  (5)  aller 
in  (4)  vorkommenden  Zahlen  n  folgt  nämlich,  dafs  für  eine  solche 
Zahl  sicher  c,,  =  1  ist,  wenn  n  den  beiden  Bedingungen: 

(5'')  71  <  'd'     und     n<2K-^i 

zugleich  genügt,  denn  dann  kann  n  ja  sicher  überhaupt  keinen  Primteiler 
2)v-\-i,  i?»-f2,  •  •  •  und  auch  keinen  der  früheren  öfter  als  (A  —  1)  Male 
enthalten.    Für  alle  diesen  beiden  Bedingungen  genügenden  Zahlen  ist 


-•^«, 
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also  immer  c„  ==  1.  Wir  ziehen  dieselben  dadurch  in  eine  Bedingung 
zusammen;  dafs  wir  die  bisher  noch  ganz  willkürlich  anzunehmende 
letzte  Primzahl  p^  jetzt  so  bestimmen,  dafs  sie  die  letzte  unterhalb  3^ 
liegende  Primzahl,  dafs  also: 

ist;  dann  ist  nämlich  ffir  alle  Zahlen  n  unterhalb  3^  a  fortiori  n<.Pv{-v 
Alsdann  ist  durch  die  willkürlich  anzunehmende  Potenz  3^  die  Prim- 
zahl Pp  eindeutig  bestimmt  und  man  erhalt  jetzt  die  Gleichung: 

wobei 
anzunehmen  ist. 


§  2..       • 

Die  am  Schlüsse  des  §  1  gefundene  Grundgleichung: 

lu(p-i) 

.    ..    *        ? 

formen  wir  jetzt  dadurch  um,  dafs  wir  auf  beiden  Seiten  die  Loga- 
rithmen nehmen,  und  dann  nach  z  differenzieren.  Kehren  wir  noch 
auf  beiden  Seiten  die  Vorzeichen  um,  so  ergiebt  sich  nach  einer  ein- 
fachen Reclmung  die  Gleichung: 

Pv  l-kip-l)  Pv  lu(p-l) 

(2)  i>'-(-l)'  !>''-(- 1)* 

^(-1)^  Ign    ^     VC-^)  ^^    c 


Wir  betrachten  zunächst  die  rechte  Seite  dieser  Hauptgleichung  und 
seigen,  dafs  wir  die  von  3^  bis  P  zu  erstreckenden  Summen  im  Zahler 
und  Neimer  durch  Yergrölserung  von  A  beliebig  klein  machen  können, 
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und  zwar  kann  dies  stets  erreicht  werden,  wenn  nur  a>  l  ist,  wie 
nahe  auch  0  an  Eins  liegen  mag. 
In  der  That  ist  erstens: 


P  -*{n-l) 


n 


■■<?v. 


wo  in  der  Sanune  rechts  über  die  ungeraden  und  geraden  n  summiert 
wird,  wodurch  ja  die  Ungleichung  nur  verstärkt  wird.     Da  aber  die  Fmik- 

tion  ^-^  für  z>l  mit   zunehmendem  x   beständig   abnimmt,  so  ist 


X 

weiter: 


{^<i<r) 


L    (/-i>x-»    (*-i)V-ij.i"^  r ' 


also  ist,  wenn  wir  das  zweite  Glied  durch  den  grofseren  Wert  -^ 
ersetzen: 


C») 


i'-' 


Ign 


8^ 


lg  3^  .  1  ,    Ig^ 


wo  rechts  bereits  der  auf  die  obere  Grenze  P  bezügliche  negative  Teil 
jenes  bestimmten  Integrales  fortgelassen  worden  ist. 

Ganz   ebenso    erhält  man   für  die   zweite  Summe  im  Nenner  auf 
des  rechten  Seite  von  (2): 

1 


3^ 


n 


n 


< 


P 

3* 


(»!<;</■ 


:  r^-1  +  1 


'- ' +  1 


also   ergiebt  sich,  wenn  man  das  zweite  Glied  fortläfst  und  das  dritte 
wieder  vergröfsert: 


(3») 


P  -^k(n-l) 


n 


n 


Mit  Hlllf«'   «lieser  beiden  Gleichungen  zeigen  wir  jetzt,  dafs  man,  wie 
klein  auch  die  positive  Gröfse  s  —  1  sei,  durch  Vergröfsenmg  ron  i 
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jene  beiden  Summen  so  klein  machen  kann^  als  man  nur  immer  will. 
Dazu  braucht  man  nur  für  ein  gegebenes  z  —  1  A  so  grofs  zu  wählen, 
dafs  jede  der  fünf  Zahlei^: 

lg  3^  1  1  lg  3^       1 


(4) 


(*-l)3^<— ^>'     (*-l)*3^(— »)'     («-l)8^.('-l)'        8^   '      8^ 


beliebig  klein  ausfällt.  Allen  diesen  Bedii^nngen  wird  nun  zugleich 
genügt,  wenn  man  A  so  grofs  wählt,  dafs: 

(5)  'f^'       „<T 

I 

wird^  wenn  r  eine  beliebige  kleine  Gröfse  bedeutet.  Diese  Bedingung 
kann  man  stets  befriedigen,  da  bekanntlich  ~zrx    ^^^   wachsendem   x 

unendlich  klein  wird,  wie  klein  auch  der  positive  Bruch  {e  —  1)  ge- 
geben sei.  Ist  aber  X  nach  (5)  bestimmt,  so  liegen  jene  fünf  Brüche 
(4)  a  fortiori  unterhalb  r,  denn  sie  gehen  aus  dem  Quotienten  (5) 
bezw.  durch  Multiplikation  mit  den  eMen  Brüchen: 

1       z  —  \     {z  —  \y        {z  —  1)' 


^-1, 


lg  3^'       lg  3^'      8^(2-')'      lg8^.3<8-')i 


henror.     Dann  liegen  also  die  beiden  Summen  in  (3)  und  (3*)  absolut 
genommen  bezw.  unterhalb 

3r       und       2r, 

können  also  für  ein  genügend  grofses  k  wirklich  kleiner  als  jede  noch 
80  kleine  Gröfse  gemacht  werden. 

Endlich   weisen   wir   noch   nach,   dafs   die  zweite  links  stehende 
Summe  in  (2)  für  ein  genügend  grofses  X  ihrem  absoluten  Werte  nach 

kleiner  als  r^  gemacht  werden  kann.    Es  ist  nämlich: 


10 


1 


1^         -^*^(p-i) 


8       2.  -^J^Hp-'^) 


Pv  Pv 


y(-i)»  igj/        y»  xigj»   ^  Viirp. 


—  P    -  1      TP 
(6)  .^-j    i  igp 


^  „i-i 


1 

P 131 


und  da,  falls  nur  A  >  2  angenommen  wird,  für  jedes  p: 


hP      <-  Jg P_  ^  Ig^        1      ^  ±]«P 
(6^\  1     =         1  p    \       1  "^  3    p 
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ist,  so  wird  der  absolute  Wert  unserer  Summe  kleiner  als: 

Py  OD  » 

2^^  ^  ^2  7^'  ^\l  7=''^  (1-2).  2^-«' 

8  '  2 

und  da  dieser  Bruch  für  A  ^  6  unterhalb  —  liegt,  so   gilt  dasselbe  a 

fortiori  von  unserer  Summe;  diese  kann  also  gleich  ^  gesetzt  werden, 

wo  6  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch  ist. 

Setzen  wir  also  für  die  drei  soeben  untersuchten  Summen  ihre 
abgeschätzten  Werte  in  (2)  ein,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Glei- 
chung: 

8^-2  t  *("-!), 


3         ,  ^-^iP-l)  »'^-8  Y*<"^^) 


wo  <y,  <y',  <y"  positive  oder  negative  echte  Brüche  und  r  eine  Zahl  be 
deutet,  welche  a  priori  beliebig  klein  gewählt  werden  kann. 


§3. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes  gefundene  Hauptglei- 
chuug  repräsentiert  zwei  verschiedene  Gleichungen,  die  den  beiden 
möglichen  Werten  A:  =  0  und  fc  =  1  von  k  entsprechen.  Wir  be- 
trachten diese  jetzt  gesondert  und  leiten  aus  ihrer  Verbindung  den  ge- 
suchten Beweis  des  Satzes  über  die  Anzahl  der  Primzahlen  von  der 
Form  4n  +  1  und  4m  +  3  ab. 

Setzen   wir  zuerst  k=l,  so  geht  unsere  Gleichung  (7)  über  in: 

3^_2  l  (n-l) 

1         ^' 

Von  den  beiden  rechts  im  Zähler  und  Nenner  stehenden  alternierenden 
Summen: 


§  3.    Spezialisierung  der  Grundgleichung.  459 


»^—8         \  («— 1) 


(2) 


-V  w*  3'   ^     6'  7*     ^  —    (3^  -  2)' 


zeigt    man  nun  leicht,   dafs  die  erste  zwischen  Null  und   —  y ,   die 

.  .  2 

zweite  zwischen  ^  ^^^  1   liegt.     Da  nämlich  die  beiden  Funktionen 
^—  und  —  mit  wachsendem  x  abnehmen,  weil  ihre  Ableitungen: 

X  X* 

'-^^^^     und     -     ' 


beide  für  x'^5  negativ  sind,  so  ist  in  beiden  Reihen  jedes  folgende 
Glied,  abgesehen  vom  Zeichen,  kleiner  als  das  vorhergehende;  daher 
ist  die  erste  Reihe  sicher  absolut  genommen  kleiner  als  ihr  Anfangs- 
glied -^  und  da: 

IgS      IgS  _  1,098  •■      J^ 

8'  8    ~         3  2 

ist,  80  kann  diese  in  der  Form  —  ^  geschrieben  werden,  wo  d  einen 
positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Ebenso  leicht  erkennt  man,  dafs  die 
zweite  Reihe  zwischen  1  und  1 1 ^|,  also  a  fortiori  zwischen  1  und 

(l  —  y)  lieg*;  d-  ^'  °i*"^  kann  sie  gleich  y  +  y   setzen,   wo    d'   die 

gleiche  Bedeutung  wie  d  hat.  Also  ergiebt  sich  für  die  rechte  Seite 
in  (1)  der  Ausdruck: 

^ L  JL  /-l<o<0  <  +  l\ 

A  +  ^  +  2."T         '"'  '     '^'^''<     '^ 

^o  T  eine  Gröfse  bedeutet,  welche  wir  durch  Vergröfserung  von  A 
A  priori  beliebig  klein  machen  können,  und  zwar  ganz  unabhängig 
von  dem  Werte  von  0.  Wählt  man  also  ((J,  d\  e,  e\  <y")  so,  dafs  der 
^ert  dieses  Bruches,  abgesehen  von  Vorzeichen,  möglichst  grofs  aus- 
fallt, so  ergiebt  sich  für  den  absoluten  Wert  der  linken  Seite  von  (1) 
^i«  Ungleichung: 


(5) 


8^-2         v(p-i). 


p^_(_l)2    -  I  3 


4-  +  3T 
2  1 

^2         .       '     10 


1        .       ,      ..-i^P-^"^  I        —  —  2r 
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Wählen  wir  jetzt  k  so  grofs,  dafs: 


1 


ist,  so  wird  die  rechte  Seite  von  (3)  kleiner  als  Eins,  und  es  ergiebt 
sich  der  erste  Satz: 

Ist  ;er  >  1    beliebig   gegeben,    so   kann   man   A   stets  so  grofs 
wählen,  dafs 


(3-) 


8^-«  i.(p_l) 


3^—2  8^—2 


<i 


V  (-  ^)^       ^«p 

wird,  wenn  p^  alle  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1?  A  alle 
diejenigen  von  der  Form  4n  +  3  in  dem  Intervalle  (1,  •  •  •  3^  —  2) 
durch^nft;  jene  Reihe  bleibt  also  zwischen  endlichen  Grenzen, 
wie  weit  auch  die  Summation  fortgesetzt  wird. 

Wir  setzen  jetzt  zweitens  in  der  Grundformel  (7)  des  §  2  k=0.  Dann 
haben  alle  Potenzen  von  ( —  1)  den  Exponenten  Null,  alle  bisher 
betrachteten  Reihen  (3),  (3*)  und  (6)  des  §  2  erhalten  also  lauter  posi- 
tive Glieder.     Daher  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  die  Grundgleichnng: 

8^  —  2  1 

wo  die  positiven  oder  negativen  echten  Brüche  <y,  <j',  <y"  durch  die 
positiven  echten  Brüche  cJ,  (J',  d"  ersetzt  worden  sind,  weil  die  zuge- 
hörigen Reihen  nur  positive  Glieder  enthalten. 

Wir  wollen  nur  eine  untere  Grenze  für  den  Wert  der  linb 
stehenden  Reihe  finden.    Zu  diesem  Zwecke  verkleinem  wir  die  rechte 

Seite,  indem  wir  3(J'r  im  Zähler  und  —  fortlassen,  und  wir  vergröfsern 

den  Nenner,  indem  wir  dort  die  Summation  bis  ins  Unendhche  er- 
strecken, wofür  wir  dann  das  Glied  2d"r  ebenfalls  fortlassen  können, 

p 

weil  dieses  ja  die  Sunmie  ^^  —^   vertritt,   also  sicher  kleiner  ist  als 

3         fit 

der  hinzugefügte  Teil  imserer  Summe.  Beachten  wir  noch,  dafe  im 
Zähler  nach  (4)  a.  S.  457: 

gA 2  3*  3  3 

'^  Ign  ^  '^  Ign  _  ]gS^         ^Ign         ^ 
1  1  1 
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ist,  so  ergiebt  sich  die  folgende  einfachere  Gleichung: 

^  n' 

WO  die  Summationen  rechts  beide  Male  nur  über  die  ungeraden  Zifthlen 
auszudehnen  sind.    Nun  ist  einmal  ähnlich  wie  a.  S.  456 : 


iX-,  8^-1 


8^   ,  2 


8*— 1  

2 

1) 


^    n'         ^    (2f*  +  l)'        J     (2x+l)' 

5  1  i 


dx 

8^-1 


=  _  ir        lg(2a:+l)  , 1  -|- 

2  L(^  —  1)  (2a;  +  l)'""^        («  —  1)*  (2a:  +  1)'""^J i 

>  ^g« I  ^  ^ 

2(5—1)8'-^    '    2(£f  — 1)*3'-"^  ' 

weil  die  beiden  Summanden,  welche  der  oberen  Grenze  entsprechen, 
nach  (4)  a.  S.  457  unterhalb  —  t  liegen. 
Zweitens  ist: 

^n'       jLj(2ii  +  1)*  J   {2x+iy  2(£f-l)        2(i8r-l) 

11  0 

Substituiert  man  also  diese  Werte  in  (5),   so  ergiebt  sich  nach  ein- 
Gachen  Reduktionen: 

lff3 
^    IgJ?     .     3'     * 


>^^ ^-: + 


^p'—l  2z  — 1  (xf--l)(2xr  — 1)3'-* 

8 


ffun  ist  för  jedes  ^ef  <  —  und  r  <  r; 

4  ö< 


3 

ilso  ergiebt  sich: 


67 

lg  3  .,  ^v^2ä— 1 

-^  —  4t(z  —  1)  >  — — 


^p*—l         2  (2xf  — l)(xf— 1)3'-* 


§4. 

Diese   beiden  Formeln  (3*)  und  (6)   benutzen  wir  jetzt  zu  dem 
Nachweise  des  Satzes: 
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Ist  Pfi  eine  beliebige  Primzahl,  so  kann  man  stets  ein  mit  p^ 
beginnendes  endliches  Intervall  finden,  innerhalb  dessen  mb- 
destens  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  und  eine  von  der 
Form  4n  +  3  sich  befindet. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen,  wir  die  noch  nicht  determinierte  Zahl 
;?  <  —  so  nahe  an  Eins,  dals 


ist,  wenn  p^  die  beliebig  gegebene  Primzahl  bedeutet;  dann  ergiebt 
sich  aus  (6): 

^  p'  —  1         2  ^  p  —  1 

8       ^  8      ^ 

Addieren  wir  nun  zu  dieser  Ungleichung  die  linke  Seite  von  (3*),  oder 
subtrahieren  wir  sie,  und  beachten  wir  dabei,  daüs  ihr  Wert  sicher  ein 
positiver  oder  negativer  echter  Bruch  ist,  so  besteht  in  beiden  FaUen 
die  folgende  Ungleichung: 


Pr  Pv  Td»-!),  '/*      , 


{f=  +  i) 


Wir  bezeichnen  jetzt  wieder  durch  p^  und  p^  die  Primzahlen  von 
der  Form  4m  +  1  und  4n  +  3.  Dann  geht  unsere  Ungleichung 
über  in: 


'i2K^<+2^->)>'r 


5  8 

Es  sei  zuerst 

6  =  +  1. 

Vereinigen  wir  die  entsprechenden  Summen  und  heben  dann  mit  2,  so 
ergiebt  sich: 

Pv      ,  Pv         ,  Pu      .  Plt      , 

.')  3  5  3 

Diese  Ungleichung  wird   verstärkt,    wenn  man  in  der  ersten  Summ^ 
überall  z  durch  1  ersetzt,  und  in  der  zweiten  die  Exponenten  2jsr  in  dem 
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Intervalle  zwischen  (1,  •  •  -p^)  ebenfalls  durch  die  niedrigeren  Exponenten 
Eins  ersetzt;  dann  heben  sich  aber  die  negativen  Glieder  fort.  Bringt 
man  also  den  Rest  der  zweiten  Summe  auf  die  rechte  Seite,  so  er- 
giebt  sich: 

(3)  2iP^i^~^~2i^^^^' 

da  aber  offenbar: 

^P     ^    ^gP    ^  _}gP_   ^  lg(P~^)'  ^  2  ^g(P""^) 
P^'-i      jp'-i      (P-I)*        (P-I)*  (P-i)*' 

ist,  so  ergiebt  sich  för  die  rechts '  stehende  Summp: 

i>Pfi  Pt>Pfi  P/*-^^  p 


Pi 

1  +  ^gP^ 


=  2- 


/*. 


P^ 


der  rechts  stehende  Ausdruck  ist  aber  schon  för  p^  =  41  kleiner  als 

-    und  dies  bleibt  bestehen,  wenn  p^  gröfser  als  41  angenommen  wird. 

Also   ergiebt   sich   in    der   That   aus  (3),    wenn    noch   die  obere 
Grenze  pp  durch  3^  ersetzt  wird: 

Pi<Pfi 

d.  h.  in  dem  Intervalle  {p^,,  •  •  •  3^)  mufe  mindestens  eine  neue  Prim- 
zahl pi  von  der  Form  4n  +  1  liegen,  da  ja  sonst  jene  Summe  Null 
wäre. 

Es  sei  zweitens 

<l&im  geht  die  Ungleichung  (2)  über  in: 


^  ^gP  _    {   \n      kPl  1        ^      IgJPl     \    ^      ^ 

^Pi-pr    \4^p.-i'^4^p,-'i)^ ^' 


8'*"*  5'*  8 


^^d   diese   Ungleichung  wird    noch    verstärkt,    wenn   die   zweite    von 
J^Jien  drei  Summen  fortgelassen  wird;  da  aufserdem 


'    <-^-<   ' 


^^  so  gilt  diese  Ungleichung  a  fortiori,  wenn  jpj  — p^'  durch  p^  —  1' 
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ersetzt  wird.     Da  sich  aber  dann   ^  J?-^i_   forthebt,  so  ergiebt  sich 
schlielslich:  »      ' 

d.  h.  in  dem  vorher  bestimmten  Intervalle  (p^,  •  •  •  3^)  befindet  sich 
auch  sicher  eine  Primzahl  p^  von  der  Form  An  -|-  3. 

Wir  fassen  das  Resultat  unserer  Untersuchungen  in  der  folgenden 
Kette  von  Gleichungen  zusanmien: 

Sei  Pfi  ^  41    eine    beliebige   Primzahl.     Bestimmen  wir  daim 
erstens  z  durch  die  Ungleichung 

(^-l)(2«-l)3'-'^ 1__, 


'i» 


•+«^Ä 


s   P 


wählen  wir  zweitens  o  sO;  dafs: 

Iga»  ^  Ö^T?  ~  (If  — 1)»t'      ^"~67' 

und  definieren  wir  endlich  A  durch  die  Gleichung: 

A  =  — ^^,    oder    3^C-i)  =  ai, 

(;f  —  1)  lg  8  ' 

80  ist  in  dem  Intervalle 

mindestens  je   eine  Primzahl   von   der  Form  4n  -j"  1  ^  ^^^ 
der  Form  4n  +  3  enthalten. 

Es  gilt  dann  nämlich  die  Ungleichung: 

lg 3^  ^      ^lg3    __  Ig^o) l_       ^ 

(£r— l)«.3^('-^>         (;5_l)«.a,  CO     '  (^  —  1)'  ' 

welche  nach  (5)  a.  S.  457  hinreichend  dafür  war,  dafs  zwischen  Pft  und 
3  eine  derartige  Primzahl  auftritt.  Wir  bemerken  endlich  noch,  dafe 
bei  dieser  Bestimmung  auch  A  >  6  ausfällt,  was  wir  oben  voraussetzten, 
wenn    nur    von    vom    herein    p^,    so    grofs    angenommen    wird,  dafe 

^^  -*_  7  >  Y  ^^^*  ^^^  wollen  diese  einfache  Rechnung  nicht  be- 
sonders  ausführen. 


Zweiunddreifsigste  Vorlesung. 

'  allgemeine  Satz  über  die  Primzahlen  in  einer  arithmetischen  Reihe.  —  Yer- 
Pachung  der  Aufgabe.  —  Aufstellang  der  Grundgleichung.  —  Abschätzung 
?r  Glieder.  —  Spezialisierung  der  Grundgleichung:  Die  dem  Hauptcharakter 
sprechende  Gleichung.  —  Die  den  übrigen  Charakteren  entsprechende  Glci- 
ing.  —  Beweis  des  Dirichletschen  Satzes.  —  Folgerung:  Die  Primzahlen  ver- 
teilen sich  nahezu  gleichmäfsig  auf  die  (p(rn)  Reihen  mx-^r. 

§1. 

Wir  gehen  jetzt  zum  Beweise  des  allgemeinen  Satzes  über,  dafs 
einer  beliebig  gegebenen  arithmetischen  Reihe 

^qJi -i- r  (Ä=o,i,2,    .) 

endlich  viele  Primzahlen  enthalten  sind.  Wir  vereinfachen  aber  die 
thfolgenden  Überlegungen  gleich  dadurch^  dafs  wir  an  Stelle  der 
Ferenz  m^  ein  geeignet  gewähltes  Multiplum  derselben  einführen, 
durch  ja,  wie  bereits  oben  S.  443  bemerkt  wurde,  die  Allgemein- 
tigkeit  des  Beweises  nicht  beeinträchtigt  wird.  Es  sei  nämlich  p^^t 
e  beliebige  Primzahl,  welche  nur  gröfser  sein  soll  als  alle  Prim- 
ier  von  Wq;  dann  wählen  wir  als  DiflFerenz  der  zu  untersuchenden 
thmetischen  Reihe  statt  m^  die  Zahl: 

m  =  (2  .  3  .  5  .  7  ...  p^y, 

A  ^  3  und  aufserdem  so  grofs  sein  soll,  dafs  m  ein  Multiplum  von 
ist.     Bei  dieser  Wahl  von  m  sind  die  auf  p^  folgenden  Primzahlen 

6  und  nur  diejenigen,  welche  nicht  in  m  enthalten  sind. 

Es  sei  nun  k  ein  vorläufig  ganz  beliebig  gegebener  ganz- 
üiger  Exponent,  und  es  bedeute  p^  die  eindeutig  bestimmte  Prim- 
Ü  der  Reihe  (2),  für  welche 

^)  P,<p',^,<P,^i 

•  Wir  wollen  uns  dann  die  Aufgabe  stellen,  zu  untersuchen,  wie 
ofs  k  gewählt  werden  mufs,  damit  unter  den  Primzahlen: 

Kronecker,  Zahleniheorie.  I.  80 
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des  Interyalles  (p ,,i,  •  -  -  p\,^)  sicher  eine  Primzahl  einer  bestimmten 
Form  h  m  -f-  ^i  enthalten  ist,  wenn  r,-  eine  beliebige  Einheit  modulo  m 
bedeutet.  Ist  diese  Aufgabe  gelöst,  so  ist  auch  der  allgemeine  Satz 
über  die  arithmetische  Reihe  in  seiner  präzisesten  Fassung  bewiesen. 
Denn  ist  irgend  eine  Reihe  (WqÄ  +  r)  gegeben  und  es  soll  von 
einer  beliebig  grofsen  Primzahl  |)^^-i  ab  ein  Intervall  abgegrenzt 
werden,  innerhalb  dessen  sicher  eine  neue  Primzahl  dieser  Reihe 
enthalten  ist,  so  bilden  wir  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Primzahl 
jt>^(  und  mg  die  neue  Differenz  m  in  (1)^  grenzen  für  sie  das  Inter- 
vall (p  .  j,  *  *  •  i^j.i)  ^}  ^^^  sind  dann  sicher,  dafs  in  eben  diesem 
Bereiche  auch  eine  neue  Primzahl  der  Form  (fWoÄ  +  0  enthalten  ist 


§2. 
Wir  betrachten  nun  die  i/  —  ft  Primzahlen: 

(1)  P/^  +  i;  iV+27  •••>  1^»' 

unseres  Intervalles  (p    ,  j,  •  •  •  i>^  .  j),  bilden  aus  ihnen  die  Zahlen: 

(1-)  i'tr  p::^:.' '  -  ■  p:  (..-.vi-.). 

welche  nur  die  Primtciler  jenes  Intervalles  und  jeden  in  niedrigerer 
als  der  A^"  Potenz  enthalten,  und  beweisen  dann  wörtlich  ebenso  wie 
in  dem  speziellen  Falle  m  =  4  die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung: 

in  ihr  bedeutet  Q  wieder  einen  der  q){)n)  Charaktere  Qc^i^o»  ^,  und  r, 
ist  gleich  Null  oder  Eins  zu  setzen,  je  nachdem  m  unter  den  Zahlen 
(1")   enthalten   ist,  oder  nicht.     In   der  That  zerfällt  ja  auch  hier  die 

Reihe   rechts   in   einen  Hauptteil  für  n<ip^.^,  in   welchem  alle  - - 

wirklich  auftreten,  und  in  einen  zweiten  für  |)^  ,  j<w<(p^  ,  ^  •••|)^y"\ 
in  welchem  jene  Glieder  nur  sporadisch  vorkommen,  während  jenseits 
der  letzten  Grenze  kein  einziges  Glied  mehr  vorhanden  ist. 

Andererseits  kann  aber  die  linke  Seite  von  (2)  wegen  der  Mul- 
tiplikationseigenschaft von  Q(w)  folgendermafsen  summiert  und  als  ein 
Produkt  von  (v  —  ft)  endlichen  Summen  dargestellt  werden: 
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Pv      X-1  ,  Pv    1  —  ^iHlJ 

LI  ^   j*^       11  ^     ß(p)  * 

►  ergiebt  sich  die  Fundamentalformel: 

^  TT       p     _yQW  .  N7^  QW 

p 

mn  rechts  zur  Abkürzung: 

setzt  wird. 

Wir  diflferenzieren  jetzt  die  so  gewonnene  Gleichung  logarithmisch 
ch  z,  und  erhalten: 

p,  p,  JrQWlgn   ^   ^^   QWlgn 

ler^  da  identisch: 

ß(p)  Ig^  ^  Q(l>)lgP    »      Q(p)'lgP 
p'-ß(l>)  P'  p'(i>*-ß(p)) 

fc;  80  ergiebt  sich  schlie&lich  die  wichtige  Oleichung: 

y»  ^(P)  igp  ^  y  Q(P^)  lgl>^  _  y»    Q(p')lgP 

^)  J.^(n)lgn    ^    J,^   ß(n)lgn 


+  ^ 


**  nTi  ** 


1       **  ^-1-1  ** 


eiche  das  Fundament  für  alle  unsere  weiteren  Untersuchungen  bildet. 

§3- 

Von  den  sechs  Summen,  weiche  auf  der  rechten  Seite  der  Funda- 
entalgleichung  (4)  des  letzten  Abschnittes  stehen,  brauchen  wir  nur 
B  beiden: 

)  V«^)     und      V«^!««, 


80' 


4G8  Zweiunddreirsigsie  Vorlesung. 

von    denen    die    zweite  die  logaritfamisclie  Ableitung  der  ersteren  ist^ 
eingehender  zu  betrachten;  die  vier  anderen  Reihen: 

T  T 

/ia\  "V      Ö(w)lgn  j         'V'      ß(*») 


^  nTi        •* 


und 

(1")  V?(A«?(4)     und      y-öf^VlEE- 

brauchen  wir  nur  in  Grenzen  einzuschliefsen.  Wir  beweisen  jetzt  ganz 
ähnlich^  wie  in  dem  speziellen  Falle  m  =  4^  dafs  die  beiden  ersten 
Reihen  (1*)  durch  Vergröfserung  des  Exponenten  X  ihrem  absoluten 

Betrage  nach  kleiner  als  — ,  die  beiden  in  (P)  aber  beliebig  klein  ge- 
macht werden  können.  Und  zwar  gilt  dies,  welcher  der  q>{fn)  Charak- 
tere Q^*)  auch  unter  Q  verstanden  wird,  und  unabhängig  davon,  wie 
klein  der  Wert  von  z  —  1  angenommen  wird,  falls  nur  überhaupt  jer>  1  ist 
Da  nämlich  der  absolute  Betrag  der  komplexen  Zahlen  Q(n)  stets 
gleich  Eins  oder  Null  ist,  so  sind  die  Beträge  der  beiden  Reihen  (1*) 
bezw.  kleiner  als: 

WO  die  Summation  wieder  auf  alle  und  nicht  blofs  auf  die  zu  w 
teilerfremden  Zahlen  zu  erstrecken  ist;  und  man  beweist  wörtlich  ebenso 
wie  a.  S.  Abi)  und  457,  dafs  diese  beiden  Reihen  bezw.  kleiner  sind  als: 

3r     und     2r, 

wenn  nur  das  Intervall  0>^  .  ,,  •  •  •  i>^,  ■  i  —  1)  genügend  vergröfsert 
wird,  wenn  nämlich  ^  =  i^  —  1  so  grofs  angenommen  wird,  dafs: 
(2)  "_A^_1__  <  , 

ist.  Ist  nämlich  X  dieser  Bedingung  entsprechend  gewählt,  so  liegen 
auch  hier  die  fünf  Quotienten: 

^     ^  {z-\)n'-^'      (z-\yn'-^'      (j_l)n*-i'       n'       n 

sämtlich  unterhalb  r,  sobald  nur  n>p^^.^>N  ist,  und  hieraus  kann 
der  Beweis  unserer  Behauptung  genau  ebenso,  wie  a.  a.  0.  erschlossen 
werden. 

Ebenso   ist  der  absolute  Betrag   der  beiden   anderen    Reihen  (l^t 
bezw.  kleiner  oder  gleich: 
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yjfj?l   und   y-J^ii-. 

Aber  von  der  ersten  dieser  beiden  positiven  Reihen  wurde  schon 
a.  S.  457  bewiesen,  dafs  sie  kleiner  ist  als  5 — -r  \    sie   lieirt   also 

sicher  unterhalb  — ,  sobald  nur  A  ^  6  angenommen  wird.  Um  das- 
selbe auch  für  die  zweite  Reihe  nachzuweisen^  brauchen  wir  nur  zu 
beachten^  dafs^  ähnlich  wie  a.  S.  463: 


p*(p'-i)      i>(p-i)      (i>-i)'       (p  — 1)" 

ist,  weil  hier  jedesmal  der  Zähler  vergröfsert  oder  der  Nenner  verkleinert 
wird.     Also  ist: 


Ist    aber  i>/<+i,   d.  h.    der  Anfang   des  zu  untersuchenden  Intervalles 
(p    ,  j,  •  •  •  1>^,  I  i)  aiich  nur  gleich  11,  so  ist  jene  Reihe  bereits  kleiner 

2  1  . 

als  — (1  +  2 lg 3)  <~  und  diese  obere  Grenze  wird   um  so   kleiner, 

je  gröfser  l>^+i  ist. 

Wir  bezeichnen  jetzt  und  im  Folgenden  stets  durch  6  eine  Zahl 

^on  der  Form 

6  =  de*  , 

Vfo  d  einen  positiven  echten  Bruch  und  e^*  irgend  eine  komplexe  Zahl 
l9edeutet,  deren  absoluter  Betrag  gleich  Eins  ist;  eine  solche  Zahl  6 
können  und  wollen  wir  einen  komplexen  echten  Bruch  nennen.  Dann 
ftlgt  aus  den  Resultaten  dieses  Paragraphen,  dafs  wir  die  Fundamental- 
f<)nnel  (4)  des  §  2  folgendermafsen  schreiben  können: 

J.a(n)lgn_^3^^ 
|'a\  ■  "^  0(P)  IgP  =  ??_  _  fL  4.     '  **' 

^/u+1  >  — —-r  ^^  ^ 

^nd  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  jeden  der  (p(ni)  Charaktere  Q.  Aus 
-•»«n  so  sich  ergebenden  <p(fn)  Gleichimgen  werden  wir  jetzt  das  ge- 
'^^chte  Resultat  über  die  arithmetische  Reihe  ableiten. 
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§4. 

Wir  untersuchen  die  Gleichung  (3)  zuerst  für  den  Fall,  dafe  Q  =  ff**- 
der  Hauptcharakter  ist;  dann  sind  alle  Q^^\n)  gleich  Null  oder  Eins, 
und  alle  vier  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten  Reihen  haben  kuter 
reelle  positive  Koefficienten,  sind  also  selbst  positiv ;  also  reduzieren  sich 
alle  komplexen  echten  Brüche  6  =  öcf-''  auf  (J  =  d,  d.  h.  in  diesem  Falle 
geht  die  Gleichung  (3)  über  in  die  einfachere: 

Pv 


m  2'f.^-.V*.-«+tr; 


A' 

•^"  +  3ar 

1 

n* 

It 

1 

j 

T 

r    * 

+  2^'t 

1 

n' 

pfi-\-i 


wo  die  Gröfsen  8  unbekannte  positive  echte  Brüche  sind,  und  wo  dur.h 
den  Accent  an  den  beiden  Summenzeichen  angedeutet  ist,  dals  nur 
über  diejenigen  Zahlen  n  zu  summieren  ist.,  welche  zu  m  relativ  prim 
sind,  welche  also  keine  einzige  unter  den  fi  ersten  Primzahlen  ent- 
halten. 

Um    die    angenäherte    Berechnung    der    rechten    Seite    einfacher 
durchführen   zu   können,   summieren    wir   im  Zähler  und  Nenner  bis 

(N  -{-  m\  so  dafs  wir  (pim)  Summanden    -      bezw.  —  zugefügt  haben, 

n  n 

für  welche  n>  N  ist,  so  dafs  die  Summe  jener  q){m)  Summanden 
imterhalb  q)(m)x  liegt.  Suchen  wir  nun  den  grölsten  und  den  kleinsten 
Wert  auf,  welchen  die  rechte  Seite  von  (1)  erhalten  kann,  so  erkennen 
wir,  dafs  die  linke  Seite  notwendig  zwischen  den  beiden  folgenden 
Grenzen  liegt: 

^'t';  lg  n   ,   .^  %^'lgn         ^    , 


iV+m    , 


1 


Um   nun   jene  Summen  zu  berecluien  beachten  wir,   dafs  die  in  ihnen 
auftretenden  Zahlen  n  in  die  (p{m}  arithmetischen  Reihen 


angeordnet  werden  können,  in  welchen  r-  die  modulo  m  inkongruenten 
zu  m  relativen  Primzahlen  durchläuft,  welche  kleiner  als  m  sind,  und 
h-  von  Null  bis  zu  der  ersten  Zahl  H-  geht,  für  welche  m i/- -[" '*i  ^  *^ 
ist.     Bei  dieser  Anordnung  ergiebt  sich  leicht  nach  S.  461: 
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WO  I,.  einen  Mittelwert  zwischen  r.  und  mfl^  +  r^  bedeutet;  und  da: 

/]g(mx+r.)         ^        r  lg(wa;  +  rp  1  -j^^.- 

ist,  und  der  Wert  des  Integrales  für  die  obere  Grenze  H^  wegen  (2*) 
a.  S.  468  unterhalb  2x  bleibt,  so  ergiebt  sich  ftlr  jene  Summe  der  an- 
genäherte Wert: 

(3)  (o«(f,.,,,,i) 

m{z—\)  ^  r]  m{z  —  l)^  rj    ^  ^     ^i 

(0<d,  e<l) 

lg|.       Igr.       Igr, 
da  £1'  <  -l-'  <  A-«  ist. 

«;     »•;     »•, 

Oenau  ebenso  findet  man  für  die  im  Nenner  stehende  Summe: 


S+m 


Hl  ^i 


2j    n'       2j   2j  (mh  +  rf       2j  \J   (mx  +  r)'  "^  vj 

(3")  =2'fc=^^+*4-^*-^) 

Setzt  man  also  die  Werte  jener  beiden  Reihen  (3)  und  (3*)  in  (2) 
ein,  so  ergiebt  sich  für  die  linke  Seite  von  (1)  die  folgende  Darstellung: 

1  1  1  Igr.       - 

f!'   1  m(z—\f^r\-^      m{z  —  l)^r]-^  - 

f*^^  m{z  —  l)'^  r!    ^ 

wo  C  und  Ci  von  z  unabhängige  Konstanten  bedeuten,  welche  aus  (3) 
und  (3*)  leicht  berechnet  werden  können.  Also  erhält  man  durch 
Division  die  Schlufsgleichung: 

(4)  y''¥  =  -^4-Ä<»'ao, 

^J    p  z  —  1 
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wo  d^^^  ein  von  s  abhängiger  positiver  echter  Bruch  und  a^  eine  end- 
liche von  z  unabhängige  Konstante  bedeutet,  auf  deren  Berechnung  es 
nicht  ankommt.  Hat  man  also  das  Intervall  (;>  •  ^  •  ■  •  i^  •  i)  ge- 
nügend grofs  angenommen,  so  kann  der  Wert  der  Iteihe  (4)  dadurch 
beliebig  grofs  gemacht  werden,  dafs  man  z  nahe  genug  an  Eins  wählt. 


§5. 

Wir  betrachten  die  Hauptgleichung  (3)  des  §  3  jetzt  zweitens  für 
den  Fall,  dafs  Q  nicht  der  Hauptcharakter  ist,  und  weisen  nach,  daia 
dann  die  beiden  rechts  stehenden  Reihen: 

N  N 

X^  ö(n)  lg  n  j       "^TTT  ß  (n) 

1  1 

für  jET  =  1  endlich  bleiben,  wie  grofs  auch  das  Intervall  (^>  .  p  •  *  i'i  . /l 
angenommen  werde. 

Wir  zeigen  dies  gleich  für  die  allgemeinere  Reihe: 

1 

wenn  ^{x)  irgend  eine  positive  Funktion  von  x  ist,  welche  mit 
wachsendem  Argumente  abnimmt  und  für  x  =^  oo  verschwindet. 

Wenden  wir  auf  diese  Reihe  die  Abelsehe  Umformung  au,  indem 
wir  in  der  Formel  (3)  a.  S.  320 

setzen,  so  geht  sie  über  in: 

1  1  1 

Nun  war  aber  nach  dem  a.  S.  447  unten  bewiesenen  Theoreme  die  Summe 
^Q(.s)   erstreckt   über   irgend  ein  vollständiges  Restsystem  modulo  in 

s 

stets  gleich  Null,  wenn  Q,  wie  dies  ja  hier  angenommen  wurde,  nicht 
der  Hauptcharakter  ist.  Teilen  wir  also  ein  beliebiges  InterviiU 
(1,  •  •  •  n)  in  die  Teile 

(l,  ...  m;    m  +1,  ...  2;/;;    •  •  .;    m[~]  +1,  ...  n) , 

von  denen  jeder,  mit  Ausnahme  des  letzten,  ein  vollständiges  R^st- 
system  modulo  m  bildet,  so  ist  nach  diesem  Satze: 


n 

m 
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n  n 

Also  kann  unsere  Summe  (2)  folgendermafsen  geschrieben  werden: 

(^(1)  —  ^(2))  Q(l)  4-  (^(2)  -  ^(3))  (Q(l)  +  Q(2)) 

+  (n,  (3)  -  n,  (4))  (Q  (1)  4-  Q  (2)  +  Q  (3))  + 
+  (tim  +  1)  —  il>(.m))  Qfm  +  1) 
+  (f(m  +  2)  —  tim  -f-  1))  (Ö(w  +  1)  +  Q{m  +  2))  +  •  ■ 

+ • 


•      •      • 


N 


wenn  m\  —  -|- 1  =  JT^  gesetzt  wird;  wenn  man  also  die  mit  Q  (1),  Q(2),  •  •  • 

multiplizierten   Glieder    zusammenfafst,    die   sich    aufhebenden   Tenne 
fortläfst^  und  endlich  beachtet^  dafs  allgemein: 

Q(0  =  Q(m  +  0  =  Q(2m  +  f )  =  . . . 
ist,  so  wird  unsere  Reihe  gleich: 


m 


2  Ö  W  (^(«)  —  ^(^  +  1)  +  ^(^^  +  s)  —  ^(2m  +  1)  H ) 

N 

+  ^(iv  +  i)2'ö(s) 

(3)  ™  ''' 

=  y*  Q(s)  ^{timh  +  s)  —  ^(t»A  4- »»  +  D) 

AT 

wo  in  der  inneren  Summe  die  Summation  auf  alle  Zahlen  h  zu  er- 
strecken ist,  für  welche  mh  +  ^^*  +  1  ^  ^  ist,  und  wo  für  5  nur  in 
Bezug  auf  die  (p(fn)  zu  m  teilerfremden  Zahlen  unterhalb  m  summiert 
zu  werden  braucht. 

Für  unsere  beiden  Reihen  (1)  ergiebt  sich  so: 


wo  zur  Abkürzung  für  jedes  s: 
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(5)  E  (s)  = ' 1 1 

gesetzt  ist^  und 

(oN  R '(s)  =  ^  ^«.^  +  ^-^^!^±^  -  ^^.^ÜLtA  +  . . . 

^    ^  '  ^  ^  s'      '     (m  + 1)-  (wi  +  sY     ' 

die  Ableitimg  der  ersten  alternierenden  Reihe  nach  ß  bedeutet.  Beide 
Male  sind  die  Summationen  so  weit  auszudehnen^  als  die  Zahlen  im 
Nenner  kleiner  als  N  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht,  dafs  der  absolute  Betrag  beider  Reihen 
endlich  ist.     In  der  That  folgt  aus  (4): 

.   ,  1  S 

Ferner  ist  in  den  alternierenden  Reihen  B^s)  und  B.\s)  jedes  folgende 
Glied  kleiner  als  das  vorhergehende,  also  ist  der  absolute  Betrag  einer 
jeden  solchen  Reihe  kleiner  als  der  ihres  Anfangsgliedes,  d.  h.  es  ist: 

»  ^lu —  1  in  —  1 

m  ^i«,wi<JJ<^i-.+2i<i+^i, 

denn  in  dem  Intervalle  zwischen  2  und  Pu^i  existiert  keine  einzige 
Zahl  Sy  welche  zu  //i  =  (2  •  3  •  •  j}^,)^  teilerfremd  wäre,  und  offenbar 
wird  also  die  Ungleichung  verstärkt,  wenn  man  rechts  über  alle  Zahlen 
zwischen  Pu^i  und  m  —  1  statt  nur  über  die  Einheiten  modulo  m 
summiert.     Ferner  ist: 

also  erhält  man,  wenn  nur  l  gi'ofs  genug  angenommen  wird: 

(,„3     i^^^  <  ^^(,,  _  1^  +  A  _  i^,,,^,^^  +    L  \  +  ./-„ 


<lg(m-  1)+  -^-    , 

i^.  +  i 


sobald  nur  p^i^i  >  5  ist,  denn  man  erkennt  leicht,  dafs  dann  der  zweik 

Teil    (1  —  lgP/<-f  1  + ).  bereits  negativ  ist.     Ganz   ebenso   zeigt 

man,  dafs: 
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7«— 1  »»—1 


^SP 


'/^  +  i 


<  I  (lg  (m  -  1))^  +  -/^-  <  (lg  my , 

weil  hier  das  Anfangsglied  wegen  lg  1  =  0  fortfällt.  Die  Richtigkeit 
der  letzten  Ungleichung  erkennt  man  leicht,  wenn  man  sie  verstärkt, 

indem  man   links   ^(}g{m — 1))^  durch  yGg^)*   ^^^   ^^~^  durch 

1  ersetzt,  denn  dani^  ergiebt  sich  l<YGgw)*'  Beachtet  man  end- 
lich noch,  dafs  die  Zusatzglieder  in  (6)  nach  (2*)  a.  S.  468  unterhalb 
9(m)r  liegen,  also  mit  wachsendem  k  unendlich  klein  werden,  so 
folgt  in  der  That,  dafs  jene  beiden  Reihen  unter  einer  bestimmten 
endlichen  Grenze  bleiben,  wie  weit  sie  auch  verlängert  werden  mögen, 
und  auch  dann,  wenn  z  =  l  wird.  Beide  Reihen  sind  also  für 
g  =  1  endlich  bei  beliebig  wachsendem  N.  Da  dieselben  femer  in 
dem  Intervalle  (1,  •  •  •  z)  differenzierbare  Funktionen  von  0  sind,  so  be- 
steht für  sie  die  Darstellung: 

(8) 

1 
wo  die  Konstanten 

(8-)         ßo-2^-^  -d  ßo-2—J-' 

1  1 

die  Werte  jener  Reihen  für  x?  =  1,  beide  endlich  sind,  und  wo  auch 
ßii^)}  ßii^)  i^  ^^^  ganzen  Intervalle  (1,  •••  jg)  ebenfalls  endlich 
bleiben.  Setzen  wir  also  diese  Werte  in  (3)  des  §  3  ein,  und  nehmen 
wir  an,  dafs  die  im  Nenner  stehende  Zahl  /S^  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  hat,  so  folgt  für  jeden  vom  Hauptcharakter  verschie- 
denen Charakter  0^*^: 

Pu  +1 

wo  a^  eine  positive  Zahl  und  6  =  ö  e  *  einen  von  js  unabhängigen 
komplexen  echten  Bruch  bedeutet.  Es  sei  a  eine  positive  Konstante, 
welche  gröfeer  ist  als  alle  diese  (p{m)  —  1  Zahlen  a^  und  die  in  (4) 
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des  §  4  auftretende  Konstante  «q.  Dann  können  und  wollen  wir 
in  allen  diesen  q>(m)  Gleichungen  die  (p(fn)  Zahlen  a^  durch  a 
ersetzen.  jf 

r 


Die  Gleichung  (9)  gilt  nur  dann,  wenn  die  Konstante  ß^  =  ^, 


im  Nenner  mit  wachsendem  N  gegen  einen  von  Null  verschiedenen 
Grenzwert  konvergiert.  Würde  nämlich  ß^  mit  wachsendem  N  un- 
endlich klein,  so  konvergierte  der  Nenner  in  (9)  gegen  (z — 1)A(^)> 
die  linke  Seite  hatte  also  den  Wert: 

d.  h.  auch  diese  Heihe  könnte,  ebenso  wie  die  dem  Hauptcharakter 
entsprechende,  für  £r  =  1  unendlich  grofs  werden.  Wir  werden  nach- 
weisen, und  dies  ist  ein  Hauptpunkt  unserer  ganzen  Untersuchung  dafs 
dieser  zweite  Fall  niemals  eintreten  kann,  d.  h.  dafs  für  jeden  von  J?^^ 
verschiedenen  Charakter  Q<*)  wirklich  die  Gleichung  (9)  besteht  Vor- 
läufig setzen  wir  diese  Thatsache  als  bewiesen  voraus,  um  den  Gang 
der  Untersuchung  nicht  aufzuhalten,  und  wir  wollen  jetzt  aus  ihr  den 
Beweis  des  Satzes  über  die  arithmetische  Reihe  herleiten. 


§  6- 

Unter  Benutzung  der  q)  (m)  aus  §  4  Nr.  (4)  und  aus  §  5  Nr.  (9) 
sich  ergebenden  Fundamentalgleichungen: 

^  ;/  z  —  \ 

>    . =  Ö^  ^«  (*  =  1,2,    •■V(»')-J 

beweisen  wir  jetzt,  dafs  die  Anzahl  aller  Primzahlen  von  der  Form 

unendlich  grofs  ist,  wenn  r  irgend  eine  der  ^{jri)  inkongruenten  Ein- 
heiten modulo  m  ist.     Zu   diesem  Zwecke  multiplizieren  wir  jede  «^^ 

9)(;w)  Gleichungen  (1)  mit  dem  zugehörigen  Charakter  Q(*m— |  der  x^ 

r  modulo  m  reciproken  Einheit  -    und  addieren  hierauf  alle  diese  Glei- 
chungen.    Dann  ergiebt  sich: 


§  6.    Beweis  des  Dirichletschen  Satzes.  477 

Pr  9  (m)  —  1  '  (p  (w)  —  1 


p/i+i 


A=0  A=«=0 


.  ja  Q<®)  (— j  =  1  ist.     Oder  da  die  Summe 

<5li  dem  Satze  a.  S.  448  nur  dann  von  Null  verschieden  und  zwar  gleich 
[m)  ist,  wenn  —  eeI  (mod  m),  also  2>  ^^  ^  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
)  die  einfachere  Oleichung: 

^^^      1?  £^  —  1 

Pr^Pfi  ^'* 

mn  |}^  auf  der  linken  Seite  die  Reihe  der  Primzahlen  von  der  Form 
ih  -{-  r)  in  dem  Intervalle  (l>    ,  j,  •  •  •  l>^  .  i)  durchläuft  und  wenn  ö^ 

eder  einen  komplexen  echten  Bruch  J^e^'^  bedeutet. 

Die  Gleichung  (3)  gilt  für  jeden  noch  so  nahe  an  Eins  liegenden 
ert  von  z,  und  u  und  ist  imabhängig  von  z.    Wählt  man  also  z  —  1 
klein^  dafs 

)  7=1:  >  «9^  W 

t,  und  bestimmt  dann  die  obere  Grenze  iV^des  Intervalles  (Pfi^i,  •  •  •  N) 
IS  der  Bedingung: 

enn  r  einen  genügend  kleinen  Bruch  bedeutet,  so  ist  sicher 

h.  in  dem  so  bestimmten  Intervalle  (p^,,  -  -  -  N)  befindet  sich  min- 
-stens  eine  neue  Primzahl  der  Form  mh  ^  r.  Damit  ist  der  Beweis 
^  Dirichletschen  Fundamentalsatzes  in  voller  arithmetischer  Strenge 
rbracht,  falls  man  als  erwiesen  annimmt,  dafs  für  keine  einzige  der 
(m)  —  1  Summen  ß^: 
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ist.  Wäre  dies  nämlicli  auch  nur  für  eine  einzige  von  jenen  Summen 
der  Fall,  so  würde  für  den  zugehörigen  Charakter  Q<*«>  die  betreffende 
Gleichung  (1)  die  in  (9*)  des  §  5  angegebene  Form  haben: 

yr ß^(l>)JgP  ^^^    -(*,) 
^  p*  z  —  l  ' 

und   es  könnten   sich  bei  der  nachfolgenden  Summation  die  mit  -^j 

multiplizierten  Glieder  einfach  fortheben,  wodurch  unsere  Beweis- 
methode unanwendbar  würde. 

Ehe   wir  aber  zu  diesem  fundamentalen  Beweis  schreiten,  ziehen 
wir  aus  der  Gleichung  (3),  welche  wir  jetzt  in  der  Form: 

(3-)       (--i)i'''f^=,u+(^-iK- 

schreiben,  eine  höchst  interessante  Folgerung.  Dieselbe  gilt  nämlich 
für  jedes  noch  so  grofse  iV^  und  für  einen  beliebig  nahe  an  Eins 
liegenden  Wert  von  z.  Gehen  wir  also  zuerst  zur  Grenze  N=(x 
und  dann  zur  Grenze  z  =  1  über,  und  nehmen,  was  auf  das 
Resultat  offenbar  keinen  Einflufs  hat,  als  Anfang  des  IntervaUes  die 
erste  Primzahl  2,  d.  h.  betrachten  wir  alle  überhaupt  existierenden 
Primzahlen  p^  von  der  Form  mh  -j-  ^y  so  geht  die  Gleichung  (3*)  über  in: 


(3M  iirn(z-\)X^'^=     '' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  nun  wenigstens  fast  voll 
ständig  den  sehr  viel  tiefer  liegenden  Satz  beweisen,  dafs  nicht  nur 
jede  der  q)0)i)  arithmetischen  Reihen  mit  der  Differenz  ;w: 

welche    überhaupt   Primzahlen   enthalten   kann,    deren    unendlich  viele 
l)esitzt,    sondeni    dafs   sich   alle  unendlich  vielen   Primzahlen  auf  jene 
(p{ni)  arithmetischen  Keilien  nahezu  gleichmäfsig  verteilen. 
Betrachten  wir  nämlich  die  Dirichletsche  Reihe: 

(5)  F(^=^^' 

1 

in   welcher  f(Jc)   dann   und  nur  dann   von  Null  verschieden  und  zwar 
gleich  Ig/v  ^^^;  wenn  l'  gleich  einer  Primzahl  i?^  von  der  Form  wA  +  '* 

ist,  so  geht  F{ß:)  in  die  soeben  betrachtete  Reihe    /^   '^   ''  über.  Nun 

1        Pr 
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ten  wir  aber  im  §  6  der  vienmdzwanzigten  Vorlesung  den  Satz  be- 
sen,  falls  die  arithmetische  Funktion  f(lc)  in  (4)  überhaupt  einen 
itelwert  hat,  so  konvergiert  die  zugehörige  Dirichletsche  Reihe  für 

>  1,    der    Grenzwert'    lim  (z  —  1)  /^  ~r7     existiert    und    ist   jenem 

;telwerte  gleich.     Hier  wissen   wir  umgekehrt  aus  (3^),  dafs  jener 

inzwert   für   unsere  Dirichletsche  Reihe   existiert,    und  gleich  —  — 

Könnten  wir  also  nachweisen,  dafs  die  Logarithmen  der  Prim- 
len  p^  einen  Mittelwert  haben,  so  wäre  damit  auch  sein  Wert  be- 
nmt,  denn  es  wäre  der  Nachweis  geführt,  dafs: 

,.       /-(!)  +  /'(2)  +  .  .  .  +  /^(n) 1  /  /(l'r)=l«Pr    \ 

^™  w  ~  gj(m)  V(*)=o  {k^Pr)) 

Diese  Existenz  eines  Mittelwertes  hat  man  bisher  noch  nicht 
beweisen  vermocht,  durch  weitgehende  Prüfungen  hat  sich  aber 
ler  Satz  als  richtig  bewährt.  Nehmen  wir  also  die  Existenz  eines 
M wertes  als  feststehend  an,  und  beachten  wir,  dafs  das,  was 
r  von  der  Differenz  w  =  (2  •  3  •  •  *  p]^^  bewiesen  ist,  auch  offenbar 
jeden  Teiler  von  m,  also  für  jede  beliebige  Differenz  gilt,  so  er- 
iten  wir  den  Satz: 

Die  Dichtigkeit  der  Primzahllogarithmen  in  jeder  der  arithme- 
tischen Reihen  mÄ  +  r,.  ist  gleich  und  zwar  ist  sie  gleich  — r— ^  • 

ählt  man  speziell  w  =  1 ,  also  für  p^  alle  Primzahlen  Py  so  wird 
jr  der  Mittelwert  einfach  gleich  Eins;  wir  erhalten  so  einen  neuen 
weis  des  schon  a.  S.  372  bewiesenen  Satzes,  dafs  für  grofse  Werte 
1  n  näherungsweise 


n 


'-2'^p-' 


n 
1 
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Beweis,  dafs  die  (qp  im)  —  1)  Reihen  / >~  von  Null  verschieden  sind.  —  Die 

den  ambigen  Charakteren  entsprechenden  Reihen.  —  Angabe  einer  unteren  Grenze 
für  ihren  Zahlwert.  —  Die  den  komplexen  Charakteren  entsprechenden  Reihen.  — 
Bestimmung  einer  unteren  Grenze  für  den  absoluten  Betrag  derselben.  —  Über 
die  Anwendung  der  Dirichletschen  Methoden  auf  höhere  Probleme  der  Arith- 
metik. —  Die  linearen,  die  quadratischen  und  die  allgemeinen  zerlegbaren  Formen. 

—  Die  Theorie  der  Einheiten. 

§  1. 

Ich  wende  mich  jetzt  zum  Beweise  des  Satzes,  dafs  alle  y(m)  — 1 
endlichen  Reihen: 

1 

für  ein  unbegrenzt  wachsendes  N  gegen  einen  von  Null  verschiedenen 
Grenzwert  konvergieren.  Dieser  Nachweis  hat  Dirichlet  die  aller- 
grÖfsten  Schwierigkeiten  bereitet,  ihm  aber  gerade  die  Gelegenheit  ge- 
geben, seine  analytischen  Methoden  so  auszubilden,  dafs  sie  zugleich 
eine  grofse  Anzahl  der  tiefstliegenden  Probleme  der  Arithmetik  zu 
lösen  geeignet  waren. 

Die  Untersuchung  ist  eine  ganz  verschiedene,  je  nachdem  Q^*^  ein 
ambiger  oder  ein  komplexer  Charakter  ist.  Im  ersten  Falle  sind  alle 
Zahlen  Q^^'Hn)  gleich  Null  oder  +  1,  jene  Reihen  sind  also  sämtlich 
reell.  Ist  Ind  n  =  (^,  Qqj  q^j  •  •  •),  so  handelt  es  sich  hier  um  den 
Grenzwert  der  Reihen: 


OD 


li^j^ 'y(±l)^'(±l)^:(±_l)'^':•• 


^  =  1  ^'  71 


wo   gewisse  unter   den  Basiszahlen  gleich  -j-  1,  gewisse  andere  gleich 
—  1   sind,  je  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Charakter  Q^*^ 

Gerade  die  Untersuchung  der  ambigen  Reihen  bot  Dirichlet  zuerst 
besondere  Schwierigkeiten,  die  zu  überwinden  ihm  nur  „durch  indirekte 


§  1.   Beweis^  dafs  die  Reihen  jJ^*^  nicht  verschwinden.  481 

und  ziemlich  kompKcierte  Betrachtungen  gelang''.  Erst  später  über- 
zeugte sich  Dirichlet  davon,  dafs  man  denselben  Zweck  auf  einem 
anderen  Wege  weit  kürzer  erreicht.  In  der  That  lassen  sich  die  ana- 
lytischen Methoden  Dirichlets  auf  andere  Probleme  anwenden,  zwischen 
denen  und  der  hier  behandelten  Aufgabe  man  zunächst  keinen  Zu- 
sammenhang vermuten  sollte.  Es  zeigt  sich  nun,  dafs  bei  einem  von 
jenen  Problemen  gerade  diese  Reihen  ebenfalls  auftreten,  und  zwar 
ergeben  sie  sich  da  direkt  als  gleich  einem  Produkte: 

desseif  erster  Faktor  eine  explicite  durch  einen  Logarithmus  und  eine 
Quadratwurzel  darstellbare  Zahl  und  dessen  zweiter  Faktor  eine  be- 
stimmte Anzahl  ist,  welche  ihrer  Bedeutung  nach  notwendig  eine 
positive  ganze  Zahl  sein  mufs.  Wir  werden  später  in  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen  diesen  Nachweis  ausführlich  geben;  für  jetzt 
verweisen  wir  auf  denselben  und  nehmen  jenes  Resultat  hier  als  be- 
wiesen an.  Aus  ihm  ergiebt  sich  ohne  weiteres  nicht  nur,  dafs  alle 
jene  ambigen  Reihen  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzen, 
sondern  auch  der  weitere,  dafs  dieser  Wert  oberhalb  der  a  priori  be- 
stimmbaren Zahl  ^  liegt,  weil  ja  jene  Anzahl  C  mindestens  gleich 
Eins  sein  mufs. 

Will  man  aber  den  Beweis  für  die  Existenz  unendlich  vieler  Prim- 
zahlen von  der  Form  mh  -{-  r  in  der  strengen  Weise  führen,  dafs  man 
für  jede  Stelle  Pfi^i  ein  Intervall  abzugrenzen  imstande  ist,  innerhalb 
dessen  sich  mindestens  eine  neue  Primzahl  dieser  Art  befindet,  so 
braucht  man  mit  Notwendigkeit  eine  solche  untere  Grenze  für  jene 
Reihen,  denn  von  der  Gröfse  von  ß^  hängt  ja  in  (1)  a.  S.  476  die 
Gröfse  von  a  in  der  Weise  ab,  dafs  sie  mit  abnehmendem  /3q  un- 
begrenzt wächst.  Da  aber,  wie  aus  (4)  und  (4*)  a.  S.  477  folgt,  mit 
wachsendem  a  auch  das  Intervall  (jp^,4.i,  •  •  •  iV)  gröfser.und  gröfser 
wird,  so  erkennt  man,  dafs  jener  Beweis  dann  und  nur  dann  erbracht 
ist,  wenn  man  für  den  absoluten  Betrag  von  ßQ  eine  untere  Grenze 
anzugeben  vermag.  Für  die  ambigen  Charaktere  erfüllt  der  Beweis  von 
Dirichlet  auch  diese  Forderung,  dagegen  reichen  seine  Methoden  nicht 
aus,  um  dasselbe  auch  für  die  Reihen  zu  leisten,  welche  den  kom- 
plexen Charakteren  entsprechen. 

Überhaupt  ist  das  hier  in  einem  speziellen  Falle  sich  darbietende 
Problem,  für  eine  von  Null  verschiedene  wohldefinierte  Zahlgröfse  eine 
Grrenze  zu  finden,^  w6er  der  sie  notwendig  liegen  mufs,  nicht  so  einfach, 
als  es  auf  den  ersten  Blick  erscheint,  vielmehr  kann  diese  Au%abe 
unter  Umstanden  eine  der  heikelsten  Fragen  sein,  die  die  Wissenschaft 

Kron«oker,  Zahlentheorie.  I.  81 
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kennt.  Von  der  Art  ist  z.  B. .  die  folgende  sich  häufig  darbietende 
Aufgabe:  Es  sei  eine  Determinante  mit  irrationalen  Elementen  a^j^  ge- 
geben ;  wir  wissen,  dafs  sie  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt 
Es  soll  eine  untere  Grenze  für  ihren  Wert  bestimmt  werden.  So  ein- 
fach die  Lösung  jener  Aufgabe  für  die  obere  Grenze  ist^  so  schwierig 
gestaltet  sie  sich  für  die  untere,  weil  man  nicht  weifs,  wie  genau  man 
jene  irrationalen  Gröfsen  berechnen  muTs,  um  sicher  zu  sein^  dals  die 
vernachlässigten  Teile  das  Produkt  nicht  mehr  störend  beeinflussen 
können. 

Ich  bemerke   dabei,    dafs  schon  Dirichlet   selbst,  welcher  in  der 
schon  öfter  erwähnten  Abhandlung  vom  27.  Juli  1837  die  Grundlage 
für  alle  Anwendungen  der  Analjsis  auf  die  Arithmetik  geschaffen  hat, 
diese  Schwierigkeit  klar  hervorhebt.     „Es  fehlt,''  sagt  er  dort,  „noch 
an    gehörigen    Prinzipien    zur    Feststellung    der    Bedingungen,    unter 
denen  transcendente  Verbindungen,  welche  unbestimmte  ganze  Zahlen 
enthalten,    verschwinden   können/'     Damit    spricht  aber  Dirichlet  nur 
mit  anderen  Worten  aus,  dafs  die  Art,  Gröfsen  allein  durch  unendhche 
Reihen  zu  definieren,  unzulänglich  ist,  da  sie  eben  im  allgemeinen  Dicht 
ausreicht,  um  von  einer  Gröfse  zu  unterscheiden,  ob  sie  gröl^r  ab 
eine  gegebene  Zahl   ist   oder  nicht.     Sind  aber  z.  B.  g  und  q   zwei 
Primzahlen,  und  bildet  man  die  beiden  speziellen  ambigen  Reihen: 

wenn  jedesmal  v  =  Ind  n  modulo  q,  v  =  Ind  n  modulo  q  ist,  so 
läfst  sich  eine  Unt-ersuchung,  welche  von  diesen  beiden  Reihen  gröfeer 
ist  als  die  andere,  ganiicht  anstellen,  ehe  man  die  Frage  nAch  einer 
unteren  Grenze  für  jede  von  ihnen  vorher  beantwortet  hat. 


§2. 
Um  nun  den  angekündigten  Beweis  auch  für  komplexe  Charaktere 
zu  führen,  gehe  ich  auf  die  Fundamentalgleichung  (3)  a.  S.  467  zuriick 
und  betrachte  hier  die  Funktion: 

(1)  iJit)(,) _i _  v«!^ 

pH 


fi'''(i>)\      ^ 


'''  '         Q^*V»^\        ^        «' 


7/0 

welche  dort  den  einen  Faktor  der  linken  Seite  bildet.  Bei  der  Summe 
rechts  ist  durch  den  Accent  angedeutet,  dafs  in  ihr  alle  und  nur  die 
Zahlen  n  auftreten,   welche   keine    anderen  Primfaktoren  enthalten  als 
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diejenigen  des  Intervalles  (j>f4-^iy  •  •  •  i^i).  Läfst  man  die  obere  Grenze 
des  Intervalles  gröfser  und  gröfser  werden,  und  dann  z  sich  der 
Qrenze  1  nähern^  so  ergiebt  sich  schliefslich: 


wir  brauchen  daher  nur  nachzuweisen,  dafs  diese  Funktionen  für  0=1 
gegen  eine  von  Null  verschiedene  Grenze  konvergieren. 

Aus   der   soeben  erwähnten  Gleichung  a.  S.  467    ergiebt  sich  für 
PJf)(;gr)  die  Gleichung: 

p 

und  mit  ihrer  Hülfe  werden  wir  zunächst  sehr  einfach  zeigen,  dafs 
alle  jene  q>(fn)  Funktionen  I^^\e)  ihrem  absoluten  Betrage  nach  unter- 
halb einer  angebbaren  Grenze  liegen.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Für  einen  genügend  grofsen  Wert  von  v,  d.  h.  von  N  ist  für 
jedes  z>l 

(3)        . 


P<;'(.)|<21gm(l+^),     ^ 
wenn  jy*^  nicht  der  Hauptcharakter  ist;  für  diesen  ist  dagegen: 


(3*) 


I^\^) 


< 


2(p{m) 


m 


z  —  \ 


Beide  Beweise  folgen  leicht  aus  den  Betrachtungen  des  §  4  der  vorigen 
Vorlesung.  Gehen  wir  nämlich  in  (2)  zunächst  zu  den  absoluten  Be- 
tragen über,  so  ergiebt  sich  leicht: 


w-  in*'(^)i^{|i'^^- 


+ 


T 

iV-f  1 


ß(*)(n) 


n 


p 


Ich  beweise  nun  die  Richtigkeit  der  Ungleichung  (3),  wenn  Q(*)  nicht 
der  Hauptcharakter  ist,  und  zeige  zuerst,  dafs  man  den  Wert  des 
letzten  Produktes  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  durch  Vergröfserung 

des  Intervalles  kleiner  als  1  -\ .^^   machen   kann.     Entwickeln   wir 

Aber  jenes  Produkt  in  eine  Reihe,  so  wird: 

pv 


(ä) 


n 

Pn+i 


1-^ 


JiM 


^e  Summe  erstreckt  auf  alle  Zahlen  n,  deren  Primfaktoren  nur  dem 


04  . 
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Intervalle  (p^+i,  -  -  -  N)  angehören,  und  da  in  dem  Intervalle 
(1,  ' ' '  Pf4-\.i  —  1)  keine  einzige  solche  Zahl  mit  Ausnahme  von  Eins 
vorkommt,  so  ist  jenes  Produkt  sicher  kleiner  als: 

wenn  die  Summation  jetzt  auf  alle  Zahlen  n  von  ^^4.1  an  ausgedehnt 
ist;  femer  ist  aber: 


OD 


(5) 


(p^+i  *«••") 


1-1   pj+l      PJ+. 


Da  aber  der  letzte  Ausdruck  in  (5)  mit  wachsendem  iL  unendlich  klein 
wird,  so  können  und  wollen  wir  zunächst  iL  so  grofs  annehmen,  dafs: 


(6) 


1  + 


V...+-r^-<l+     ' 


ist;  dann  ist  a  fortiori: 


9(1»)« 


(7) 


w.  z.  b.  w. 


n 


Pfi+i  1  - 


q(^)  Q,^) 


P 


<1  + 


(p{my 


Ich  beweise  zweitens,  dafs  man  bei  genügender  Vergröfserung  des 
Intervalles  (i>^  ,  ^  •  •  •  p\a.i)  ^^^  ersten  Faktor  auf  der  rechten  Seit^ 
von  (4)  kleiner  machen  kann  als  2  lg  wf.  In  der  That  war  nach  (7*» 
a.  S.  474: 


A^ 


2  »!->';<  Ig  (»-1)+;/-' 


Wählt  man  also  A  zweitens  so  grofs,  dafs: 


—^ —  < lg  — '*-   ,      also 

P^^i       9  im)       m—1 

ist,  so  ergiebt  sich: 


^^iu  +  l 


<  lg  m . 


hnlich  ergiebt  sich  für  den  zweiten  Teil: 
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ß(n) 


"/-  +  ! 


•) 


< 


w 


>+i 


»nn  man  drittens  iL  so  grofs  wählt;  dals: 


0 
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rd,  was  für  jeden  noch  so  kleinen  Wert  von  js  —  1  offenbar  zu  erreichen 
;.  Also  ergiebt  sich  aus  (7),  (7*),  (7^)  und  (4),  wie  behauptet 
irde: 

p<;)(.)|<2igm(i+-(y- 

Um    nun   das   entsprechende   Resultat   für   den   Fall   des   Haupt- 
larakters  abs^uleiten,  ersetze  ich  in  (1)    QW  durch  Q^^\     Dann  folgt: 


^        («,«0=1 


$nn  die  Summation  in  der  zweiten  Summe  auf  aUe  zu  m  teilerfiremden 
.hlen  n  erstreckt  wird.     Nun  ist  aber  genau  wie  in  (3*)  a.  S.  471: 


^    n'       ^   ^  (m^.4-ry 


n)=l 


r,.       Ä,=  0 


00 


2i  \J  (mx  +  ry  "*"  (mS  +  r.)V  ^  ^  \»(xr  -  l)rp»  "^  r'J 

achten  wir  nun,  dafs  die  letzte  Ungleichung  noch  verstärkt  wird, 
fim  wir  die  Exponenten  z  und  z  —  1  bezw.  durch  1  und  0  ersetzen, 

d  dafs  dann   ^^ -^—i  ^  vi'^^)  übergeht,  während: 

''/'+1  Po  4-1 


=  lg(m  _  1)  +  A  +     ^     _  lgp,+A  <  lg 


m 
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ist,  wie  man  ebenso  wie  in  (7*)  a.  S.  474  nachweist,  so  ergiebt  sich: 

Wir  haben  bis  jetzt  noch  z  ganz  beliebig,   nur  grofser  ab  Eins 
angenommen,  wir  wollen  nun  die  Diflferenz: 

wählen,  so  dais: 

®  2r  —  1       m 

wird;  dann  ergiebt  sich  aus  der  letzten  Gleichung  in  der  That: 

»^'^  m        z  —  1 

§3. 

Ich  zeige  jetzt,  wie  man  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen 
bestimmten  oberen  Grenzen  für  die  Produkte  |P^®^(jEr)|  und  |Pj*K^)i 
yerhältnismäfsig  leicht  eine  untere  Grenze  ftir  alle  Reihen: 

1 

finden  kaim,  vorausgesetzt,  dafs  Q^^^  ein .  komplexer  Charakter  ist,  also 
nicht  zu  den  ambigen  gehört. 

Zu  diesem  Zwecke  bilde  ich  das  Produkt  aller  9)(w)  Fimktionen 
Pj*^(r),  welche  den  verschiedenen  Charakteren  Q^*)  entsprechen.  Dann 
ist  nach  dem  a.  S.  451  bewiesenen  Satze: 


77^»-77-r'„*:.-J7 


iX.n{.-^^  '-■('-,-) 


V  ('") ' 
d 


und  dieses  endliche  Produkt  ist,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  sicher 
gröfser  als  Eins.  Geht  man  also  links  zu  den  absoluten  Beträgen  über, 
so  ergiebt  sich  zunächst: 

(1)  n"i^*''(^)i>i- 

Es  sei  nun  Q^*^  der  zu  imtersuchende  komplexe  Charakter;  dann  ist 
Q^~^^  der  konjugierte  Charakter,  uud  die  beiden  zugehörigen  kon- 
jugierten Funktionen  J^/^(^)  und  I^~^^{z)  besitzen  denselben  absoluten 
Betrag,  also  ergiebt  sich  aus  (2)  des  §  2: 
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^\^)\\P'r%)    =|-Pf'W 


;8 


(2) 


N         -  T  %  /     Pv 

1     *»'      ^1  "   *** 


8 


< 


Q<*>(n)    .    "V      ö'*k«) 


wenn    man  die  Ungleichung  (7)  des  §  2  berücksichtigt.      Ebenso  ist 
für  den  Hauptcharakter  nach  (3»)  des  vorigen  Paragraphen 

(2.)  p(%)   <_%.^^«, 

und  für  die  (^(m)  —  3)  noch  übrigen  Charaktere  wegen  (3)  desselben 
Abschnittes 


(2-) 


P<»|<21g«»(l  +  ,^) 


Setzt  man  also  die  oberen  Grenzen  (2),  (2*)  und  (2^)  für  die  Faktoren 
I  -PJ*^(^)  I  in  (1)  ein,  so  wird  diese  Ungleichung  noch  verstärkt,  und  es 
folgt: 


1< 


^^  Q^*^(n)    ,    ^  ^    ß(*)(n) 


^'?^^.(2ig,„r>-'(i+;^) 


1      \^{m)-\ 


m{z 


oder  da  ^^^  <  1,  und 


m 


(i+^r=i+^^+ 


(y-l)(y-2)  J_ 

29)«  ^         ^  ^  ^  9 


1 

9> 


r<2 


l\<p-i 


ist,  so  ergiebt  sich  endlich,  wenn  man  ^^  durch  Eins,  (1  -| — ^ 

durch  2  ersetzt,  eine  Ungleichung,  welche  folgendermafsen  geschrieben 
werden  kann: 


(3) 


(«-l)(lgi«)' 


N  T  2 


1  '"  JV+ 1 

Nun  war  nach  (6)  a.  S.  474 


n 


> 


(2  Igm)«" 


(m)-l 


JV 


(3-) 


2"^'  <2b.«  +  5Ö4, 


and  durch  Anwendimg  des  Mittelwertsatzes  auf  die  rechte  Seite  ergiebt 
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sich  weiter  für  ein  genügend  grofses  A: 

bei  Beachtung  der  Gleichungen  (7*)  a.  S.  485,  sowie  von  (7*)  und  (7^) 
a.  S.  474  und  475.     Ebenso  folgt  aus  (7^)  a.  S.  485: 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung: 

SO  ist  ^  eine  von  z  abhangige  positive  Gröfse,  welche  für  ein  ge- 
gebenes z>l  mit  wachsendem  A  abnimmt,  und  durch  Vergröfserung  vnn 
A  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Also  kann  man  jetzt  die  in 
(3)  stehende  Summe  folgendermafsen  darstellen: 

iV       -  T  - 

wo  S  und  d'  unbekannte  positive  echte  Brüche  bedeuten,  von  denen  i 
von  z  und  von  N  nicht  abhängt  und  ^  eine  positive  Gröfse  ist,  die  durch 
Vergröfserung  des  Intervalles  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Läfst 
man  in  dieser  Gleichung  zuerst  N  unendlich  grofs  werden  und  dann  z 
näher  und  näher  an  Eins  heranrücken,  so  ergiebt  sich  zuletzt: 


V«^)=A?'=^ig-^'S 


^       n 
1 

d.  h.  die  Gröfse  ß^  besitzt  dann  und  nur  dann  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert,  wenn  dasselbe  für  d  der  Fall  ist.  Wir  wollen  also 
jetzt  unter  Benutzung  der  Ungleichung  (3)  für  d  eine  untere  Grenze 
suchen. 

Aus  (4)  folgt  durch  den  Übergang  zu  den  absoluten  Beträgen: 

'        1  "  .V+l  ^ 

Substituieren  wir  diesen  Wert  in  (J))j  ziehen  die  Wurzel  auf  beiden 
Seiten  aus,  und  dividieren  dann  mit  j/x^ — 1  Igm  durch,  so  ergiebt 
sich  für  d  die  Ungleichung: 

(.'>)  ; -^—  >  (2  lg  »/)•'  "  "'"  —  Yz  -  1  {d'  +  *)  lg  '«  • 

Y  ^  —  1 
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Wählen   wir  also   das  Intervall   (i?    •  ^   •  '  *  /^<j.i)  ^ur  so  grofs^    dafs 
auch  d'  ebenso  wie  d'  unter  Eins  liegt,  so  ist  sicher: 

— =>(lgm)^  (2^         —2(lgmy  V^  — Ij. 

Das  zweite  Glied  rechts  können  wir  jetzt  durch  Verkleinerung  von  z 
beliebig  klein  machen;  wählen  wir  z  so  nahe  an  Eins,  dafs: 

;?  — l<(21gw)-^^"^'^ 

ist,  so  wird  dasselbe  kleiner  als  das  erste  Glied  2^         ,  also  liegt  dann 
,  mithin  auch  d  selbst  oberhalb  einer  endlichen  positiven  Zahl, 


d.  h.  die  Reihe 


00 


^      n 

1 


liegt,  falls  Q^*5  ein  beliebiger  komplexer  Charakter  ist,  absolut  genommen 
stets  oberhalb  einer  angebbaren  positiven  Grenze,  w.  z.  b.  w. 

Ich  bemerke,  dafs  diese  Beweismethode  nicht  auf  den  Fall  an- 
wendbar ist,  dafs  Q(*)  ein  ambiger  Charakter  ist,  denn  in  diesem  Falle 
existiert  zu  P^*)(^)  keine  konjugierte  Reihe,  und  an  die  Stelle  der  Un- 
gleichung (3)  tritt  eine  andere  von  genau  derselben  Art,  in  welcher 
aber  links  nicht  das  Quadrat,  sondern  nur  die  erste  Potenz  von 

steht.  Ersetzt  man  aber  diesen  Betrag  durch  seine  in  (4^)  bestimmte 
obere  Grenze,  so  ergiebt  sich: 

^  +  ((J'+^)lgm>£, 

WO  £  wieder  eine  sehr  kleine  aber  positive  Gröfse  bedeutet.  Bei  Ver- 
grölserung  des  Intervalles  und  beim  Übergange  zu  j8f  =  1  wird  aber  nur 
d"  unendlich  klein,  während  dies  für  d'  keines weges  der  Fall  zu  sein 
braucht;  es  könnte  somit  sehr  gut  d  =  0  sein,  wenn  nur  d'  gegen 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  konvergiert. 


§4. 

Zum  Abschlufs  dieser  Untersuchungen  wollen  wir  wirklich  eine 
untere  Grenze  für  den  absoluten  Betrag  aller  jener  Reihen  angeben. 
Wir  beweisen  nämlich  den  Satz: 
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Der  absolute  Betrag  aller  Reihen: 

welche    irgend    einem    komplexen    Charakter    entsprechen,   ist 
sicher  gröfser  als: 


Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  zunächst^  dafs  die  sämtlichen 
Bedingungen  (6),  (6*),  (6^),  (6^)  des  §  2,  denen  z  und  die  Gröfse  des 
Intervalles  (p   i  ^  •••  J^ jl.^  genügen  muTst^n,  erfüllt  sind,  wenn  wir 

(^>  "-  1  =  ('?)*•  (2  lg  l)i+. 

annehmen^  und  dann  A  der  Bedingung 

gemäfs  annehmen.     Da  aber  offenbar 

L l--^>  * 


ist;  so  folgt  aus  der  Bedingung  (1*)  die  einfachere: 

Nun    waren    die   oben   erwähnten  vier  Bedingungen   für   e  und  k  die 
folgenden : 


i^j>i+\      i>',+,      qp  («')'' 


(2«)  -/-<-;„;  -lg    '" 


(2") 


Pu  +  i        <P(»»)  m  — l' 


1 


^     '^  w  lg  m 

Von    ihnen    ist    die    Bedingimg    (2*^)    offenbar  durch   (1)   erfüllt,  denn 
aus  beiden  folgt  die  Ungleichung: 

?|^<2'+''(lgmf, 

welche  richtig  ist,   da  die  linke   Seite  ein   echter,   die   rechte  ein  uu- 
echter  Bruch  ist.     Ferner  ist  in  (2) 
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5il  A  ^  3,  ^^+1  >  2  ist.     Nun  folgt  aus  (P)  und  aus  (1): 

im  folgt  weiter  aus  (1): 

V  lg  w/  \m  '  2^+^  (lg  m)V       w  lg  m ' 

jo  ist  der  Exponent     __    > ^  •     Verkleinert  man  also  den  Ex- 

nenten     _      des    echten  Bruches    in   (3*),    indem   man   ihn    durch 
— —  ersetzt,  so  wird  die  rechte  Seite  vergröfsert,  also  ist  a  fortiori: 

_j_< ^ < i 

/'  +  !        2   V  (Igw)*'»^«'» 

id  da  endlich  21gm  =  lgm*>e  ist,  so  ergiebt  sich: 

")  _i_  <  __L_  =  _L  <  _!_  <  _L_ 

Pfi  +  l  ^  ^  {<P(^))  9W 

id   in   Verbindung   mit   (3)   ergiebt   sich   das  Bestehen  der  Unglei- 
iung  (2). 

Sehr  einfach  beweisen  wir  die  Richtigkeit  der  Formel  (2^).     Die 

jiden  Summanden  links  sind  nämlich  echte  Brüche  <  ^ ;  dies  ist  für 

n  zweiten  selbstverständlich,   für  den  ersten  folgt  es  mit  Hülfe  von 
^)  aus  der  Ungleichung: 

- 1)  p]}!ri'^  ^{z-  i)i>)f+i"<-"  ^  ^^  ~  ^^  ^  *")*  <  2^+*  (lg  <"-'  ^  "^  ■ 

a  aber  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (2^)  sicher  grölser  als  Eins 
b,  so  ist  ihre  Richtigkeit  vollständig  bewiesen. 

Endlich  folgt  das  Bestehen  der  Ungleichung  (2*)  fast  direkt  aus 
^),  denn  es  ist  einmal  für  ihre  linke  Seite: 

dererseits  ist  aber  für  die  rechte  Seite: 

1     I        m  1  ,    w  +  1 


tp{m) 


ig_^  >  1  ig^HLl  >  JL  (1 L\ 

^  in  —  1  ^   m    ^      m  m  \m        2wV 
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und  da  offenbar:  , 

ist,  80  folgt  hieran^  die  Richtigkeit  von  (2*). 

Wir  können  also  die  aus  (1)  und  (1*)  sich  ergebenden  Werte 
von  z  und  l  in  die  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraphen  substituieren. 
In  dieser  Relation: 

S+{z-l)  (<J'  +  »)  Igm  > ^-^,V7^^ 

(2lgm)  * 
war  d'  <  1   und  die  Gröfse  0'  war  durch  die  Gleichung  (3*)  a.  S.  488 

e  —  1  p/4.1  p^^l 

definiert  Substituiert  man  aber  hier  die  Werte  von  z  —  1  und  il,  so 
erkennt  man  leicht,  dafs  auch  -Ö*  <  1  wird.  In  der  That  folgt  ja  aus 
der  Ungleichung  (!■): 

Ersetzt  man  also  oben  d'+  "^  durch  2,  und  {ss —  1)  durch 

/y(m)y         1 

\  m  )  (2lgm)V+i' 
so  ergiebt  sich  für  S 

i  +  2.  (?f  )*.  (2  lg»0-'^+"lg'H  >  f  ^  (2  lgm)-^ 
also 

und  da  für  das  hier  gewählte   ;>^  =  (2  •  3  •  •  •  7>^,)   offenbar  die  Unglei- 
chungen 

— '  ^  >      ,      1  —  ^^'  >  V ;     (p(m)  <  m  —  1,     Igm  <  m 

bestehen,  so  ergiebt  sich  endlich: 

m      2      C2my"~^         (2^)"*' 
w.  z.  b.  w. 

§-^- 

Wir  haben  so  die  Aufgabe  völlig  gelöst,  für  jede  arithmetische 
Reihe  (m^^x  -\-  r)  und  für  jede  noch  so  grofse  Zahl  ^  ein  endliches 
Intervall  (fi,  •••  v)  so  abzugrenzen,  dafs  in  demselben  sicher  ein^ 
dieser  Reihe  angehörige  Primzahl  enthalten  ist. 
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Die  fundamentale  Dirichletsche  Arbeit,  welche  die  Grundlage  für 
unsere  Untersuchungen  bildete,  führt  aber  in  Wahrheit  sehr  viel  weiter 
in  die  tiefsten  Probleme  der  Arithmetik,  als  dies  zunächst  den  An- 
schein hat.  Dies  hat  Dirichlet  selbst  schon  klar  erkannt  und  in  der 
Vorrede  zu  seiner  Abhandlung:  „Sur  Tusage  des  series  infinies  dans  la 
theorie  des  nombres"*)  hervorgehoben. 

Betrachten  wir  zunächst  irgend  eine  homogene  primitive  ganz- 
zahlige Linearform: 

in  welcher  also  das  aus  den  Koefficienten  gebildete  Modulsystem 
(i»i,  füg,  •  •  •  m^)  f^  1  ist,  und  legen  wir  dann  x^y  x^,  -  -  -  Xf^  alle  mög- 
lichen ganzzahligen  Werte  bei,  so  stellt  sie  alle  ganzen  Zahlen  der 
Reihe  1,  2,  3,  •  •  •,  also  wegen  des  Euklidischen  Fundamen talsatzes  un- 
endlich viele  Primzahlen  dar.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  kann 
jener  Satz  von  der  Existenz .  unendlich  vieler  Primzahlen  in  der  folgen- 
den Form  ausgesprochen  werden: 

Jede  homogene  primitive  Form  mit  ganzzahligen  Koefficienten 
stellt  unendlich  viele  Primzahlen  dar. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  nicht  homogene  primitive  Form: 

so  ist  dieselbe  nach  den  a.  S.  240  und  241  bewiesenen  Sätzen  äqui- 
valent der  primitiven  Form: 

(1')  mX  +  r,  ((m,r).l) 

wenn  m  ~  (m,,  m^,  •  •  •  m^),  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  der  Koef- 
ficienten m^  ist,  d.  h.  die  eine  kann  in  die  andere  durch  eine  ganz- 
zahlige  lineare  Transformation  übergeführt  werden;  die  Gesamtheit  der 
durch  beide  Formen  darstellbaren  Zahlen  ist  also  identisch,  und  der 
soeben  für  die  arithmetische  Reihe  bewiesene  Satz  kann  somit  auch 
folgendermafsen  allgemeiner  ausgesprochen  werden: 

Jede  nicht  homogene  primitive  ganzzahlige  Form  stellt  unend- 
lich viele  Primzahlen  dar. 

Der  so  ausgesprochene  Satz  giebt  uns  die  tiefste  Einsicht  in  die  Theorie 
der  linearen  Formen. 

Es  liegt  nun  nahe,  die  hier  gefundenen  allgemeinen  Resultate  auch 
auf  Formen  höheren  Grades  auszudehnen.     Wir  werden  im  Folgenden 


*)  Grelle,  Journal  fcb:  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  18  S.  259 
big  874.    Gesammelte  Werke  Bd.  1  S.  867— S7i. 
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speziell  die  einfachste  Theorie  der  homogenen  quadratischen  Formen 
mit  zwei  Variablen  eingehend  betrachten,  und  werden  mit  ganz  den- 
selben Mitteln  zeigen,  dafs  jede  primitive  Form 

(p(x,  y)  =  ax^  +  Ixy  +  cy^  ((«,ft,e).i) 

ebenfalls  unendlich  viele  Primzahlen  darstellt,  wenn  man  x  und  y  alle 
möglichen  ganzzahligen  Werte  beilegt.  Ja  man  kann  weiter  gehen 
und  zeigen,  dafs  man  die  Dirichletschen  Methoden  benutzen  kann, 
um  fast  die  ganze  Theorie  dieser  Formen  mit  einem  Schlage  zu  ent- 
wickeln. Von  diesen  Anwendungen  handelt  Dirichlet  ausführlich  in 
seiner  berühmten  Abhandlung:  „Recherches  sur  diverses  applications 
de  Fanalyse  infinitesimale  ä  la  theorie  des  nombres"*). 

Jedoch  bilden  die  binären  quadratischen  Formen  nur  einen  ersten 
Schritt  für  eine  grofse  und  wichtige  Verallgemeinerung  des  Dirichlet- 
schen Satzes. 

Es  sei  nämlich: 

Fip)  =  O'»  4"  i>iö"""^  +  i>2^*~*  H +  -Pn  =  ö 

eine  Gleichung  von  beliebigem  Grade  mit  ganzzahligen  Koefficienten 
Vij  Ihy  '  '  '  Pn9  ^^®  keinen  rationalen  Faktor  hat,  und  deren  n  reelle 
oder  komplexe  Wurzeln  mit  a,  ßy  -  •  -  q  bezeichnet  werden  solleD. 
Bildet  man  nun  mit  den  n  unbestimmten  Gröfsen  x,  y,  z,  -  •-  u  ü^ 
n  „konjugierten  linearen  homogenen  Formen": 

<p{a)  =  x-^ay-\-aj!-\-----]-  u       u 

m 

^(q)  =  ^  +  QV  +  Q^^'\ h  (>""^?<, 

so  wird  das  Produkt 

(2)  0{.v,  Vy  z,  '"  li)  =  q>{a)  (p{ß)  .  .  .  (p(q) 

eine  homogene  Funktion  w**""  Grades  von  x,  y,  Zj  -  -  -  Uy  deren  Koef- 
ficienten als  symmetrische  Funktionen  der  n  Wurzeln  (a,  ß,  -  •  •  q)  '^^ 
kanntlich  reelle  ganze  Zalilen  sind,  welche  ofi'enbar  keinen  gemeinsamen 
Teiler  haben,  da  der  Koefficient  von  x-"  gleich  Eins  ist.  Man  zeigt 
femer  leicht,  dafs  0(Xy  y,  •  •  •  u)  ebenfalls  nicht  in  ganzzahlige  Fak- 
toren niederen  Grades  zerfallen  kann. 

Giebt  man  nun  den  Unbestimmten  (Xy  t^,  •  •  •  n)  alle  mögliclien 
ganzzahligen  Werte,  so  erhält  man  wieder  einen  Bereich  von  unendlich 

*)  Grelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  19  S.  3*24 
bis  369,  Bd.  21  S.  1-12  und  S.  131—155.     Gesammelte  Werke  Bd.  1  S.  411-496. 
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elen  durch  O  darstellbaren  ganzen  Zahlen  ^  und  unter  Anwendung 
»rselben  Dirichletschen  Methoden  kann  man  jetzt  den  Fundamental- 
ktz  beweisen,  dafs  durch  jede  solche  homogene  Form  ebenfalls  unend- 
ch  viele  Primzahlen  dargestellt  werden.  Es  hat  zuerst  sogar  den  An- 
ihein^  als  ob  man  für  diese  tiefste  Frage  gar  keine  gröfsere  Mühe 
ifzuwenden  hätte,  als  für  den  speziellen  Fall  der  quadratischen  Formen; 
>ch  bedarf  dieser  Beweis  in  der  That  viel  gröfserer  Vorbereitimgen, 
)  dafs  wir  uns  später  auf  die  quadratischen  Formen  beschränken 
erden.  Jedoch  gißbt  gerade  dieses  allgemeine  Problem  eben  wegen 
)iner  Schwierigkeit  zu  höchst  interessanten  Fragen  Veranlassung, 
amentlich  bei  der  auch  hier  notwendigen  Bestimmung  der  unteren 
renze  für  die  in  diesem  Falle  auftretenden  Reihen  spielen  immer  die 
linheitswurzeln  eine  wichtige  Rolle. 

Die  vorher  betrachteten  quadratischen  Formen  können  als  ganz 
pezieller  Fall  dieser  allgemeinen  sog.  zerlegbaren  Formen  O  (rc,  y,  •  •  •  u) 
ofgefafst  werden,  denn  aus  der  Identität: 

4:a{ax'  +  bxy  +  cy')  =  (2ax  +  (6  +  Vl>)y)  (2aa;  +  (»  -  V^)y)y 

D  =  6«  _  4ac 

esetzt  ist,  folgt  ja,  dafs  jene  Form,  abgesehen  von  einem  Zahlenfaktor, 
i  ein  Produkt  von  zwei  Linearfaktoren 

2aa:  +  (fe+/D)y      und      2ax  +  {b—yD)y 

>rfallt,  deren  entsprechende  KoefGcienten  konjugierte  algebraische 
ahlen  sind,  und  für  solche  Formen  gilt  der  allgemeine  Satz  von 
irichlet  ebenfalls. 

Aber  jene  Prinzipien  reichen  noch  sehr  viel  weiter,  und  geben  zu 
öer  Fülle  von  naturgemäfsen  Problemen  Veranlassung.  Wir  sahen, 
^  sich  alle  Primzahlen  auf  die  <p(ni)  arithmetischen  Reihen 

mx  +  r^,    wrr  +  rj,    ••.    mx-{-r^{„,)  % 

erteilen,  und  zwar  so,  dafs  diese  gleiche  mittlere  Dichtigkeit  besitzen; 
''ir  können  uns  nun  die  allgemeineren  Probleme  stellen: 

1)  Es  sollen  alle  Zahlen  so  in  Klassen  geordnet  werden,  dafs  jede 
Klasse  unendlich  viele  Primzahlen  enthält. 

2)  Es  soll  diese  Einteilung  so  gemacht  werden,  dafs  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Primzahlen  in  allen  Klassen  dieselbe  ist. 

Endlich  erwähnen  wir  noch  die  weitere  Fundamentalfrage,  welche 
as  in  der  Folge  wenigstens  für  den  Fall  der  quadratischen  Formen 
)ch  eingehend  beschäftigen  wird:  Ist  O  (a:,  y,  •  •  •  z)  wieder  eine 
riegbare  Form,  so  besitzt  die  Gleichung: 
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(3)  *(^,  t/,  ...«)  =  1 

im  aUgemeinen  unendlich  viele  Lösungen  {x,  y,  ■  ■  ■  z),  und  man  be- 
weist,  dafs  sich  aus  zwei  solchen  Lösungen  immer  eine  dritte  durch 
ein  leicht  angebbares  Verfahren  herleiten  läfst.  Für  den  Fall  der 
quadratischen  Formen  wird  jene  Gleichung  speziell: 

wenn  D  irgend  eine  nicht  quadratische  ganze  Zahl  von  der  Fonn 
4n  oder  4n  +  1  bedeutet.  Unter  Benutzung  der  Dirichletschen  Me- 
thoden kann  man  zeigen,  dafs  diese  Gleichung  für  ein  positives  D 
notwendig  unendlich  viele  Lösungen  hat,  welche  sich  aus  einer  einzigen 
Fundamentallösung  leicht  ableiten  lassen,  während  sie  für  ein  negativa 
D  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen  besitzen  kann. 
Dieses  ResultAt  läfst  sich  für  die  Lösungen  der  allgemeinen  Gleichung 
(3)  verallgemeinem  und  bildet  dann  die  Grundlage  für  die  Theorie 
der  sog.  al^ebraiscJien  Eirüieiten. 

Zum    Schlüsse    mag    noch    folgende   historische   Bemerkung  hier 
Platz  finden.    Als  Dirichlet  seine  Beweismethoden  Gauss  mitteilte,  war 
dieser  bereits  selbst  im  Besitze  der  Dirichletschen  Resultate;  nur  eine 
einzige   Schwierigkeit  vermochte  er   nicht  zu  überwinden.     Daher  ist 
die    betreffende  Abhandlung   bei    seinen  Lebzeiten  nicht  veröffentlicht 
worden,    obwohl   Gauss j    wie  aus  seinem  Nachlasse   hervorgeht,  zwei 
Male  angefangen  hat,  dieselbe  druckfertig  zu  machen;  beide  Male  bricht 
aber  das  Manuskript   im  Wesentlichen   an   derselben  Stelle  ab.     Diesi? 
Schwierigkeit    kann    man    verhältnismäfsig   einfach    überwinden,   wenn 
man  die  Dirichletsche  Arbeit  kennt;   sie   rührt  nur  daher,   dafs  Gmk^'^ 
nicht   wie  Dirichlet  die  Untersuchung  der  arithmetischen  Reihe  an  die 
Spitze  seiner  Betrachtungen  gestellt  hat. 


-«•» 
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Jlinleituiig. 

Erste  Yorlesang. 

§  2.  S.  4,  Z.  6  V.  u. 

Für  die  Herleitung  dieser  Formel  vgl.  z.  B.  M.  A.  Stern,  Lehrbuch  der 
algebraischen  Analjsis  (Leipzig  1860).  Note  14,  S.  461  flgde.,  spezieU  S.  480,  Nr.  28. 

§  3.  S.  10,  Z.  9  flgde.  v.  o. 

Ein  Intervall  von  nahe  gleicher  Gröfsenordnung  liefert  der  folgende  Beweis 
von  E.  E.  Kummer  (Berliner  Berichte  1878,  S.  771):  Angenommen,  die  Anzahl 
aller  Primzahlen  wäre  endlich  und  p  die  letzte  unter  ihnen.    Ist  dann 

m  =  2  '  S  •  6  '  "  p 

das  Produkt  aller  Primzahlen,  so  besitzt  jede  Zahl  aufser  Eins  mit  m  notwendig 
einen  gemeinsamen  Teiler,  also  müfste  die  Anzahl 

g,(TO)  =  (2  —  1)  (3  -  1)  ...  (p  —  1) 

aller  inkongruenten  Einheiten  modulo  m  gleich  Eins  sein,  was  offenbar  nicht  der 
Fall  Ut;  also  muTs  oberhalb  p  und  zwar  zwischen  p  und  m  notwendig  noch  eine 
weitere  Primzahl  liegen.  Dieser  Beweis  rührt  eigentlich  schon  von  Euler  her. 
Vgl.  Comment.  arithmeticae  coUectae  T.  II  p.  518,  Nr.  136  flgde. 

§  3.  S.  11,  Z.  1  V.  0. 

A.  Piltz  hat  im  Anhange  seiner  Habilitationsschrift:  Über  die  Häufigkeit  der 
Primzahlen  in  arithmetischen  Progressionen  und  verwandte  Gesetze,  Jena  1884, 
bewiesen,  dafs  der  Induktionssatz,  auf  den  Legendre  seinen  Beweis  stützt,  falsch 
ist.    Schon  vor  ihm  ist  diese  Thatsache  von  C.  Moreau  festgestellt  worden. 

Zweite  Yorlesung. 

§  2.  S.  17,  Z.  16  V.  u.  flgde. 

Die  Vermutung,  dafs  Fermat  zur  Begründung  seiner  bisher  nicht  voUständig 
l)ewiesenen  Sätze  ganz  andere  auf  der  additiven  Zusammensetzung  der  Zahlen  be- 
ruhende Methoden  angewandt  habe,  hat  Eronecker  in  einem  Gespräche  mit  mir, 
aber  wohl  nicht  in  seinen  Vorlesungen  ausgesprochen. 

§  2.  S.  19,  Z.  18  V.  0. 

Der  Beweis  des  Satzes  über  die  Poljgonalzahlen,  welchen  Cauchj  am 
13.  November  1816  der  Pariser  Akademie  vorlegte,  ist  vollständig  ein  wandsfrei. 
Canchy  spricht  ihn  in  der  folgenden  präziseren  Fassung  aus: 

Kroneoker,  Zfthlentheorie.  I.  82 
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Jede  positive  ganze  Zahl  kann  als  Summe  von  m  -f  2  (m  -f  2)-Ecb- 
zahlen  dargestellt  werden,  von  welchen  aber  mindestens  tu  —  2  gleich 
Null  oder  Eins  angenommen  werden- können. 

Da  aber  jede  (m  -|-  2) -Eckszahl  in  der  Form 

m h  r  (r=o,i,2,    ) 

darstellbar  ist,  so  behauptet  der  Cauchysche  Satz,  dafs  jede  Zahl  n  in  der  Form: 
(1)    ~=J(('1  +  »i  +  '1  +  '1)-('-i  +  »-»  +  rj  +  r,))  +  (r,+  r,+  r,+  r,)+f 

darstellbar  ist,  wo  Tj,  r, ,  r,,  r^  nicht  negative  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  q 
eine  der  Zahlen  0,  1,  •  •  •  m—  2  ist.    Setzt  man  also: 

*  ==  ^  +  i  +  r J  +  r  J 

^  =  *'l  +  *'2  +  ^  +  *'4' 

SO  lautet  der  präziser  gefafste  Fermatsche  Satz  folgendermafsen : 
Jede  Zahl  n  kann  stets  in  der  Form: 

dargestellt  werden,  wenn  x  und  o  nicht  negative  Zahlen  bedeuten,  die 
ihrerseits  simultan  in  den  Formen  (1*)  darstellbar  sind. 

Dieser  Satz  kann  verhältnismäfsig  einfach  bewiesen  werden,  wenn  man  den 
Fermatschen  Satz  für  die  Dreieckszahlen  als  bewiesen  annimmt.  Für  die  Dorch- 
führung  dieses  Beweises  vgl.  die  ausgezeichnete  Darstellung  desselben  von 
P.  Bachmann,  „Die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen",  Teil  I  S.  154—162. 

Aus  diesem  Satze  hat  Legendre  (Theorie  des  nombres  3.  ed.  sixieme  partio) 
noch  eine  Anzahl  von  Folgerungen  gezogen,  durch  welche  der  allgemeine  Fermat- 
sche Satz  in  noch  einfacherer  Form  erscheint,  so  besteht  z.  B.  der  Satz: 

Jede  oberhalb  28  7m^  liegende  Zahl  kann  stets  durch  nur  vier  Polygonal- 
zahlen der  (m  +  2)**^"  Ordnung  dargestellt  werden,  falls  m  eine  beliebige 
ungerade  Zahl  ist. 

Ist  m  eine  gerade  Zahl,  so  folgt  aus  den  Legendreschen  Sätzen,  dafs  jede  ober- 
halb 7  m^  liegende  Zahl  höchstens  durch  fünf  Polygonalzahlen  (m  -\-  2)^''  Ordnung 
darstellbar  ist,  von  denen  mindestens  eine  gleich  Null  oder  Eins  angenommen 
werden  kann. 

§  7.  S.  34,  Z.  1—9  V.  0.  und  Z.  2  v.  u.  —  S.  35,  Z.  7  v.  o. 

Die  Anwendung  der  Kroneckerschen  Betrachtungen  auf  die  Bestimmung  der 
Pythagoreischen  Zahlen  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

Dritte  Vorlesung. 

§  1.  S.  41,  Z.  18  v.  u.  —  S.  42,  Z.  4  v.  o.  und  Z.  11  bis  Z.  1  v.  u. 

Die  Bemerkungen  über  die  Frage  der  Teilung  des  Kreises  mit  Zirkel  und 
Lineal  sind  Zusatz  des  Herausgebers.  Vgl.  aufserdem  C.  F.  Gauss,  Disquisitiones 
arithmeticae  §§  366,  366.  Gauss  führt  a.  a.  0.  nur  den  Beweis,  dafs  die  Teilung 
des    Kreises    in   p  gleiche   Teile    mit    Zirkel    und  Lineal   für   die  Primzahlen 
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p=  2^-{-l  möglich  ist,  fägt  aber  ausdrücklich  hinzu,  dafs  er  auch  in  aller 
Strenge  nachweisen  könne,  dafs  jene  Primzahlen  die  einzigen  sind,  für  welche 
eine  »olohe  Teilung  ausgeführt  werden  kann. 

Der  Beweis  dieser  weiteren  Thatsache  beruht  auf  dem  folgenden  Theorem 
über  diejenigen  auflösbaren  Gleichungen,  deren  Wurzeln  nur  Quadratwurzeln  ent- 
halten, also  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruiert  werden  können: 

Der  Grad  einer  irreduktiblen  Gleichung,  welche  durch  successive  Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  aufgelöst,  werden  kann,  mufs  notwendig 
eine  Potenz  von  zwei  sein. 

Dasselbe  folgt  aus  der  Galoischen  Theorie  als  spezieller  Fall,  und  ist  wohl  zuerst 
Ton  Petersen  hervorgehoben  worden.  (Vgl.  z.  B.  Petersen,  Theorie  der  algebrai- 
schen Gleichungen,  Kopenhagen  1878,  S.  159flgde.)  Obwohl  diese  Bedingung 
natürlich  nur  eine  notwendige  ist,  entscheidet  sie  die  vorliegende  Frage  voll- 
ständig. Damit  nämlich  der  Ereis  in  m  gleiche  Teile  mit  Zirkel  und  Lineal 
geteilt  werden  kann,  mufs  der  Grad  q>{m)  der  irreduktiblen  Gleichung 

eine  Potenz  von  2  sein,  wenn  F^  (x)  den  zu  a^  —  1  gehörigen  primitiven  Divisor 
bedeutet.    Da  dies  aber  dann  und  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn: 

m  =  2''  •  |)i  |), .    .  |)^ 

H  • 

ist,  wo  jede  Primzahl  p.  von  der  Form  2*  *  +  ^  i^t,  und  da  für  diese  Zahlen 
nach  den  Gaussischen  Sätzen  jene  Teilung  wirklich  ausführbar  ist,  so  ist  unser 
Satz  vollständig  bewiesen. 

Genau  ebenso  zeigt  man,  dafs  z.  B.  die  Trisection  des  Winkels  und  die  Ver- 
doppelung des  Würfels  mit  Zirkel  und  Lineal  nicht  möglich  ist,  da  beide  Fragen 
auf  irreduktible  Gleichungen  dritten  Grades  führen. 

§  3.  S.  45—48. 

Auf  die  folgende  Art  beweist  man  rein  arithmetisch,  dafs  jeder  Binominal- 
koefficient: 

('>  k,ikS:..Ki  (*.+*,+...+*,=., 

stets  eine  ganze  Zahl  ist. 

Ist  m  eine  beliebige  Zahl,  p  irgend  eine  Primzahl,  so  ist  der  Exponent  fi 
der  höchsten  in 

(2)  w!  =  1  •  2  .  • .  w 

enthaltenen  Potenz  von  p  gleich: 

«  '-[f]+[a+- 

wo  die  Reihe  von  selbst  abbricht,  sobald  p*  >  m  ist. 

Unter  den  m  Faktoren  von  (2)  sind  nämlich  nur  die  —  Zahlen  p,  2p,  •  •  •  —  p 
überhaupt  durch  p  teilbar,  also  ist  ^  auch  der  Exponent  der  in  dem  Produkte: 

|,,;(2p).(8;.)...(g]p)=ptl([5].) 
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enthaltenen  Potenz  von  p,  d.  h.  es  ist: 

w«nn  f^^  die  in  (         *•)  enthaltene  Potenz  Ton  p  bedeutet.   Ersetzt  man  aber  in 
^i^  M  dwrvh  «so  findet  sich  ganz  ebenso  unter  Benutzung  der  Anmerkung 


iu§TS.i78,  a.S.506: 


-[7[7]]  +  '-  =  [?]  +  '- 


m  dMi  EzfiOMstc»  der  im     -^   !   enthaltenen  Potenz   Ton  p   bezeichnet 

S.'^IWI^  «ftaa  aMdo(^  vipiter,  so  eig^ebt  sich  die  Gleichung  (2*). 

IVttkl  «uMi  $kli  M  IM  ji-adischen  Zahlensysteme  geschrieben: 


«  —  «•  +  «i  P  +  «tP'  H h  a^p" , 


1t^%  Wi  allyiNMMWi: 


[;] 


«,  +  a,4.iP+ h  a^P 


.»— t 


aU*  ^ff^M  ^'i»*  laichte  Rechnung  für  ^  den  Wert 

m  —  a 

m 

%v*^n  «^  di^  3tiffi»rsumme  der  im  p-adischen  Zahlensysteme  geschriebenen  Zahl  f» 

\    Stickolbor^r  (Über  eine  Verallgemeinerung  der  Kreisteilung,  Math.  Aix^ö 
»la    :i:»  S   »Sil     :Um,  §  4^  bestimmt  mit  Hülfe  der  Darstellung  (3)  von  m  nochtl^ö 


m 


\{k\^\   luv^dulo  p  von 


Es  ist: 


ini 


^_^     --ola,la,l 


(med  p) , 


w.nn  (i„,  ^1, ,     •  •  die  Ziffern  von  m  im  ^^-adischen  Zahlensysteme  sind. 

Nun  orgiobt  sich  mit  Hülfe  von  (2*),  dafs  eine  beliebige  Primzahl  p  in  d  ^=^1" 
Polvnoinialkocfticienten  (1)  genau: 


OD 
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^ ... 


A-, 


L;,'J 


Miilo   enthalten   ist.     Diese  Zahl  kann  aber  niemals  negativ  sein,  denn  aus    ^ler 
(Urichung: 

n  =  Ä-,  +  Ä-,  +  . . .  +  ^;, 

folgt  durch  Division  mit  p*  und  Übergang  zu  den  gröfsten  Ganzen  leicht: 


"n" 

'h' 

r^'si 

r^'vi 

i 

> 

i 

— 

m 

■m 

+  • 

■   ■   ~\~ 

V 

■ 

LpJ 

LpA 

Ip'J 

Lp  J 

und  damit  ist  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen. 

Eine  Verallgemeinerung  dieser  Frage  bildet  der  folgendl  von  E.  Landau  be- 


bewiesene  Sjöz  yotor.  Abb.  IH  $>er.  1  19:   Sor  ks  ocM^ütioBS  d^  diTuil^üit^  d  üb 
prodoit  de  fictoiäelles  pir  im  Astre^: 
Es  deiea 

m  -f  N  homogene  lineare  FimkxioneB  der  Taiiablen  x, ,  x, «  -    >  x^  mit  posiliTeji 
ganzzahligCB  Koefficienten,  so  dafs: 

ist.    Dann  ist  der  Fjiktoriellenqnotient: 


r  '   r  •   •  •  -   r   • 


für  alle  ganzzahligen  nicht  negatiren  WertsTsteme   x, ,  x, ,  •     •  x^^  dann  und  nur 
dann  eine  ganze  Zahl,  wenn  die  Ungleichimg: 

[-.]+■  ^  [%]>[«•.]  +  ••  + [r.] 

für  alle  Systeme  i'O  <  x,.  <  l)  erfSDt  ist 

Aus  diesem  Satze  folgt  z.  B.  leicht,  dafs  die  Quotienten: 

(2x,^:  2x,^!  (4x^^!*(4x,^! 


X,!  X,!   >,  +  X,  !'         x,I  JC^!  (2x,+x,)!  ^x,+  2x,^!' 

(rx,"*!  •  •  •  (rx^l 

für  alle  x,-  ^  0  ganzzahlige  Werte  haben,  weil  in  dem  Intervalle  (0  •  <  •  i> 

[2x,]  +  [äj-,]  ^  [X,]  +  [X,]  +  [X,  +  X,] 

[4x,]  +  [4x,l  >  [X,]  +  [X,]  +  [2x,  +  X,]  +  [X,  +  2x,] 


2[»-x,]^^[x,]+[2*.] 


»=1 

ist. 

Unter  Benutzung  desTschebyscheffschen  Satzes  (Anm.  zu  S.67,  a.§.6ü3)  beweist 
man  leicht,  dafs  n!  niemals  die  Potenz  einer  ganzen  Zahl  sein  kann,  denn  nach  jenem 

Satze  existiert  ja  in  dem  Intervalle  (—  +  1  •  •  •  «)    stete  eine  Primzahl  |),   und 
diese  ist  in  n!  nur  einmal  enthalten,  weil  schon  2j)  >-  »  ist. 

§  6.  S.  56  Ende. 

In  neuerer  Zeit  ist  Herr  K.  Th.  Vahlen  diesen  Fragen  in  der  Abhandlung: 
„Beiträge  zu  einer  additiven  Zahlentheorie",  Grelles  Journal  Bd.  112  S.  1—86 
näher  getreten. 
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Erster  Teil. 
Yierte  Yorlesnng. 

Für  diese  Vorlesung  wurde  die  Abhandlung  Kroneckers  „Über  den  Zahl- 
begriiT*,  Crclies  Journal  Bd.  101  S.  337—353.  —  Gesammelte  Werke  Bd.  3'  S.2« 
bis  274  vielfach  benutzt. 

Ffinfte  Yorlesung. 

§  2.  S.  67  und  S.  68  bis  Z.  4  t.  u. 

Die  einleitenden  Bemerkungen  über  die  Primzahlen  sind  Zusatz  des  Heraas- 
gebers. —  In  einer  im  Jahre  1860  der  Petersburger  Akademie  vorgelegten  Ab- 
handlung hat  Tschebjscheff  den  schönen  Satz  bewiesen: 

7 
Ist  a  eine  beliebige  Zahl  >>  -^ ,    so    befindet    sich    in    dem  Interralle 

(a  •  •  '  2a  —  2)  mindestens  eine  Primzahl. 

Sechste  Yorlesang. 

§1. 
Läfst  man  in  der  Gleichung 

n  «  3r J»  3r J«  ^rj»  •  •  • 

a.  S.  73  die  Exponenten  n.  unabhängig  von  einander  die  ganze  Reihe  der  positiven 
und  negativen  Zahlen  durchlaufen,  so  erhält  man  in  der  Gleichung 

eine  eindeutige  Darstellung  aller  rationalen  (ganzen  und  gebrochenen)  Zahlen.  Da 
alle   in   dieser   Vorlesung   gegebenen  Definitionen    und  Sätze   von   der  Annahme 
n.  ]>  0^  unabhängig  sind,  so  erhält  man  bei  dieser  Erweiterung  eine  einheitliche 
arstellung  der  elementaren  arithmetischen  Eigenschaften  aller  rationalen  Zahlen. 


i 


§2. 

Die  Bezeichnungen  /«  (Ä,  Zr,  •    •  7)  und  M (h^  k  ^  •  •    I)  sind  vom  Herausgeber 
zugefügt  worden,  ebenso  der  a.  S.  75  und  76  angegebene  Satz  4  und  sein  Beweis 

Siebente  YorleHung. 

§  3.  S.  93,  Z.  12  V.  u.  —  S.  94,  Z.  20  v.  u. 

Die    hier   behandelten  Beispiele   (Neuner-   und   Elforiirobe)   sind   Zusatz  ile< 
Herausgebers. 

Achte  Vorlesung. 

§  1.  S.  97  bis  S.  98,  Z.  14  v.  o.     Zusatz  des  Herausgebers. 

§  3.  8.  102.   Zum  Wilsonschen  Satze. 

Mit  Hülfe  der  im  §  5  der  achtundzwanzigsten  Vorlesung  gefundenen  UesuUate 
kann  man  leicht  eine  auch  historisch  interessante  Verallgemeinerung  des  Wilson- 
schen Satzes  beweisen.     Es  sei  p  eine  beliebige  Primzahl  und 

irgend  welche  ^  inkongruente  Einheiten  niodulo  p.     Dann  gilt  für  grofse  \Verttf 
von  X  die  Gleichung: 
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X  X 

^wo  allgemein: 

A(^n  «j»  •••  %) 

die  Snmme   der  Kombinationen   mit  Wiederholung  zu  je  %  von  den  Einheiten 
«,,•••  a    bedeutet. 

Es  seien  femer: 

die  V  =  p  —  1  —  fi  übrigen  modulo  p  inkongruenten  Einheiten  und 

il){x)  =  (a;  —  &i) (a;  —  &,)  ...  (a;  — ftj 
=  «''  — ^lÄ^-^+'-i-By 
die  zu  9(2;)  komplementäre  Funktion,  so  dafs: 

tp(x)  ip{x)  =  a^~"^  —  1    (mod  p) 

ist.    Multipliziert  man  nun  die  Gleichung  (1)  mit  x''"^  —  1  und  betrachtet  dann 
alle  Koefficienten  nur  modulo  p,  so  folgt: 

a/'  il>ix)=xP-'  +  A,  a!p-*+  • . .  +  ^^a^  +  ^,+ia!^-»  +  •  ••  +  (^,_i  -  1) 

+  f^Z:^  +  f£±ii:i!  +  . . .      (modp). 

Ersetzt  man  also  ^(x)  durch  seinen  Wert  in  (2),  so  ergeben   sich  durch  Eoef- 
ficientenvergleichung  erstens  die  folgenden  Kongruenzen: 

^.  h.  die  Summen  ^,  -4. ,  •  •  •  -4___,,  •  •  •  reproduzieren  sich  modulo  j)  betrachtet 
periodisch.    Zweitens  folgt: 

(3')  ^,^1  =  ^,^2^-    -^^p-a^Ö    (modi?), 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Sind  a^  f  0]  1  -  *  -  »1^  irgend  welche  f&  inkongruente  Einheiten  modulo  jp, 
80  sind  die  Summen  ihrer  Kombinationen  A^  mit  Wiederholungen  durch 
p  teilbar,  deren  Index  modulo  p  —  1  einer  der  Zahlen  (v-|-l),  (i; -j- 2), 
•  •  •  (p  —  2)  kongruent  ist. 

Endlich  ergeben  sich  aber  die  Kongruenzen: 

^1  («11  «,»       •  a^)  =  —  -Bi (&i ,  •  •  •  ^) 

m 

wenn  5^  (ftj ,  •  •  •  ft^,)   die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  ftj ,  •  •  •  6^ , 
d.  h.   die  Summen  aller  Kombinationen  derselben  zu  je  k  ohne  Wiederholung  be- 
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dentet.  Beachtet  man,  dafi  fdr  k"^  v  jene  Summen  von  lelbet  Kall  und,  wo  kann 
man  dai  Bemltat  onaerer  üntenmohnng  in  die  eine  Kongraeni  siiBaaiineiiiielie&: 

(4)  Äj^(a^,  II,,  •  •  •  a^)  =  (—  1)*^-B|.^(6, ,  •  •  •  6^    (mod  p)^ 

wenn  k^  den  kleinsten  Beat  Ton  k  modulo  (p  —  1)  bedeutet    Oder  ea  gflt 

8ats: 

Die  Summe  aller  Kombinationen  der  inkongruenten  Einheiten  Oi » •  •  •  a 

KU  je  ib  mit  Wiederholung  iat  der  Summe  der  Kombinatioiien  der  llbrig^e::^^ 

(6)  Einlieiten  5^,  •  •  •  5^  zu  je  li^  ohne  Wiederholung  mit  altenuerenden  ▼oi^-^^^ 

zeichen  kongruent^  wenn  k^  den  Ueinaten  Beat  Ton  k  modulo  p  —  1  Irfc 

zeichnet. 

Daa  Beatehen  der  Kongruenzen  (8*)  iat  zuerat  von  Steiner  (Crellea  Journal  Bd.  ~~       |^ 
p.  866;  —  Werke  Bd.  8  p.  7)  und  ap&ter  von  Jaoobi  (CreUea  Jouhial  Bd.  14  p. 
—  Werke  Bd.  6  p.  S58)  bewieaen  worden;   der  allgemeine   Sats  (6)   iat 
noch  nicht  auageaprochen  worden. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  (4)  k^^p  —  S  undwfthlt  fOr  6|,i^,**  ^^ 
die  Zahlen  2,  8,  •  •  •  p  —  1,  ao  dala  Oi  >»  1  wird,  ao  eriiilt  man  den  Wilc&^n/ 
achen  Satz. 

1 8.  S.  108.  Zum  Fermatachen  Satie. 

In  Beantwortung  einer  in  Crellea  Journal  geatellten  Au%abe  gab  Jaooia 
(Crellea  Journal  Bd.  8  S.  801—808;  —  Werke  Bd.  6  8.  888—889)  FUle  an,  k 
welchen  aP"^  —  1  fttr  a  <  p  nicht  blola  durch  p,  aondem  auch  durch  p*  USlbn 
iat    I>er  einfachste  Yon  dieaen  FBllen  iat  in  der  folgenden  Gleichung  enfhattea: 

8»^— 1  — (8*)«  — 1  — 848»  — 1  — (8.11»+1)»— 1  =  0    (mod  11«). 

fli» i 

Der  Best  des  Quotienten modulo  p  wurde   von  Eisenstein  (6er.  der 

P 
Berl.  Akad.  1850,  S.  41);  Sylvester  (Comptes  rendus  i.  52  p.  161);   Stern  (Grelles 

Journal  Bd.  100)  und  Mirimanoff  (Grelles  Journal  Bd.  115  S.  295)  untersucht. 

■ 
§  8.  S.  103,  Z.  8—20  V.  0.   Zusatz  des  Herausgebers. 

§  3.  S.  104,  Z.  14  V.  u.  bis  S.  105  Ende. 

Der  Satz  über  die  homogenen  symmetrischen  Funktionen  der  Einheiten  mo- 
dulo p  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 


Neunte  Yorlesung. 

§  2.  S.  112,  Z.  11  V.  0.  bis  S.  113,  Z.  7  v.  o.    Zusatz  des  Herausgebers. 

§4.  S.  118,  Z.  11  v.u. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  Eroneckers,  dafs  derjenige  Kettenbruch  der 
kürzeste  ist,  bei  welchem  immer  nach  dem  kleinsten  Beste  dividiert  wird,  hat 
Herr  Vahlen  (Grelles  Journal  Bd.  115  S.  221  Agde.)  nachgewiesen.  Ebenso  ergiebt 
die  Division  nach  dem  gröfsten  B>esto  die  (beiden)  längsten  Kettenbrüche.  Lälst 
man  bei  den  successiven  Divisionen  nach  Belieben  positive  oder  negative  Beste  so, 
so  erhält  man  verschiedene  Kettenbruchentwickelungen  für  einen  und  denselben 


B 
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echten  Bruch  —   und  ihre  Anzahl  ist  stets  dem  Nenner  n  jenes  Bruches  gleich 

(a.  a.  0.  S.  227). 

Elfte  Yorlesung. 

§  2.  S.  188,  Z.  14  V.  u.  bis  S.  139,  Z.  2  v.  o.  und  S.  139,  Z.  9  v.  u.  bis  S.  140,  Z.  16  v.  u. 
sind  Zusätze  des  Herausgebers. 


Zweiter  Teil. 

Für  die  Darstellung  dieses  Teiles  wurden  neben  den  Vorlesungsmanuskripten 
und  Nachschriften  auch  die  folgenden  Abhandlungen  Eroneckers  wesentlich  mit- 
benutzt: 

1)  „Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Gröfsen", 
Grelles  Journal  Bd.  92  S.  1—122;   Gesammelte  Werke  Bd.  2  S.  287—388. 

2)  „Die  Zerlegung  der  ganzen  Gröfsen  eines  natürlichen  Hationalitäts- 
bereiches  in  ihre  irreduktiblen  Faktoren",  Grelles  Journal  Bd.  94  S.  344 
bis  348;  Werke  Bd.  2  S.  409—416 

3)  „Über  einige  Anwendungen  der  Modulsysteme  auf  elementare  algebrai- 
sche Fragen",  Grelles  Journal  Bd.  99  S.  329—871 ;  Werke  Bd.  3»  S.  146—209. 

Dreizehnte  Yorlesnng. 

§1. 
Die  Darstellung  dieses  Abschnittes  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers  unter 
Benutzung  der  obigen  Abh.  Nr.  1. 

§  6.  S.  163,  Z.  15  V.  u.  bis  Z.  2  v.  u.   Zusatz  des  Herausgebers. 

Ffinfzehnte  Yorlesnng. 

§  2.  S.  182,  Z.  10  V.  u.  bis  S.  183,  Z.  7  v.  o.  Zusatz  des  Herausgebers.   S.  184,  Z.  3  v.  o. 
bis  Ende  dci*  Vorlesung  Zusatz  des  Herausgebers. 

Sechzehnte  Yorlesnng. 

§  3.  S.  192,  Z.  12  V.  u.  bis  S.  193  Ende  Zusatz  des  Herausgebers. 

Siebzehnte  Yorlesnng. 

§  1.  S.  194  bis  S.  196,  Z.  16  v.  u.     Die  allgemeinen   Sätze  über  die  Dekomposition 
der  Modulsjsteme  zweiter  Stufe  sind  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

§  3.  Ende. 

Bis  zu  diesem  Punkte  etwa  hatte  Eronecker  die  Frage  der  Dekomposition 
der  Modulsysteme  in  seiner  letzten  Vorlesung,  Wintersemester  1890/91,  geführt, 
war  dann  aber  zu  den  Anwendungen  der  Analysis  auf  die  Arithmetik  über- 
gegangen. 

Achtzehnte  Yorlesnng. 

Diese  ganze  Vorlesung  ist  vom  Herausgeber  hinzugefügt  worden.  Vgl.  hierzu 
die  Abhandlungen  von  K.  Hensel,  „Über  die  Zurückführung  der  Divisorensjsteme 
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auf  eine  reduzierte  Form",  Grelles  Journal  Bd.  118  S.  234—250,  Bd.  119  S.  114 
bis  130  und  „Über  die  elementaren  arithmetischen  Eigenschaften  der  reinen  Mo- 
dulsysteme zweiter  Stufe",  Grelles  Journal  Bd.  119  S.  176—185. 

Neunzehnte  Vorlesung. 

§  1-3. 

Diese  Vorlesung  ist  unter  Benutzung  kurzer  Bemerkungen  Kroneckers  vom 
Herausgeber  hinzugefügt  worden. 

§6. 
Die  Zerlegung  der  Divisorensysteme  in  einfache  Systeme  ist  ein  Zusatz  des 
Herausgebers. 

Zwanzigste  Vorlesung. 

Diese  ganze  Vorlesung  mit  Ausnahme  des  §  4  ist  vom  Herausgeber  unter 
Benutzung  kurzer  Bemerkungen  in  den  Vorlesungen  1889  und  1890  und  der  oben 
erwähnten  Abhandlungen  Kroneckers  hinzugefügt  worden. 

Dritter  Teil. 

In  diesen  Teil  wurden  gewisse  Abschnitte  aus  der  im  Wintersemester 
1875/76  von  Kronecker  gehaltenen  Vorlesung  „Anwendung  der  Analysis  auf  Pro- 
bleme der  Zahlentheorie"  aufgenommen.  Dieselbe  soll  im  Folgenden  mit  „A.  d.  A." 
zitiert  werden. 

Einundzwanzigste  Vorlesung. 

§  1.  S.  244,  Z.  13  V.  u.  bis  S  246,  Z.  6  v.  o.  und  S.  246,  Z.  14  v.  u.  bis  S.  246  Ende  des 
Abschnittes.  Die  neue  Begründung  der  Fundamentaleigenschaflen  der  Fimk- 
tion  tp(;n)  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

Zweiundzwanzigste  Vorlesung. 

§  2.  S.  257,  Z.  0  V.  u.  bis  S.  250,  Z.  7  v.  u.  ist  aus  der  Vorlesung  A.  d.  A.  aufgenommen 
worden. 

§4.   S.  267,  Z.  7  v.o.  bis  zum  Ende  des  §  4  gehörte  der  Vorlesung  A.  d.  A.  an. 

§  5.  Dieser  ganze  Abschnitt  ist  ebenfalls  aus  jener  Vorlesung  entnommen. 

§7.  S.  278,  Z.  11  V.  u.  flgde. 
Sind  m,  a,  b  beliebige  ganze  Zahlen,  so  gilt  stets  die  Gleichung: 

b   UJJ  ^  La^J* 

Ist  nilmlich  m  =  am  -\-  a\  m  =  bm"  -\-  b\  wo  a  <^  a  —  1,  b'  <^h  —  1,  so  folgt 
m  =  abm"  -\-  {ab'  -\-  a'),  wo  ab'  -\-  a'  <Ci  a(b  —  1)  +  a  —  \  z=  ah  —  1.  Also 
ist  in  der  That: 

Dreiund/wanzigste  Vorlesung. 

§  4.  S.  290,  Z.  13  V.  u.  bis  S.  293,  Z.  5  v.  o. 
Die    kurze    Darstellung    der    Elementarsätze    über    die   Wurzeln   der   Kreis- 
teilungsgleichungen ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 
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Ylernndzwanzlgste  Yorlesnngr* 

§  1.  Zu  S.  805  flgde. 

Um  vermitteUt  der  Formel  (1)  die  für  ein   äufseres  Rechteck  gefundenen 

Besultate  ohne  störende  Nebenbetrachtungen  auf  innere  Rechtecke  anwenden  zu 

können,  wurde  vom  Herausgeber  dem  Systeme  ((»,  k))  die  nullte  Horizontal-  und 

Yertikalreihe  hinzugefügt,  und  die  Eroneckerschen  Bezeichnungen  entsprechend 

geändert. 

§4.  S.  318— 316. 

Die   Betrachtungen   dieses  Abschnittes   sind   Tom  Herausgeber  hinzugefügt 

worden.    Für  den  letzten  Teil  desselben  (S.  316)  wurde  die  Vorlesung  A.  d.  A. 

benutzt. 

§  6.  S.  816,  Z.  3  V.  u.  bis  S.  317,  Z.  4  v.  u. 

Zusatz   des  Herausgebers.     Der  übrige  Teil  dieses  Abschnittes  wurde  aus 
A,  d.  A.  entnommen. 

§  6.  S.  319,  Z.  14  V.  u.  bis  S.  325  Ende. 

Dieser  ganze  Abschnitt  wurde  der  Vorlesung  A.  d.  A.  entnommen. 

Fflnfnndzwanzlgste  Yorlesnng. 

§  1.  S.  326,  Z.  1  V.  0.  bis  S.  327,  Z.  6  v.  u.    Zusatz  des  Herausgebers.    S.  331,  Z.  7  v.  u. 
bis  S.  332,  Z.  2  V.  0.    Zusatz  des  Herausgebers. 

§  5.  S.  340,  Z.  5  bis  Z.  16  v.  o. 
Diese  Grenzbestimmung  für  den  Fehler  a  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

Sechsundzwanzigste  Vorlesung. 

§  3.  S.  353,  Z.  12  V.  0.  bis  S.  354,  Z.  10  v.  o. 

Die  hier  durchgeführte  Grenzbestinmiung  mit  Hülfe  des  Mittelwertsatzes  ist 
ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

§  4.  S.  358,  Z.  5  V.  u.  bis  S.  359,  Z.  11  v.  o. 
Die  hier  gegebene  Grenzbestinmiung  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

§  5.  S.  363,  Z.  3  T.  0.  bis  Z.  3  v.  u. 

Diese  Bestimmungen  des  Gaussischen  Mittelwertes  sind  ein  Zusatz  des  Her- 
ausgebers. 

§  6.  S.  368,  Z.  8  V.  u.  bis  S.  369,  Z.  7  v.  o. 

Diese  Mittel  Wertsbestimmung  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

§  7.  S.  371,  Z.  5  Y.  u.  bis  S.  372,  Z.  6  t.  o.  ist  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

Vierter  Teil. 
Siebenundzwanzigste  Vorlesung. 

§  1.  S.  875,  Z.  13  T.  u.  bis  S.  376,  Z.  15  v.  o. 

Die    Anwendung    der  Theorie    der  Modulsysteme    auf  die  Potenzreste  ist 
Zusatz  des  Herausgebers. 
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AektvBiBWftBBigflte  Torlesvag« 

1 8.  S.  893,  Z.  6  Y.  Q.  bis  8.  $94,  Z.  9  y.  o. 

Die  AuflfiBlmuigen  Aber  die  tmabliSiigigeii  LOrangen  linearer  Kongrneiixe^ 
nnd  Ziuati  des  Henuugeben. 

§8.  8. 897,  Z.  8  ▼.  o.  bis  8. 899,  Z.  6  ▼.  n.  Zusatz  des  Herausgebers.    8.408,  Z.6  t.» 
bis  8. 408,  Z.  10  v.  o.  Zusatz  des  Herausgebers. 

§  5.  8. 408,  Z.  18  bis  Z.  19  ▼.  p.  Zusatz  des  Herausgebers. 

NevnuBdiwaBiigste  Yorlesnag. 
1 4.  8. 486,  Z.  6  V.  u.  bis  8. 487,  Z.  18  v.  u.   Znsatz  des  Herausgebers. 

Dreifsigste  Yorlesnng. 

Die  in  den  letzten  Vorlesungen  dargestellte  Untersuchung  der  arithmetischeo 
Reihe  ^at  Kronecker  nur  einmal  im  Jahre  1886  durchgeführt,  in  den  späteren 
Vorlesungen  wegen  Zeitmangel  nur  auf  sie  hingewiesen.  Die  parstellung  mufste 
hier  sehr  wesentlich  geludert  werden,  da  es  Kronecker  im  Verlaufe  der  Vor- 
lesungen gelang,  die  Untersuchungen  bedeutend  zu  vereinfachen;  dadurch  aber 
muTsten  bereits  behandelte  Teile  yerftndert  werden,  ohne  dafs  der  Vortragende 
selbst  dies  ausfBhrlich  angegeben  hat  Ich  hoffe,  dafs  es  mir  nach  längerer  Be- 
schäftigung mit  dem  Gegenstande  gelungen  sein  möchte,  diese  schOne  Unte^ 
suchung  etwa  so  daxzustellen,  wie  es  Kronecker  bei  einem  zweiten  Vortrage  ge- 
than  hätte. 

§1.8.  488  und  489  sind  ein  Zusatz  des  Herausgebers. 

S.  440  und  441. 

Der  Beweis  des  Dirichletscben  Satzes  für  die  arithmetische  Reihe  mh  -\- 1 
ist  eine  einfache  VerallgemeiDcrung  eines  Ton  Kronecker  in  der  Vorlesung  A.  d:  A. 
für  den  Fall  gegebenen,  dafs  m  eine  Primzahl  ist.  Einen  anderen  Beweis  für 
diesen  Fall  gab  HerrWendt  im  Jahre  1895  in  Grelles  Journal  Bd.  116.  Vgl.  auch 
die  Arbeiten  von  Lebcsgue  (Liouvilles  Journal  Ser.  I  Bd.  8)  und  Serret  (a.  a.  0. 
Bd.  17). 

§  1.  Ende  S.  442  Anmerkung. 

Dirichlet  hat  denselben  Satz  auch  für  die  arithmetischen  Reihen  r  -^  mx 
bewiesen,  in  denen  r  und  m  gegebene  teilerfremde  komplexe  Zahlen  sind,  und  x 
die  Reihe  aller  komplexen  ganzen  Zahlen  durchläuft  (Berichte  der  Berl.  Akad. 
V.  J.  1841,  S.  141-161;  Werke  Bd.  2  S.  609—532).  —  Auch  Herr  Hertens  hat  im 
Jahre  1896  Grenzen  angegeben,  innerhalb  deren  notwendig  eipe  neue  Primzahl 
der  Form  r -\- mh  liegen  mufs,  und  das  Nichtverschwinden  der  in  der  letzten 
Vorlesung  betrachteten  Reihen  durch  elementare  Sätze  über  die  Multiplikation 
von  Reihen  nachgewiesen.  —  Vgl.  die  Aufsätze  ,,Über  Dirichletsche  Reihen", 
„über  das  Nichtverschwinden  Dirichletscher  Reihen  mit  reellen  Gliedern".  — 
Wiener  Berichte  Bd.  104  (1896)  und  „Über  Multiplikation  und  Nichtverschwinden 
Dirichletscher  Reihen".  —  Grelles  Journal  Bd.  117  (1897). 

§  2.  S.  343,  Z.  2—25  v.  o.    Zusatz  des  Herausgebers. 
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§  2.  S.  444,  Z.  16  V.  u.  bis  S.  460,  Z.  6  T.  u. 

Die  ganze  hier  auseinandergesetzte  Theorie  der  Charaktere  wurde  vom  Her- 
ausgeber hinzugefügt. 

§  3.  S.  451,  Z.  19  T.  u.  bis  Ende  des  Abschnittes. 

Der  Beweis  dieser  Fundamentalgleichung  auf  Grund  der  Theorie  der  Charak- 
tere wurde  vom  Herausgeber  hinzugefügt.  Kronecker  gab  diesen  Beweis  durch 
ein  succcssives  Verfahren,  aus  welchem  das  Endresultat  nicht  einfach  erkannt 
werden  konnte. 

Einunddreifslgste  Yorlesang. 

§  1.  S.  454,  Z.  8 — 20  V.  o.    Zusatz  des  Herausgebers. 


Druckfehler. 

S.  157,  Z.  19  V.  0.  statt  „es"  lies  „sie**. 
S.  188,  Z.  4  V.  0.       „    p\^       „    pj». 

S.  258,  Z.  2  T.  u.  ist  zuzufüge»: 

Selbstverständlich  gilt  die  Gleichung  (1*)  auch  dann,  wenn  die  Funktion 
f{x)  in  dem  Intervalle  J  mit  wachsendem  Argumente  zunimmt 

S.  327,  Z.  6  V.  u.  statt  ,  lies  . 

S.  377,  Z.  15  T.  0.  ist  (p(d)  fortzulassen. 

S.  877,  Z.  12  V.  n.    „    <p(p  —  1)     „ 

S.  378,  Z.  4  V.  u.      „    tp{t) 

S.  380,  Z.  8  V.  u.      „    (p{d) 


p.  p. 

Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen, 
der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nach  allen  Eichtungen  hin 
"weiter  auszubauen,  ist  mein  stets  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Gemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  dafs  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner  des  In-  und  Auslandes 
a.uch  meine  weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden  in  Wissen- 
schaft und  Schule  jederzeit  forderlich  sein  werden.  Verlagsanerbieten  ge- 
diegener Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir  deshalb,  wenn 
auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben  Gegenstand  in 
meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkonunen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  München  imd  Wien  imd 
der  Gesellschaft  der  Wissenschafben  zu  Göttingen  herausgegebene  Encyklo- 
pädie  der  Mathematischen  Wissenschaften  aufmerksam,  die  in  7  Bänden 
die  Arithmetik  und  Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie,  die  Mechanik, 
die  Physik,  die  Geodäsie  imd  Geophysik  und  die  Astronomie  behandelt  und 
in  einem  Schlufsband  historische,  philosophische  und  didaktische  Fragen 
besprechen,  sowie  ein  Generalregister  zu  obigen  Bänden  bringen  wird. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  imd  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die* Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica,  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung, die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik 
und  die  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen 
Unterricht. 

Seit  1868  veröffentliche  ich  in  kurzen  Zwischenräumen:  „Mitteilungen 
der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner**.  Diese  „Mitteilungen",  welche 
unentgeltlich  in  20000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als  auch  im  Auslande 
von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  welches  meinem  Verlage 
Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter  der  Presse  befindlichen 
und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des  Teubnerschen  Verlags  in 
Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis  auf  die  Jüngstzeit  fortgefilhrte 
jährlich  zwei-  bis  dreimal  neu  gedruckte  Verzeichnis  des  Verlags  von 
B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  der  technischen 
und  Naturwissenschaften  nebst  Grenzgebieten,  95.  Ausgabe  [XxXVlII 
u.  140  S.  gr.  8],  in  allen  Buchhandlungen  unentgeltlich  zu  haben,  werden 
auf  Wunsch  aber  auch  unter  Kreuzband  von  mir  unmittelbar  an  die  Be- 
steller übersandt. 

Leipzig,  Postetrafse  3.  ^    q    TeUbner. 


Frioke^  IU>b€Tt,  knrzgefaftte  Vorletungen  über  verschiedene 
Gebiete  der  höheren  Mathematik  mit  Berücksichtigung 
der  Anwendungen.  Analytisch-fnnctionentheoretischer  Teil.  Mit 
102  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  [IX  u.  620  8.]  gr.  8. 
1900.    In  Leinwand  geb.  n.  JL  14. — 

Frioke,  Robert  und  Felix  Kleine  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  automorphen  Funktionen.  II.  Band:  Engere  Theorie  und 
Anwendungen  der  automorphen  Funktionen.  I.Lieferung:  Engere 
Theorie  der  automorphen  fSmktionen.  Mit  34  in  den  Text  gedruck- 
ten Figuren,    gr.  8.    geh.    (Erscheint  im  Mai  1901.) 

GkiufB,  Carl  Friedrich  ^  Werke,  herausg.  y.  d.  Kgl.  GeteUschafb  d. 
Wissenschaften  in  Göttingen.  10  Bände.  VUI.  Band.  [468  S  ]  4. 
1900.    kart.  n.  JL  24.—     (Band  VII  unter  der  Presse.) 

Heuxij  ^^^^^jL  ^^^  kinetischen  Probleme  der  wissenschaft- 
lichen Technik.  Mit  16  Figuren  im  Text.  A.  n.  d.  T.:  Jahres- 
bericht der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  IX.  Bd.  2.  Heft. 
[IV  u.  123  S.]    gr.  8.     1900.    geh.  n.  ^  4.— 

Holder^  Otto^  Anschauung  und  Denken  in  der  Geometrie. 
Akademische  Antrittsvorlesung.  Mit  Zusätzen,  Anmerkungen  und 
einem  Register.   [76  S.]   gr.  8.   1900.    geh.  n.  ^  2.40. 

Klein.  F.,  und  S.  Rieeke.  über  angewandte  Mathematik  und 
Physik  in  ihrer  Bedeutung  für  den  Unterricht  an  höheren  Schulen. 
Vortr&ge,  gehalten  in  Göttuiffen,  Ostern  1890,  bei  Gelegenheit  des 
Ferienkurses.  Mit  einem  Wiederabdruck  verschiedener  einschl2\giger 
Aufsatze  von  F.  Kleiit.  [VI  u.  262  8.]  Mit  84  Teztfiguren.  gr.  8. 
1900.    geb.  n.  JL^,— 

Koenifi^sberger^  Iieo.  die  Principien  der  Mechanik.  Math. Unter- 
suchungen.   [Xn  u.  228  S.]    gr.  8     1901.    In  Leinw.  geb.  UK  9.— 

Eroneoker^  Iieopold^  Vorlesungen  über  Zahlentheorie.  I. Band. 
Herausgegeben  von  Eubt  Hshsbl.  Mit  Textfiguren,  gr.  8.  1901.  geh. 

Lüroth,  J.y  Vorlesungen  über  numerisches  Rechnen.  Mit 
18  Figuren  im  Text.    gr.  8.     1900.     geh.  n.  JL  8.— 

Müller^  Felix,  mathematisches  Vo]^abularium,  französisch- 
deutsch und  deutsch-französisch,  enthaltend  die  Kunst- 
ausdrücke aus  der  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Erste 
Hälfte:  Französisch-deutsch.  [IV  u.  132  S.l  Lex.-8.  1900. 
geh.  n.  JC  8—     (Die  II.  Hälfte  erscheint  im  MaJ  1001.) 

Netto,  B.,  Vorlesungen  über  Algebra.  2  Bde.  IL  Bd.  2.  (Schlufs-) 
Lieferung.    [XI  u.  S.  193—827.]     gr.  8.     1900.     geh.  n.  .>«:  10.— 

Fasoaly  Ernst.  Repertorium  der  höheren  Mathematik  (Defini- 
tionen, Formen,  Theoreme,  Litteratur).  Autorisierte  deutsche 
Ausgabe  nach  einer  neuen  Bearbeitung  des  Originals  von  A.  Schbpp, 
Oberleutnant  a.  D.  zu  Wiesbaden.  In  2  Teilen:  Analysis  und 
Geometrie.  L  Teil:  Die  Analysis.  [Xll  u.  638  S.]  gr.  8.  1900. 
In  Leinwand  geb.  n.  Ui^lO. —    (ü:  Geometrie  unter  der  Presse.) 

die  Determinanten.    Eine  Darstellung  ihrer  Theorie  und 


Anwendungen  mit  Bücksicht  auf  die  neueren  Forschungen.  Deutsch 
von  H.  Leitzmajjn.    [XVI  u.  266  S.]    gr.  8.    1900.    geb.  n.  JL  10.— 

Soheibner,  W.,  zur  Theorie  des  Legendre-Jacobi'schen  Sym- 
bols (-V    [H  u.  44  S.]    Lex.-8.     1900.    geh.  n.  Jt  1.80. 

BohilUng,  Fr.,  über  die  Nomographie  von  M.  d'Ocagne.  Eine 
Einfahrung  in  dieses  Gebiet.  Mit  28  Abbildungen.  [47  S.  |  gr.  8. 
1900.    geh.    n.  JL  2.— 


Sohlömilch,  O.,  Übungsbuch  sum  Studium  der  höheren  Ana- 
lysis.  II.  Teil:  Aufgaben  aus  der  Integralrechnung, 
vierte  Auflage.  Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  B.  Hbbtke,  Eonrektor 
am  Annen- Healgymnadum  zu  Dresden.  Mit  Holzschnitten  im 
Texte.    [VIII  u.  448  S.]    gr.  8.    1900.    geh.  n.  *«  9.— 

Bohoenflies^  A.«  die  Entwickelun-g  der  Lehre  von  den  Punkt- 
mannigfaltigkeiten.  A.  u.  d.  T. :  Jahresbericht  der  Deut- 
schen Mathematiker -Vereinigung.  VIII.  Band.  8.  Heft.  Mit  8  Figuren 
im  Text.     [VI  u.  251  S.]    gr.  8.     1900.     geh.  n.  JL  8.— 

Serret.  J.-A.,  Lehrbuch  der  Differential-  u.  Integral-Rechnung. 
Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  Axel 
Habnack.  2.,  durchges.  Auflage  mit  Unterstützung  der  Herren 
H.  LiBBMANN  u.  R.  Zebmelo  hcrausgegeben  von  G.  Bohlmann.  In 
3  Banden,    gr.  8.    geb. 

L:  Differentialrechnuii?.    Mit  H5  Fi«.     [X  u.  TmO  S.]     18'.)7.    n.  ^  lU  — 
IL:  Integralrechnnng.    Mit  .^5  Fig.     [XII  u.  428  S.]     189:«.    n.  JtL  6. — 
m.:  Differentialglelchungou  u.  Variationsreohnnng.    (Unter  der  Preise.) 

Simon,  Max,   Euclid  und  die  sechs  planimetrischen   Bücher. 

A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen  zur  Ofeschichte  der  mathematischen 
Wissenschaften  mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungen.  Begründet  von 
Moritz  Cantoh.  XI.  Heft.  Mit  192  Figuren  im  Text.  [VlI  u.  141  S.] 
gr.  8.     1901.     geh.  n.  M.  6.— 

Stolz,  O.  und  J.  A.  Gmeiner,  theoretische  Arithmetik.  In  2  Ab- 
teihmgcn.  I.  Abteilung:  Allgemeines.  Die  Lehre  von  den 
rationalen  Zahlen.  Mit  6  Figuren  im  Text.  Zweite  um- 
gearbeitete Auflage  der  Abschnitte  I — FV  des  I.  Teiles  tler 
Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik  von  0.  Stolz.   A.  u.  d.  T. : 

B.  G.  Teubner's  Sammlung  von  Lehrbüchern  auf  dem  Ge- 
biete der  Mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschlufs 
ihrer  Anwendungen.  Band  IV,  1.  [TV  u.  98  S.]  gr.  8.  11*01.  jjeh. 
n.  JL  2.40;  in  Leinwand  geb.  u.  ^iu  3. — 

Study.  E.,  Geometrie  der  Djnamen.  Die  Zusammensetzung  von 
Krüften  und  verwandte  Gregenstäude  der  Geometrie.  2  Lieferungen. 
I.  Liet'ernng.  Mit  in  den  Text  gedinickten  Figiu-en.  [24u  .^^.J 
<,'r.  s.     li)01.     geh.  n.  JL  7.60. 

Sturm,  Rud.y  Elemente  der  darstellenden  Geometrie,  2.,  um- 
goarb.  u.  erweit.  Aufl.  Mit  61  Fig.  im  Text  u.  7  lith.  Tafeln. 
[V  u.  167  S.l    gr.  8.    1900.     In  Loinwand  geb.  n.  JL  5.60. 

Suter,  H.,  die  Mathematiker  und  Astronomen  der  Araber  und 
ihre  Werke.  A.  u.  d.  T. :  Abhandlungen  zur  Geschichte  der 
iiiathematisrhen  Wissenschaften.  10.  lieft.  [IX  u.  27.s  S.]  gr.  8. 
1900.     geh.  n.  Ji  14.— 

Volkmann,  P.^  Einführung  in  das  Studium  der  theoretischen 
Physik,  insbesondere  in  das  der  analytischen  Mechanik. 
Afit  einer  P^inleitun^  in  die  Theorie  <ler  physikalischen  Erkenntnis. 
Vorlesungen.     [XVI  u.  37ü  S.J     gr.  8.     1900.     geh.  n.  J(.  14.— 

Wassiljef,  A.,  u.  N.  Delaunay,  P.  L.  Tschebyschef  und  aeint* 
wissenschaftlichen  iicistungen.  —  Die  Tscheby sohef- 
schen  Arbeiten  in  der  Theorie  <ler  Gelenkmechanismen. 
.Mit  Porträt  Tschebyschefs.  |IV  u.  70  S.]  gr.  8.  1900.  geh.  n.  .^  4.— 

von  Weber,  E.,  Vorlosungen  über  das  Pfaff'sche  Probleiu 
und  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung.  A.  u.  d.  T.:  Teubner'a  Sammlung  von 
Lehrbüchern  auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen 
Wissenschaften  Band  IL  fXI  u.  6*22  S.J  gr.  S.  i<)nO,  In 
Leinwd.  gel),  n.  J{,  24. — 
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